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KAPITOLA

UVOD

O diferencidlni rovnici hovofime v situaci, kdy dand rovnice obsahuje jako nezndmou
funkci, ktera se v rovnici vyskytuje spolu se svymi derivacemi. Pokud jde o funkci jedné
proménné, kterd ma , obycejné” derivace, hovofime o obycejné diferencidlni rovnici, zkra-
cené ODR. V tomto textu se budeme zabyvat parcidlnimi diferencidlnimi rovnicemi, zkracené
PDR. Nezndmou je v tomto pfipadé funkce vice proménnych, kterd se v rovnici vyskytuje
spolu se svymi parcidlnimi derivacemi. Nékterym parcidlnim diferencidlnimi rovnicim se
také fika rovnice matematické fyziky, protoze popisuji rizné fyzikalni jevy.

1.1 Zikladni pojmy

Neznamou funkci budeme zpravidla znacit
u=u(x)=u(xy,x,...,Xx4).
Jeji proménnou jsou body v d-dimenzionalnim Euklidové prostoru R,

X = (xl,xz,...,xd).

V praktickych tlohach maji smysl dimenze d = 2,3,4. V rovinég, je d = 2 a sloZky pro-
meénné obvykle zapisuje x = (x,y). V prostoru je d = 3 a znatime x = (x,y,z). Je-li dalsi
proménnou ¢as, oznatujeme jej vétsinou t a piSeme u(x, f) nebo s vypsanim slozek bodu x.
Regeni zpravidla hleddme na n&jaké oblasti O C R?. Pfipometime, Ze oblasti rozumime
otevienou souvislou mnoZzinu.

Parcidlni derivace standardné zapisujeme pomoci zlomku a symbolii 9. Budeme ale
pouzivat i zkrdcené zapisy dy, nebo jen u,, anebo symbol D s multiindex. Naptiklad pro
funkci u = u(x,y) miZeme psat:

du

1,
u, W - axyyu - D( 2)1/[.

Multiindexem pro x € R% je vektor & = (aq, a2, . . ., 4), jehoZ slozky jsou nezdporna cela
Cisla w; a slozka a; se tyka soufadnice x;. Zavddime pojmy délka multiindexu |a| = a1 +
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1. UvoD

ay + - - - + oy a faktoridl multiindexu a! = aq!ay! - - - ay!. Mocninu x* a parcidlni derivaci D*
multiindexu a definujeme takto:

o
& alaly

® xq [/ S
X Dy=— -~
d’ ox]l - - oxe

_ L
X —xl x2

Jednoduchy tvar mé pak naptiklad Taylorova fada funkce u d proménnych se stfedem v
bodeé xy € R¥:
> 2 D”‘u(xo)

o (x — xp)".

k=0 |a|=k

Symbolem Du nebo Vu oznacujeme gradient funkce u, coz je vektor vSech parcidlnich
derivaci funkce uprvniho ¥adu, tj.

ou ou
Du=Vu= (a—m,,a—xd)

Symbol D¥u, kde k je nezdporné celé &islo, predstavuje soubor viech parcidlnich derivaci
fadu k (tj. s multiindexem délky k). Tento soubor derivaci chapeme podle potieby jako
vektor nebo jako k-rozmérnou matici.

1.2 Obecny zapis PDR

PDR k-tého fddu lze zapsat pomoci multiindext takto:
F(D*u, D*'u,...,Du,u,x) =0, (1.1)

kde DF je vektor viech parcialnich derivaci fadu k a F je dana funkce.
PDR k-tého fadu se nazyva linedrni, je-li funkce F linearni vzhledem k proménnym, na
jejichz pozicich se v (1.1) vyskytuji derivace. Linedrni PDR k-tého fddu miiZeme zapsat ve

tvaru:
Y a.(x)D*u(x) = f(x), (1.2)

|a|<k

kde funkce a, a f jsou koeficienty této rovnice; f se také nazyva pravd strana. Je-li v dané
linedrni PDR prav4 strana nulové funkce, nazyvame tuto rovnici homogenni. Jsou-li v dané
linedrni PDR koeficienty a, konstantni vzhledem k proménné x, hovofime o rovnici s kon-
stantnimi koeficienty.

Linedrni PDR 2-hého fadu mtiZeme zapsat takto:

d 9%u d ou
Y. aij(x)m(x) - Zbi(x)a—xi(x) +c(xX)u = f(x).

ij=1 i=1
Uvazujeme-li tuto rovnici v roviné (d = 2 a x = (x,y)), miiZeme ji také psat ve tvaru:
Aty + buyy + cuyy + duy + euy + fu = g.

PDR rovnice se nazyva semilinedrni, je-li nelinedrni vzhledem k u a linedrni vzhledem
ke vSem derivacim ¥adu k > 1.




1. UvoD

PDR rovnice se nazyvé kvazilinedrni, je-li linedrni pouze vzhledem derivacim nejvyssiho
fadu, tedy je tvaru:

Z aa(Dk_lu,...,Du,u,x)D“u(x) :f(Dk_lu,...,Du,u,x).
la|=k

Je-li jednou z nezavisle proménnych ¢as, hovofime o evolucni rovnici. Pokud rovnice na
¢ase nezdavisi, ale zavisi jen na prostorovych proménnych, hovofime o staciondrni rovnici.
Uvedeme nékolik ptikladi:

1. Transportni rovnice je evolu¢ni, prvniho faddu, linedrni, homogenni:
ur +uy = 0.
2. Laplaceova rovnice je staciondrni, druhého fadu, linedrni, homogenni:
Uyx + Uyy + Uzz = 0.
3. Poissonova rovnice je stacionarni, druhého fadu, linedrni, nehomogenni:
Uy + Uy = f(x,1).
4. VInova rovnice s interakci je evolu¢ni, druhého ¥ddu, nelinearni:
U — czuxx +ud=0.
5. Difuzni rovnice je evolu¢ni, druhého fddu, linedrni, nehomogenni:
ur — uxx = f(x,1).
6. Rovnice vibrujictho nosniku je evolu¢ni, ¢tvrtého fadu, linedrni, homogenni:
Ut + Uxxxy = 0.
7. Schrédingerova rovnice je evolu¢ni, druhého fadu, linedrni, homogenni:
Up — iy = 0.
8. Rovnice disperzni vilny je evolucni, tfettho fddu, nelinedrni:

Mt + uux + uxxx — 0.

1.3 Klasické feseni PDR

Rekneme, Ze funkce u nalezi do mnoziny funkci ck (Q), nebo-li je na QO C R tiidy ck,
jestlize ma na () spojité vSechny parcidlni derivace aZ do fadu k vcetné.

PDR (1.1) uvaZujeme na (). Rekneme, Ze funkce u je klasickym tesenim rovnice (1.1) na
oblasti G C (), jestlize

1. u € CNG),
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2. funkce F je definovéna pro véechny hodnoty D*u(x), |a| < k, x € G, a jejich dosaze-
nim do (1.1) je tato rovnost splnéna.

V teorii PDR se zajimdme predevsim o existenci feSeni, o jeho jednoznacnost a o stabilitu
(nebo-li o spojitou zavislost feSeni na datech). Pokud PDR feSeni m4, je uré¢eno jednoznacné
a je stabilni, fikdme, Ze je dand tdloha dobfe formulovina (korektni). V opa¢ném piipadé se
snazime pozménit formulaci dlohy. Je-li dand tloha dobfe formulovéna, zajimdme se o
dalsi aspekty, jako je hladkost (regularita) feSeni, metody vypoctu, aproximace feSeni atp.

Uvazujeme-li PDR bez pocatecni nebo okrajové podminky, nenti jeji feSeni urceno jed-
noznacné. V takovém piipadé pouzivdme pojmy jako obecné eseni nebo generické reSeni. V
pfipadé obycejnych diferencidlnich rovnic je obecné feSeni zavislé na volitelnych konstan-

o) 24

( N\

Pfiklad 1.1 Hleddme-li funkci u = u(x,y), ktera spliiuje rovnici
uxy =0,
dojdeme po dvou integracich ke tvaru

u(x,y) = f(y)x+gy),

kde f a g jsou libovolné dvakrat spojité diferencovatelné funkce proménné y.

| J

P¥iklad 1.2 Hleddme-li funkci u = u(x,y, z), ktera spliiuje rovnici
Uyy +u =0,

dojdeme podobnymi postupy jako v pfipadé obycejnych diferencidlnich rovnic k funkci
ve tvaru

u(x,y,z) = f(y,z)cosx + ¢(y,z) sinx,
kde f a g jsou libovolné dvakrat spojité diferencovatelné funkce proménnych y a z.

| J

( A

P¥iklad 1.3 Hleddme-li funkci u = u(x,y), ktera spliiuje rovnici
Uy =0,
dojdeme po dvou integracich ke tvaru
u(x,y) = F(y) + G(x),

kde F a G jsou libovolné dvakrét spojité diferencovatelné funkce.

| J

Tyto ptiklady naznacuji, Ze obecné feSeni PDR by mohlo zéviset na volitelnijch funkcich
n — 1 proménnych, jejichZ pocet je ddn fddem rovnice. Nasledujici pfiklad ukazuje, Ze tomu
tak vzdy byt nemusi.
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( A

Pfiklad 1.4 Hledejme funkci u = u(x,y), ktera splituje rovnici
(uxx)z + (uyy)z — 0

Tato rovnice se rozpadne na dvé rovnice: uyy = 0 a uyy = 0. ReSenim prvni rovnice
dostaneme

u(x,y) = fily)x + f2(y)

a feSenim druhé rovnice dostaneme

u(x,y) = g1(x)y + g2(x),

kde f1, f2 a g1, 2 jsou libovolné funkce. ProtoZe oba pfedpisy maji platit sou¢asne, musi
byt feSeni nasi ptivodni rovnice ve tvaru

u(x,y) = axy +bx+cy +d,

kde a, b, c, d jsou libovolnd redln4 ¢isla.

| J

Obecnym teSeni PDR nazyvame soubor vSech jejich feSen.
Generickym teSeni PDR fadu k s n nezdvislymi proménnymi nazyvdme feSeni, které za-
visi na k volitelnych funkcich 7 — 1 proménnych, které jsou t¥idy C*.

1.4 Okrajové a pocatecni podminky

U dloh stacionarnich, dopliiujeme k PDR okrajovou podminku. Dostaneme tak okrajovou
iilohu. Napftiklad:

Fu, #u
dx2  dy?
u = g mnaodQ),

= f vQ,

kde () je omezen4 oblast v IR?, 9Q) je jeji hranice (hrani¢ni k¥ivka) a f, resp. g jsou dané
funkce dvou proménnych na (), resp. dQ).
Zakladni typy okrajovych podminek pro omezenou oblast Q v R3 jsou tyto:
Dirichletova okrajovd podminka:

u(x,y,z) =g y.z), (xyz) €,
Neumanova okrajovd podminka:

ou
ﬁ(x, v,z) =8(x,y,z), (xyz) €0Q,

Newtonova (také Robinova) okrajovd podminka:

Ag—Z(x,y,z) + Bu(x,y,z) = g(x,v,2), (x,y,z) €90,

kde S—Z je derivace podle vnéjsi normély n k hranici oblasti (2 a A, B, A? 4+ B2 # 0, jsou
dana redlna ¢isla. Je-li funkce ¢ nulovd, hovofime o homogennich okrajovych podminkach,

9



1. UvoD

v opacném piipadé o nehomogennich okrajovych podminkach. Jsou-li na rtiznych ¢astech
hranice d() zadany r@izné typy okrajovych podminek, hovorime o tloze se smiSenijmi okra-
jovymi podminkami. Je-li oblast jednodimenziondlni, tj. QO = (a,b), ma nehomogenni Di-
richletova okrajovd podminka tento tvar:

u(a) = ga, u(b) =g

a podobné pro dalsi typy okrajovych podminek. Je-li oblast neomezend, zapisujeme okra-
jové podminky v limitnim tvaru. Napf. pro neomezeny interval Q) = (0, c0) md homogenni
Dirichletova okrajovd podminka tvar:

u(0) =0, xlgr(}ou(x) = 0.

U evolu¢nich tloh doplitujeme k PDR kromé okrajové podminky jesté pocitecni pod-
minku a hovorime pocitecné-okrajové Gloze. Naptiklad pro vinovou rovnici uvazujeme tlohu:

Ut = Uyxyx, t € ( ) (O 1)
u(0,t) = u(1, t)—O t € (0,00),
u(x,0) = g(x), u(x,0) = y(x), x € (0,1),
kde derivace u; pro t = 0 uvazujeme jako derivace zprava. Pokud hleddme klasické feSent,

musi byt zadana data dostatecné hladké a pocate¢ni a okrajové podminky museji byt ,v
souladu”, tzn. musi byt splnény podminky kompatibility: ¢(0) = ¢(1) = 0.

~ Kontrolni otazky

1. Coje to oblast v IR%?

2. Pro multiindex &« = (2,1,3) abod x = (3, —2,1) urcete |a|, a!, x* a D*f(x).

3. Pomoci multiindexu napiste derivace uyyyy, Uxxyz @ mocninu xyzz?’ v R3.

4. Napiste Taylortiv polynom druhého a ttetiho stupné pro funkdi f(x, y).

5. Napiste a vysvétlete pojem PDR k-tého fadu.

6. Co je to linedrni, semilinedrni, kvazilinedrni, evolu¢ni a stacionarni PDR? Napiste pfi-
klady.

7. Upravte vzorec (1.2) tak, aby vyjadfoval semilinearni PDR.

8. Jak se charakterizuje klasické feSeni PDR? Jak otdzky ndas zajimaji v souvislosti s feSe-
nim PDR?

9. Co rozumime obecnym a co generickym feSenim PDR?

10. Jaké rozeznavame zakladni typy okrajovych podminek?

11. Vysvétlete pojem pocatecné-okrajova tloha a podminky kompatibility.

~ Ulohy k samostatnému feseni

1. Naleznéte generické feSeni rovnice uyy + 2kuy: + Kuy =0,k #0 pomoci substituce
¢ = x+bt, T = x +dt s koeficienty b a d (dostaneme uz, = O a u(x,t) = f(x — x+

gx— 1))

2. Reste rovnici Xuyy — 4ty = 0, x > 0, pomoci nelinedrni substituce { =t +4lnx, 7=t
(dostaneme u} +4uf, = Oau(x,t) = e /*f(t + 4Inx) + g(t)).

10



KAPITOLA

2

ROVNICE PRVNIHO RADU

Budeme se zabyvat linedrnimi PDR prvniho fadu, které maji blizko k ODR. Vychozim bo-
dem jejich feSent je totiZ charakteristicky systém obycejnych diferencidlnich rovnic a podél
feSeni tohoto systému prechdzi samotnd PDR v ODR. Déle se budeme zabyvat kvaziline-
arnimi PDR prvniho ¥addu, které ndm umozZni fesit nehomogenni dlohy.

2.1 Modelovy ptiklad

Uvazujme nejprve nédsledujici homogenni rovnici:
ou  Ju

kde a,b € R jsou konstantni koeficienty, které nejsou oba sou¢asné nulové (4. a> + b? # 0).
Vytvoiime-li z koeficientti a, b vektor v = (a,b), mtzeme levou stranu rovnice (2.1) vyjadrit
pomoci skaldrniho soucinu takto:

Ju ou ou
aa—kb@ =v-(Vu) = e

Posledni vyraz je derivace funkce u ve sméru v a rovnice (2.1) proto fikd, Ze feSeni u md
nulovou smérovou derivaci ve sméru v. ProtoZe toto zjisténi plati v libovolném bodé x €
IR?, je feseni u konstantni podél ptimek se smérovymi vektory v:

x = at+ xp
y = bt+y0} t e R. (2.2)

P¥imkam (2.2) se fika charakteristické primky. MtZeme je také zapsat implicitni rovnici:
ay—bx=c, cekR (2.3)
Obecné feSeni rovnice (2.1) je proto tvaru:

u(x,y) = glay — bx), (x,y) € R?, (24)

11



2. ROVNICE PRVNIHO RADU

kde g je libovolna spojité diferencovatelnd funkce jedné proménné. Poznamenejme jeste,
Ze charakteristické piimky jsou feSeni systému obycejnych diferencidlnich rovnic:

X = a,

v — b 25)

kterd predstavuje charakteristicky systém rovnice (2.2).

Re$eni rovnice (2.2) uréime jednoznac¢né predepsanim pocdtecni podminky na kiivce,
ktera (vhodnym zptisobem) protind vSechny charakteristické pfimky. Za predpokladu b #
0 mtzZe byt touto kfivkou osa x (ur¢ena rovnici y = 0), na niz pfedepiSeme pocétecni pod-
minku funkci uy a poZadujeme

u(x,0) = up(x). (2.6)
Pouzijeme-li (2.4), dostaneme
8(=bx) = uo(x),

odkud uré¢ime, Ze funkce ¢ mé nasledujici podobu:
8(x) = uo(—x/0).
Reseni rovnice (2.2) vyhovujici podmince (2.6) ma potom tvar:
u(x,y) = up(x —ay/b), (x,y) € R?

coz miiZeme snadno provéfit derivovanim a dosazenim do obou rovnosti.
Konkrétni tiloha

o ,ou
ox ay

u(x,0) = €*

— 0,

mé feseni u(x,y) = e~ ¥/2.

2.2 Homogenni linearni rovnice v roviné

UvaZujme tulohu

ou ou
a(x,y)g + b(x,y)@ =0 vQ, (2.7)
u = uy na?, (2.8)

kde Q) je dana oblast v R? obsahujici hladkou kiivku 1,

r={(y) €Q: x=m(s), y=rs) s€l}

a I C R je vhodny interval. P¥ipometime, Ze kfivka 7 je hladks, jestlize 1,7, € Cl(I) a
plati 7} (s)%> + 75(s)? # 0 pro vSechna s € I. O koeficientech a,b budeme ptedpokladat,
Ze to jsou spojité diferencovatelné funkee, tj. a,b € C!(Q), které nejsou soucasné nulové v
zddném bodé ().

Rovnici (2.7) pfifadime charakteristicky systém

x'(t) = a(x(t),y(
y'(t) = blx(t),y(

12
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2. ROVNICE PRVNIHO RADU

kde | C R je vhodny interval. Charakteristicky systém je soustavou ODR, jejimZz feSenim
jsou charakteristické kiivky neboli charakteristiky. Budeme predpoklddat, Ze charakteristiky
pokryvaji celou oblast () a neprotinaji se. Podobné jako v odstavci 2.1 1ze ukazat, Ze feSeni
u rovnice (2.7) je podél charakteristik konstantni. MnoZinu charakteristik 1ze zapsat ve
tvaru

’)/(xo,yo) = {(x(t)/y(t)) €eQ: te ]I Xo = X(to), y= y(tO)/ tO S ]}/

kde bod (xg, o) pfedstavuje pocatetni podminku pro feSeni charakteristického systému

v,

funkce ¢ (jako analogii k (2.3)):

Ye={(xy) € Q: ¢(x,y)=c}, ceR

Obecné feSeni rovnice (2.7) pak je tvaru

u(x,y) =gle(x,y)), (x,y)€Q,

kde g je libovolna spojité diferencovatelnd funkce jedné proménné. Funkci g uréime tak,
aby byla splnéna pocate¢ni podminka (2.8). Aby to bylo moZné, musi systém charakteristik
7c a kivka vy spliiovat podminku z nédsledujici véty.

Véta 2.1 Necht' existuji charakteristiky ., které pokryvaji celou oblast () a neprotinaji
se. Necht' kiivka -y protind kaZdou charakteristiku 7. pravé jednou a svirad s ni nenulovy
thel. Pak existuje jediné feSeni talohy (2.7)-(2.8), které je podél charakteristik konstantni.

Nasledujici existencni véta nevyZaduje pfedpoklad o existenci charakteristik na celé
oblasti (), ale zahrnuje v sobé analyzu feSitelnosti charakteristického systému (2.9). Tvrzeni
je pak slabsi, je formulovano jen na okoli kiivky 7.

e N

Véta 2.2 Necht a,b € C1(Q) a ¢y C Q je hladka kiivka. Déle necht’ plati

a b
72

det #0 na?. (2.10)

Pak existuje jediné feSeni tlohy (2.7)-(2.8) v okoli y a je uréeno jednoznacné.

| J

Podminka (2.10) zarucuje, mimo jiné, Ze kfivka -y a charakteristiky sviraji nenulovy thel.
Implicitni popis charakteristik pomoci funkce ¢ v 7, hleddme vhodnym postupem fe-
Seni charakteristického systému (2.9). UkdZeme to v nasledujicich p¥ikladech.

Pifiklad 2.5 Budeme fesit tlohu:

uy +3u, = 0, (2.11)
u(x,0) = sinx. (2.12)

ReSeni: Charakteristicky systém jsou rovnice

xX'=1, y =3. (2.13)

13



2. ROVNICE PRVNIHO RADU

Charakteristikami jsou pfimky x = t 4 xq, y = 3t +yo, t € R, jejichZ implicitni popis dosta-
neme vylou¢enim parametru t. Mizeme vsak postupovat také tak, Ze v (2.13) vyndsobime
prvni rovnici —3 a obé& rovnice se¢teme: —3x" + 1’ = 0. Tuto vyslednou rovnici integru-
jeme (podle t), ¢imz dostaneme —3x +y = c. Charakteristiky jsou tedy popsany funkci
¢(x,y) = —3x +y, takZe obecné feSeni rovnice (2.11) je u(x,y) = g(—3x + y). Dosazenim
do pocateéni podminky (2.12) méme g(—3x) = sinx a odtud uréime g(x) = sin(—x/3).
Reseni tlohy (2.11)-(2.12) m4 proto tvar u(x,y) = sin(x — y/3). 0

( A

Pifiklad 2.6 Budeme fesit tilohu:

Xuy —yuy = 0, (2.14)

u(x,x) = x% (2.15)

Reseni: Charakteristicky systém jsou rovnice
X=x yv=-y (2.16)

Prvni rovnici vyndsobime 1/x, druhou 1/y a obé rovnice setteme: x'/x +y'/y = 0. Inte-
graci dostaneme In |x| + In |y| = c. Levou stranu bychom mohli vzit rovnou za funkci ¢.
Provedeme ale jesté upravu, kdy pouzijeme vzorec pro logaritmus soucinu, tj. In |xy| = ¢,
a odlogaritmujeme, tj. xy = ¢. Vidime, Ze charakteristiky jsou hyperboly a ¢(x,y) = xy.
Obecné feseni rovnice (2.14) je u(x,y) = g(xy). Z pocatetni podminky (2.15) mame g(x?) =
x?, takZe g(x) = x. ReSeni tlohy (2.14)-(2.15) m4 tvar u(x,y) = xy. O

PouZiva se také nasledujici terminologie.

Definice 2.1 Funkci ¢ = ¢(x,y), kterd je konstantni podél charakteristik systému (2.9)
nazyvame proni integrl.

Reseni rovnice (2.7) tedy spocivé ve hledani prvniho integralu. V p¥ikladu 2.5 byla prv-
nim integralem funkce ¢(x,y) = —3x + y nebo u(x,y) = g(—3x +y). V piikladu 2.6 se
jednalo funkce ¢(x,y) = xy nebo u(x,y) = g(xy).

Charakteristicky systém (2.9) byva také zvykem zapisovat v kanonické tvaru:

dx dy
= : (2.17)
a(x,y)  b(xy)
Obdrzime ho z (2.9) formalnim vyloucenim parametru ¢ a pfedstavuje jednu ODR, jejimZ
feSenim dostaneme prvni integral.

[ Priklad 2.7 Vypocitdme prvni integral pro rovnici (2.14) pomoci (2.17). ]

Reseni: Charakteristicky systém v kanonickém tvaru je:
dx _ dy
ro 7Y
Provedeme jeho integraci

/d% :/%, In|x| = —Inly| +In¢, In|xy| =Inc¢

a po odlogaritmovéni dostaneme prvni integral ¢(x,y) = xy. O

14



2. ROVNICE PRVNIHO RADU

2.3 Homogenni linearni rovnice v prostoru

Uvazujme tlohu

ou ou ou
a(x)g + b(x)@ + c(x)g =0 vQ, (2.18)
u = uy nal, (2.19)

kde x = (x,y,z), Q je dan4 oblast v R® obsahujici reguldrni plochu T,

I'= {(x/ylz) S O: x= 71(51152)/ ]/ - ,)/2(51152)/ Z = 73(51/ SZ)/ (51152) € D}

a D je oblast v IR?. Pfipometime, Ze plocha T je regularni, jestliZe y1, 72,73 € C!(D), matice
parcidlnich derivaci téchto funkci podle s; a s, md hodnost 2 a plocha se neprotina. O koefi-
cientech a, b, c pfedpokladame, Ze to jsou spojité diferencovatelné funkce, tj. a,b,c € C! (Q),
které nejsou soucasné nulové v Zddném bodé (). Zaméfime se na hlavni rozdily oproti od-
stavci 2.2.

Rovnici (2.18) pfifadime charakteristickij systém, ktery nyni sestava ze tii rovnic:

X(t) = a(x(t),y(t),2(t))
yi(t) = b(x(t),y(t),z(t)) o te], (2.20)
2(t) = e(x(t),y(t),z(1))

kde ] C R je vhodny interval. Re$enim (2.20) je systém ki¥ivek — charakteristik, které 1ze
zapsat implicitné pomoci dvou funkci @1, @;:

p1(x,y,z) =
q)z(x,ylz) _ CZ} Cl,CzélR. (2.21)

Jednotlivé charakteristiky dostaneme volbou réiznych hodnot ¢y, cp. ProtoZe leva strana
(2.18) pfedstavuje opét smérovou derivaci ve sméru charakteristik, je feSeni podél charak-
teristik konstantni. Obecné feSeni rovnice (2.18) Ize nyni zapsat pomoci spojité diferenco-
vatelné funkce ¢ dvou proménnych ve tvaru:

u(x,y,z) = g(e1(x,y,2), p2(x,y,2)), (x,y,z) €Q, (2.22)

Funkci g ur¢ime tak, aby byla splnéna pocédtecni podminka (2.19). Podobné jako v od-
stavci 2.2 plati véty o existenci feSeni (analogie véty 2.1 a véty 2.2).
Postup feSeni analogicky k postupu z odstavce 2.2 si pfedvedeme na piikladé.

Pifiklad 2.8 Budeme fesit tilohu:

xXuy — yuy + (2 +yHu, = 0, (2.23)
u(x,x,z) = xz (2.24)

Reseni: Charakteristickym systémem jsou rovnice
X=x, y=-y, Z=x+y~ (2.25)

Pfi hledani funkce ¢ vynasobime prvni rovnici 1/x, druhou rovnici 1/y, tfeti rovnici 0 a
vSechny rovnice se¢teme. Podobné jako pti feSeni piikladu 2.6 dospé&jeme k ¢1(x,y,z) =

15



2. ROVNICE PRVNIHO RADU

xy. P¥i hledani funkce ¢, navrhneme druhou tpravu. Prvni rovnici vyndsobime —x, dru-
hou rovnici y, tfeti rovnici 1 a v8echny rovnice se¢teme: —xx’ + yy’ + 2z’ = 0. Integraci a
vynésobenim 2 dostaneme —x? + y? 4 2z = ¢, a proto poloZime @, (x,y,z) = —x% + y* +2z.
Obecné feeni rovnice (2.23) mtizeme zapsat ve tvaru u(x,y,z) = g(xy, —x> + y*> +22). Z
potate¢ni podminky dostaneme pozadavek ¢(x?,2z) = xz, takZe ¢(x,y) = +/xy/2. Reenf
tlohy (2.23)-(2.24) ma tvar u(x,y,z) = \/xy(—x> +y*> +2z) /2. O

Podobné jak v pfipadé rovnic v roviné, nazyvame feSeni rovnice (2.18) prvnim integra-
lem. Je to tedy funkce, kterd je konstantni podél charakteristik systému (2.20) a 1ze ji obecné
zapsat vztahem (2.22). Kanonicky tvar charakteristického systému (2.20) nyni vypad4 takto:

dx dy dz

a(x,y,z) b(x,y,z2) B c(x,y,2)

(2.26)

Pfi vypoctech miZeme zapisy (2.20) a (2.26) kombinovat tak, abychom feSeni vypocetli co
moznd nejjednodussim zptisobem.

Piiklad 2.9 Vypocitdme obecné feSeni rovnice

Yy + xuy + (x —y)u; = 0.

Regeni: Charakteristicky systém zapiSeme v obou tvarech:

/

;‘I, _ Y L dx_dy _ dz
Z/ — x,_y, y X X—y.

Z prvniho tvaru dostaneme x’ — iy’ + 2z = 0 a po integraci ¢1(x,y,z) = x —y+2z = 1.
Z kanonického tvaru vyuZijeme prvni rovnici, kterou zintegrujeme:

dy_x: d%, /xdx:/ydy, ¢2(x,y,2) :xz—yZ:CZ.

Obecnym feSenim je prvni integral, ktery mtiZeme zapsat ve tvaru

u(x,y,z) = g(x —y +z,x* —y),

kde ¢ = g(C1,¢2) je libovolna spojité diferencovatelna funkce dvou proménnych. O sprav-
nosti vypocitaného feSeni se miizeme presvédcit zkouskou. Nejdfive vypocitdme deri-
vace u:

Ux = 8z +2X85, Uy = —8z —2Y8e,, Uz =8y

a ty dosadime do levé strany zadané rovnice:

yuy + xuy + (x — y)uz = y(ge, +2x8¢,) +x(—8¢ — 2y8e,) + (x —y)gz, = 0.

16



2. ROVNICE PRVNIHO RADU

2.4 Kvazilinedrni rovnice

Budeme se zabyvat kvazilinedrni rovnici ve tvaru

) d
a(x, %Z)£ +b(x, y%)i =c(x,y,z) vQ, (2.27)

kde Q) C R?je dand oblast a koeficienty a, b, c jsou spojité diferencovatelné funkce na néjaké
vhodné oteviené mnoziné D C RR3, které nejsou soucasné nulové v Z2adném bodé této
mnoziny. UkdZeme si postup jak tuto rovnici pfevést na homogenni linedrni PDR prvniho
fadu v prostoru, tedy na rovnici, kterou uZ umime fesit.

Pfedpoklddejme, Ze z = z(x,y) je FeSenim (2.27) a dale, ze U = U(x,y,z) je spojité
diferencovatelnd funkce, pro niz plati U(x,y,z(x,y)) = 0, tj. funkce z je posledni rovnici
definovana implicitné. Derivovdnim dostaneme vztahy:

ou dU oz ou dUoz

g—Fga— , @‘Fg@—or
které postupné vyndsobime a = a(x,y,z), b = b(x,y,z) a selteme:

ou ol oz ou odUoz ou JoU dU [/ oz 0z
a =— | +b — | =a=—+b — +0b =0,

ax 9z ox ay Tazay) " %ex "oy T ez "ax oy
=c(x,y,2)
Odtud je vidét, ze funkce U = U(z, y, z) je FeSenim rovnice
ou ou ou

Plati i opacné tvrzeni.

4 )

Véta 2.3 Necht funkce U = U(z,y,z) je spojité diferencovatelnd v D C R? a spliiuje

u .
rovnici (2.28). Jestlize navic > # 0, potom existuje funkce z = z(x,y), kterd je feSenim

rovnice U(x,y,z(x,y)) = 0, mé spojité derivace a fesi rovnici (2.27).

(& J

( )

Pfiklad 2.10 Budeme hledat obecné feSeni rovnice

yzx +xzy = (x — y).

| J

Reseni: Nejd¥ive najdeme funkci U, kterd spltiuje rovnici (2.28):

auera—u+(x— )B_U_
Yoz =

Tuto rovnici jsme fesili v pfikladé 2.9 a nalezli jsme jeji obecné feSeni:

U(x,y,z) =G(x—y +z,x% — yz)
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2. ROVNICE PRVNIHO RADU
pro libovolnou spojité diferencovatelnou funkci G = G(s, t). Pfedpokldddme-li navic, Ze
0, U _ G

0z

ds

(x —y +z,x*> — y*) plyne odtud, Ze rovnice G(s,t) = 0 implicitné uruje
funkci s = g(t), takovou, ze plati G(g(t),t) = 0 a tedy feSeni muZeme zapsat ve tvaru

x—y+z=g(x*—y),

. 2 2

. z=y—x+glx—y7),
kde g je libovolna spojité diferencovatelnd funkce. O spravnosti vypocitaného feSeni se lze
presvédcit zkouSkou.

(|
Pfiddme-li k rovnici (2.27) pocatecni podminku

zZ=2zy navy,

kde v C ) je hladka kiivka, miZeme o jednoznacnosti feSeni vyslovit vétu analogickou
vété 2.2, tj. jednoznacnost feSeni je zarucena v okoli kiivky 7.

Pfiklad 2.11 Budeme hledat feSeni rovnice

Xzx +2yzy = X’y 4z,

které na kiivce v = {(t,t) € R?} spliiuje pocateéni podminku zg = 3, t € R.
Reseni: Pro rovnici

ou

ou ou
— +2y— + (x? — =0
xo o+ yay + (x°y + z) >
mame tento kanonicky charakteristicky systém:
dr _dy __dz
x 2y xPy+z
Z prvni rovnice dostdvame:

dx d x?
/7: % 2Infx| =Inly| +Inc;, ¢1(xy,2) =

— = (1.

Yy
z. 2 A zZ M 2z . : : Z Z Zz M 2z z
Dosazenim y = - do tfeti ¢asti charakteristického systému dostaneme spolu s prvni ¢asti
charakteristické systému ODR, kterou vzfeSime separaci proménnych a variaci konstant:

, oz x3 x*
=0, Z==—+—, z=xC0+ —.
s X 3cq

. 2 *z ~ z 7 z * 2z
Dosadime c¢; = x? a po vyjadfeni c; dostaneme druhy prvni integral:

x%y z Xy
z=x6+ %, p2(x,y,2) = P

Obecné feSeni nasi rovnice mé tvar:

?—CZ.
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kde F je libovolnd, spojité diferencovatelna funkce dvou proménnych. Obvyklym zptiso-
bem pfejdeme k explicitnimu vyjadfeni feSeni:

2 2 2
z oy _ (N Xy, (2
x 3 f(}/)’ : 3+xf(y)'

kde f je libovoln4, spojité diferencovatelna funkce. Nakonec ur¢ime nezndmou funkci f
pomoci pocatecni podminky, jejiZ vyuziti vede na rovnici:

3 £ 2

=§+ff(t)/ f(t) 3

Reseni zadané tilohy m4 tvar:

X’y 2x°
z2=—4 —.
3 3y
O sprdvnosti vypocitaného feSeni se 1ze pfesvédcit zkouskou. O

~ Kontrolni otazky

1. Zapiste homogenni linedrni PDR prvniho fddu v roviné. Vysvétlete pojem charakte-
ristickych kiivek.

2. Kdy mé pocétecni tloha pro homogenni linedrni PDR prvniho fddu v roviné praveé
jedno feSeni? Jak se toto feSeni chova?

3. Co je to prvni integral? K ¢emu se pouziva?

4. Zapiste homogenni linedrni PDR prvniho fadu v prostoru. Jak se zavadi systém cha-
rakteristickych kiivek?

5. Zapiste kanonicky tvar charakteristického systému pro homogenni linearni PDR prv-
niho fddu v roviné a v prostoru a vysvétlete jak se pouZiva pfi vypoctu feSeni.

6. Zapiste kvazilinedrni PDR prvniho fddu v prostoru. Jak se postupuje pfi jejim feSeni?.
7. Jak se postupuje pfi feSeni nehomogenni linedrni PDR prvniho fddu v roviné?

~ Ulohy k samostatnému feSeni

L. 2uy —uy =0,u(x,1) =1+ x2

2. uy +yuy = 0,u(2,y) = siny.

3. uy +xuy, =0,u(0,y) =y.

4. uy +yuy +2zu, = 0, u(x,1,z) = e*/z.

5. xuy + yuy + 2zu, = 0, u(x,y,1) = xy.

6. yuy — xuy +2xyu; = 0,u(l,y,z) =z — 1.
7.xzx — yzy = x> + ¥, z(x, —x) = x2.
8. xzy +yzy = 2z,2z(x,1) = x.

9. yzzy + xzzy = 2xy, z(x,0) = 2x.
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KAPITOLA

3

KLASIFIKACE LINEARNICH ROVNIC
DRUHEHO RADU

Pro linedrni PDR druhého fadu existuji tfi typy rovnic se zcela odliSnym chovanim. Zékla-
dem jejich klasifikace je transformace na tzv. kanonicky tvar. Pro kazdy typ rovnic existuje
jeden kanonicky tvar, na néjZ lze ostatni rovnice daného typu pievést. Pfi transformaci

maji rozhodujici roli ¢leny s nejvyssi (druhou) derivaci, o ¢leny s niZ$imi derivacemi se
proto (pfi klasifikaci) budeme zajimat pouze okrajové.

3.1 Kilasifikace v roviné
Budeme uvazovat rovnici pro proménné x, y ve tvaru
AUy x +buxy+cuyy :f(x,y,u, ux,uy), (3.1)

kde koeficienty a, b, ¢ nejsou soucasné vSechny nulové a mohou zavist na x a y. V line-
arnim pifpadé je funkce f linedrni také v proménnych u, uy, u,. Pro klasifikaci to vSak
neni podstatné. Dédle budeme pfedpokladat dostatecnou hladkost vSech funkci na ur¢ité
oblasti ().

Abychom vysvétlili zavedeni charakteristické rovnice a charakteristickych kiivek, bu-
deme uvazovat Cauchyho tlohu, kdy na (dostate¢né hladké) kiivce

v={()y(t) eQ: te]},

kde ] C IR je vhodny interval, pfedepisujeme pro feSeni u pocditecni podminky: funkéni
hodnoty a hodnoty derivaci ve sméru rtizném od te¢ného sméru kiivky -y. Bude nas zajimat
otazka jaké kfivky 7y vylucuji feSitelnost Cauchyho pocatecni tlohy. Hodnoty derivaci pro
pfedpoklddané feSeni u na kiivce -y vyjddfime parametrickym popisem:

0z ; 0z 0%z 0%z 0%z

P =5 a0 =5, MO=55 w=g5. “0=5,
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Derivace podle t budeme zapisovat teckou. Plati

] 0%z 0%z

, 0%z 9%z

Tyto rovnice spolu s PDR (3.1) tvofi soustavu linedrnich rovnic (ve zkrdceném zapisu)
ar + bu + cv =f,
xr + yl/l - P/
xu + yov =4,

kde jako nezndme uvazujeme r, u a v. Determinant této soustavy maé tvar

= a(x)? — b(xy) + c(x)%

O R D
O S~
= O N0

Aby méla linedrni soustava jediné feSeni, musi byt jeji determinant nenulovy. Je-li nulovy,
pak soustav nema zadné feSeni nebo je jich nekone¢né mnoho. Cauchyho pocateéni tlohu
proto nelze formulovat na kfivce v, jejiz parametricky popis je feSenim diferencidlni rov-
nice

a(y)? — b(xy) + c(x)* = 0. (3.2)

Tato rovnice je charakteristickou rovnici p¥islusnou PDR (3.1) a systém kiivek, ktery ji spl-
nuje, jsou charakteristické kiivky.

Pro praktické pocitani se pouzivaji dalsi tvary charakteristické rovnice. Je-li X # O,
mtizeme vydélit ()% a dostaneme charakteristickou rovnici ve tvaru

a(y)> = b(y)+c=0, (3.3)

pfitemz jsme pouzili y' = y/%. Charakteristické kiivky pak hledame jako funkce y = y(x)

integraci rovnosti
b+ Vb? — 4ac
y/1/2: 2a s 117&0 (34)

Podobné 1ze charakteristické kiivky hledat jako funkce x = x(y).

Vyhodné je hledat charakteristické kiivky v implicitnim tvaru n(x, y) = c. ProtoZe pro
derivaci implicitné zadané funkce plati vzorec y' = —ny/ny, pfi n, # 0, mtzeme jeho
dosazenim do (3.3) zapsat charakteristickou rovnici jako

ani + bnyny, + cni =0. (3.5)

“- « . « 2 ve « , . . “1s 2
Vsimnéme si zmény znaménka. Pfi Vypoctg nyni post}lpu]eme tak, Ze vydélime ny, (ny #
0), ozna¢ime A = n,/ ny a vyfeSime kvadratickou rovnici

aA? +bA +c = 0. (3.6)
Je-li A kofen této rovnice, dostdvame linearni PDR prvniho fadu

nx - Zny — O. (3.7)
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Je-li A konstantni, ma prvni integral této rovnice ma tvar ¢(x,y) =
stadi libovolné feSeni rovnice (3.7), vezmeme to nejednodussi, n(x,
8(¢) =19

Je ztejmé, Ze o poctu systému charakteristickych kfivek, jejich existenci nebo neexis-
tenci, rozhoduje znaménko diskriminantu

Ax + y. ProtoZe nam
y) = Ax +y (volime

D = b® — 4ac. (3.8)

Znaménko diskriminantu je proto zdkladem pro klasifikaci PDR (3.1).

Definice 3.2 a) Jestlize D > 0, nazyva se rovnice (3.1) hyperbolicka.
b) Jestlize D = 0, nazyva se rovnice (3.1) parabolicka.
c) Jestlize D < 0, nazyvé se rovnice (3.1) elipticka.

V hyperbolickém piipadé mé kvadraticka rovnice (3.6) dva rtazné redlné kofeny, kte-
rym odpovidaji v daném bodé dva charakteristické sméry. Danym bodem prochdazeji dvé
charakteristické kfivky, jejichZ te¢ny jsou urceny charakteristickymi sméry. V parabolickém
piipadé ma kvadraticka rovnice (3.6) jeden redlny kofen, jemuz odpovida jeden charakte-
risticky smér a jedna charakteristicka kfivka, jejiz tecna je v daném bodé urcena charak-
teristickym smeérem. V eliptickém pfipadé nemd kvadraticka rovnice (3.6) realny kofen a
charakteristicky smér ani charakteristické kfivka neexistuje.

~ Pozndmka

Vysvétlime terminologii z definice (3.2). Rovnici (3.1) pfifadime v daném bodé kvadra-
tickou formu
Q(x,y) = ax* +bxy +cy?, (x,y) € R (3.9)

Je-li D < 0, je forma Q nulova na dvou piimkach, které jsou uréeny charakteristickymi
sméry, jinak nabyva kladnych i zapornych hodnot, takze je indefinitni. Jejim grafem je
sedlova plocha. Vrstevnice této plochy jsou hyperboly. Je-li D = 0, je forma Q vSude
kladnd, nebo vSude zdpornd vyjma piimky uréené charakteristickym smérem. Je tedy
pozitivné semidefinitni, nebo negativné semidefinitni. Rezy grafem této formy kolmé
na rovinu xy jsou paraboly. Je-li D > 0, je forma Q vyjma pocatku vSude kladna, je
pozitivné definitni, nebo vSude zdporn4, je negativné definitni. Jeji vrstevnice jsou elipsy.

. J

~ Pozndmka \

Kvadratickou formu (3.9) 1ze zapsat pomoci matice
1
a zb
= 1
A ( 1y ) (3.10)

Q(x) =xTAx, x= (x,y)T € R%

Klasifikaci PDR (3.1) mZeme provést pomoci klasifikace kvadratickych forem, ktera
pouziva vlastni ¢isla matice A. PDR (3.1) je hyperbolicks, je-li jedno vlastni ¢islo kladné
a druhé zaporné. PDR (3.1) je parabolick4, je-1i jedno vlastni ¢islo nulové a druhé nenu-
lové. PDR (3.1) je eliptickd, jsou-li vlastni ¢isla souc¢asné kladnd, nebo soucasné zaporna.

| J

ve tvaru
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3. KLASIFIKACE LINEARNICH ROVNIC DRUHEHO RADU

V nésledujicich piikladech vypocitdme systémy charakteristickych kiivek pro konkrétni
PDR (3.1).

Priklad 3.12 Budeme klasifikovat a ur¢ime charakteristiky nasledujici rovnice

— (P + Duyy = yuy.

Reseni: V tomto pfikladéjea =1, =0,c = — (y2 + 1), takZe pro diskriminant dostavame
D = 4(y?+ 1) > 0. Dan4 rovnice je proto hyperbolicka. Charakteristicka rovnice typu (3.3)
ma tvar

(vV)* = (*+1) =0.

Jeji feSeni hleddme z obycejné diferencialni rovnice, kterou feSime pomoci separace pro-

ménnych:
r— 2 —
y =3y +1 = / i/dx
v e

Integraci dostaneme

In

y—i—\/yz—i—l‘ =+x+Inc (=Ince™)

a po odlogaritmovéani zapiSeme dva systémy charakteristickych kfivek:

Gxy)=e" (y+ \/ﬁ) =c, n(xy)=e <y+ \/ﬁ) = ).

Pfiklad 3.13 Budeme klasifikovat a ur¢ime charakteristiky nasledujici rovnice

uxx + 4uxy + 4uyy = O.

Reseni: V tomto ptikladéjea = 1,b = ¢ = 4a D = 0. Dand rovnice je proto parabolicka.
Charakteristicka rovnice typu (3.3) mé tvar

(y)? —4y +4=0.

Dostavame
Y =2 = y=2x+c

Dana rovnice md jeden systém charakteristik tvaru 77(x,y) =y —2x = c. O

Piiklad 3.14 Budeme klasifikovat a uréime charakteristiky nasledujici rovnice

4uxx + 12uxy + 13uyy = 0

Reseni: V tomto ptikladéjea = 4,b = 12,c = 13 a D = —64. Dan4 rovnice je eliptické a
charakteristiky proto neexistuji. Poznamenejme v3ak, Ze charakteristickou rovnici

4y —12y +13=0
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3. KLASIFIKACE LINEARNICH ROVNIC DRUHEHO RADU

umime vyfesit v komplexnim oboru:

12+8 3 3
/ > . Y .
y = 3 _—zil = y——zxizx+c,

nebo-li
3 ) 3 .
qo(x,y):y—Eerzx:cl, l/)(x,y):y—ix—zx:cz.

Tyto ,komplexni charakteristiky” 1ze vyuZit pfi transformaci eliptické rovnice na kano-
nicky tvar. O

Poznamka

Pokud koeficienty a, b a ¢ nejsou konstanty, mtiZe nastat situace, Ze rovnice (3.1) méni
svij typ. Napftiklad rovnice xuyy + uy, = 0je pro x < 0 hyperbolickd (D = —4x > 0),
pro x > 0 je elipticka (D = —4x < 0) a pro x = 0 je parabolicka (D = 0).

3.2 Pfevod na kanonicky tvar

Opét budeme studovat rovnici
Atlyx + bilyy 4 cltyy = f(X, Y, 1, Uy, Uy) (3.11)

s koeficienty a, b, c, které nejsou soucasné vsechny nulové a mohou zévist na x a y.
Budeme uvaZovat transformaéni funkce

¢=¢xy), n=n(xy), (3.12)

které pfevadéji proménné (x,y) na nové proménné (&, 7). O transformaci pfedpokladdme,
Ze je regulrni, tj. & a 77 jsou C!-funkce a jsou nezévislé:

Cx Gy

0.
Nx My #

Mezi ptivodni funkei u(x,y) a transformovanou funkci u*(&,7) je nasledujici transfor-
macni vztah:

u(x,y) = u (G(xy), 1% y))- (3.13)
Podle pravidel pro derivovéni sloZené funkce vyjaddiime derivace aZ do druhého fadu:
Uy = uggx + u;ﬂx/
uy = uzGy+uyy,

e = R4 DU+t 5
uxy = UgeCxCy + Uz, (Exty + NxCy) + iy + UzCxy + Uytxy,
tyy = ugely 4+ 2uk,Cyly + iy Uiy + iy,

Transformace ¢lenu f na pravé strané pro pfevod na kanonicky tvar neni podstatnd, bu-
deme ji stru¢né oznacovat f*. Transformovanou rovnici (3.11) zapiSeme ve tvaru

a‘uzz + b*ug,7 + gy, = f7, (3.14)
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3. KLASIFIKACE LINEARNICH ROVNIC DRUHEHO RADU

kde

@ = agi+bGy + gy,
b* = 2alynx + b(Exnpy + Cynx) + 2¢8y 1y,
¢t = ani+ by + C'7§'

3.2.1 Kanonicky tvar pro hyperbolickou rovnici

Pravé strany koeficientt a*, c* jsou vyjadieny vyrazem, ktery odpovidd charakteristické
rovnici ve tvaru (3.5). V hyperbolickém pfipadé mame dva systémy charakteristik, které
miZeme popsat implicitné pomoci dvou funkci proménnych x, y. Pouzijeme-li funkce vy-
jadfujici tyto implicitni popisy jako transformacni funkce (3.12), podaii se ndm vynulovat
koeficienty a* a c*. Koeficientem b* vydélime (musi byt nenulovy) a z (3.14) tak dostaneme
kanonicky tvar hyperbolické rovnice

uz, = f*, (3.15)
kde f* = f*/b*.

Pfi pfevodu dané rovnice na kanonicky tvar nejprve vypocteme z kvadratické rov-
nice (3.6) jeji kofeny A1, A,. Pak odvodime implicitni popis charakteristik vyfeSenim dvou
PDR prvniho fadu

Cx — Aléy =0, Nx — )\277y =0,
¢imz ziskame transformadni funkce (3.12). Transformadni funkce mtizeme odvodit také
integraci (3.4), jak jsme vidéli v pfikladu 3.12. Nakonec pomoci transformacnich funkci vy-
jadfime derivace hledaného feSeni a dosadime je do dané rovnice podobné jako v obecném
pfipadé.

Pouziva se jesté druhy kanonicky tvar hyperbolické rovnice

Ugy — Urr = 7, (3.16)
ktery vznikne z (3.15) pomoci substituce

c=¢+n, T=C—1. (3.17)

Ptiklad 3.15 Na kanonicky tvar pfevedeme rovnici

uxx + 4uxy + 3uyy = zux + uy.

Reseni: ProtoZe D = 4 > 0, je zadan4 rovnice hyperbolickd. Vyfegenim rovnice (3.6), 4.
A2 4+ 4) 4+ 3 =0, ziskdme kofeny Ay = —1, A = —3. PDR prvniho fadu

Cx+G¢y =0, nx+3n,=0

maji charakteristiky x —y = ¢; a 3x — y = ¢ (odvod’te) a jejich nejjednodussi feSeni proto
je

C(oy)=x—y, nlxy)=3x—-y.
Toto jsou transformaéni funkce (3.12). Vyjaddiime-li nyni z (3.13) derivace az do druhého
rfadu, dostaneme

*

Uy = u§+3uj;, Uy = —Ug — uk

]7/
Ux = Uge +OUz, + Uy, Uy = —Uzz — dllz, — iy, Uy = Uge + 2z, + Uy,
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Po dosazeni do zadané rovnice a po tpravé dojdeme k tomuto kanonickému tvaru:

1 5
ugﬂ = —Zu(:i — Zu;';. (3.18)

Odvodime jesté druhy kanonicky tvar (3.16) pomoci transformace (3.17):

oG =¢+n, TGn)=¢—mn
Z transformacniho vztahu u*(&,n7) = u**(0(&, 1), 7(&, 1)) vypocteme pottebné derivace:

* k% *k * k% *ok * o kk *k
u(:—ug +MT, un—ug —uz, uéﬂ—uw—uﬁ,

které dosadime do (3.18) a po tpravé dojdeme k tomuto vyjddfeni zadané rovnice:

K% *k K% *k

3.2.2 Kanonicky tvar pro parabolickou rovnici

V parabolickém piipadé mame jen jeden systém charakteristik, které mtiZeme popsat im-
plicitné pomoci jedné funkce proménnych x, y. Stejnou ttvahou jako v hyperbolickém pii-
padé dojdeme k tomu, Ze se ndm podafi vynulovat jen jeden z koeficientti a*, c*. V dalsi
budeme nulovat c*. Podafi se ndm ovsem jesté ukazat, Ze se vynuluje také koeficient b*.
Koeficientem a* vydélime (musi byt nenulovy) a z (3.14) dostaneme kanonicky tvar parabo-
lické rovnice

uzz = f*, (3.19)

kde f* = f*/a*. Aby rovnice nedegenerovala na oby¢ejnou diferencialni rovnici, zapisu-
jeme kanonicky tvar tak, Ze pfedpokladame zavislost pravé strany f* na u,. PiSeme:

qu,’; — u;ig + f*,

kde g # 0.
Pfi pfevodu dané rovnice na kanonicky tvar nejprve vypocteme z kvadratické rov-
nice (3.6) kofen A = —b/(2a). Transforma¢ni funkce (3.12) ziskdme vyfesenim dvou PDR

prvniho fadu
g_x_l/lgy:(), Ux_)\ﬂy:().

Hodnota y je libovolnd, jen musi platit 4 # A, aby transformace byla reguldrni. Tim mame
zaruceno ¢* = 0. ProtoZe 7, = —b/(2a)n,, miZeme toto vyjadieni 77, dosadit do b* a
odvodime:

b* = legxﬂx + b(gxﬂy + Cyﬂx) + ZC‘:}/W
= —bZxiy + bxryy — U7/ (2a)Zyiy + 2¢8y1y
= —(b* —4ac)/(2a)¢,ny.

ProtoZe v parabolickém piipadé je D = b? — 4ac = 0, dostdvame b* = 0.
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Piiklad 3.16 Na kanonicky tvar pfevedeme rovnici

Uxx + 6Uxy + Iy = Uy + Uy

Reseni: ProtoZe D = 0, dana rovnice je parabolickd. Kvadratickd rovnice A2 + 6A +9 = 0
ma kofen A = —3. Pro jednoduchost volime y = 0, takze feSime PDR prvniho fadu

¢x =0, 77x+377y:0/

NP

které maji charakteristiky y = ¢; a 3x — y = cp (odvod'te) a jejich nejjednodussi feSeni je

¢xy)=y, nxy)=3x—y.

Toto jsou nase transformacni funkce (3.12). Vyjaddfime-li nyni z (3.13) derivace az do dru-
hého fadu, dostaneme

. * % *
Uy = 3u,7, Uy = Uz — Uy,
Uyy = 9u;;,7, Uyy = 3u2§17 — 3u;;,7, Uyy = u;ig — Zu;ZU + u,’;ﬁ.

Po dosazeni do zadané rovnice a po tpravé dojdeme k tomuto kanonickému tvaru:
1 2

* * *
u{fg = §l/l§ + §1/l,7.

3.2.3 Kanonicky tvar pro eliptickou rovnici

V eliptickém piipadé neexistuji charakteristiky a rovnice (3.6) nema redlné koreny. Ma
ovSem dva komplexné sdruzené kofeny

. b Vb? —4ac
Mp=pxiv, p=—-—-—, Vv=—F——.

2
2a 2a (3.20)

Pro tyto kofeny ur¢ime dvé komplexni funkce ¢, ¢ jako feSeni dvou PDR prvniho fadu

@x— (+v)py =0, ¢x— (u—iv)py =0.

Vzhledem k tomu, Ze kofeny jsou komplexné sdruzené, stati urcit pouze ¢ a polozit (x,y) =

¢(x,y), protoZze komplexné sdruzena funkce je feSenim druhé rovnice. Kombinaci ¢ a ¢ ur-
¢ime realné transformacni funkce (3.12) takto:

1 1
c=5le+9), n=7(p—¢) (3.21)

Dosazenim do a*, b* a c* zjistime, Ze plati a* = ¢* a b* = 0. V (3.14) vydélime a* (musi byt
nenulové) a dostaneme kanonicky tvar eliptické rovnice

wie +up, = f* (3.22)

kde f* = f*/a*. Vztahy pro koeficienty a*, b*, ¢* dokazovat nebudeme, diikaz lze najit
v [3], str. 38.
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Ptiklad 3.17 Na kanonicky tvar pfevedeme rovnici

Reseni: ProtoZe D = —64, je dana rovnice eliptickd. Kvadraticka rovnice 412 4 124 + 13 =
0 m4 komplexné sdruzené koteny A = —3 & i. Resime tedy dvé PDR prvniho fadu

3 . 3 .
G"x—(—§+1) ¢y =0, IPx_(_E_l)l/Jy:Of

oz

které majf feSent
3 : 3 ,
p(xy) = (y—5%) +ix, Ploy) = (y—3x) —ix
Transformacni funkce (3.21) pak maji tvar

S W

Z (3.13) odvodime derivace az do druhého fadu:

3 * * *

Po dosazeni do zadané rovnice a dojdeme k nésledujicimu kanonickému tvaru:

*

% X 1 %
Ugg T Uy = Uz T Sy

O
3.3 Klasifikace v prostoru vyssi dimenze
V prostoru dimenze d pro proménnou x = (x1,x2,...,x4) budeme uvazovat rovnici
N 9%u ou ou
Aji———— = X, U, —, .., — |, 3.23
1.,];1 Y 0x;0x; f ( dx1 axd> (3.23)

kde a;; jsou konstantni koeficienty. Pro klasifikaci je podstatna linearita ¢lenti s druhou
derivaci, které jsou na levé strang, ostatni ¢leny jsou zahrnuty do pravé strany f a mohou
byt nelinearni. Koeficienty a;; tvofi matici A fadu d. Protoze smiSené derivace se na levé
strané vyskytuji dvakrat, miZeme odpovidajici koeficienty upravit vZzdy tak, Ze a;; = a;;
pro i # j (porovnej s (3.10)). Matice A je pak symetrickd a md pouze redlna vlastni ¢isla.
Znaménka téchto vlastnich ¢isel 1ze pouzit pro klasifikaci rovnice (3.23) (porovnej s druhou
poznamkou v odstavci (3.1)).
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Definice 3.3 a) Rovnice (3.23) je elipticka, jestliZe vSechna vlastni ¢isla matice A jsou
nenulovd a majf stejné znaménko (matice A je pozitivné definitni, nebo negativné defi-
nitni).

b) Rovnice (3.23) je hyperbolicka, jestliZe vSechna vlastni ¢isla matice A jsou nenulovéa a
jenom jedno je kladné nebo jenom jedno je zdporné. Pokud kladnych i zdpornych vlast-
nich &isel je aspont po dvou, rovnice se nazyva ultrahyperbolickd (matice A je indefi-
nitni).

c) Rovnice (3.23) je parabolicka, jestlize asponi jedno vlastni ¢islo matice A je nulové
(matice A je pozitivné semidefinitni, nebo negativné semidefinitni, nebo singuldrni in-
definitni).

(. J

( )

Priklad 3.18 Budeme klasifikovat nasledujici rovnice

a) Uy + 2Uyy + 2uyy + 4uyz + Stz + Uy +uy =0,
b) uxx - 4uxy + zuxz + 4uyy + uZZ - 3uz — 0,
Q) Buxy + 6lyy + 4ty — 2Uyy + Uzz + Uy + Uy +u; = 0.

| J

Reseni: Pfi klasifikaci nds zajimaji pouze koeficienty u druhych derivaci. V piipadé a)
mame matici

110
A=|12 2|,

0 25
ktera md vlastni ¢isla A; = 0,0885, A, = 1,8705 a A3 = 6,0410. Rovnice je elipticka. V pfi-
padé b) mdme matici

1 -2 1
A=| -2 40|,
1 01

kterd ma vlastni ¢isla Ay = —0,5341, A, = 1,4827 a A3 = 5,0514. Rovnice je hyperbolicka.
V pfipadé c) mdme matici

3 3 0
A=1[3 4 -1 |,
0 —1 1
kterd mé vlastni ¢isla Ay = 0, Ap = 1,3542 a A3 = 6,6458. Rovnice je parabolicka. O

Podobné jako v prostoru dimenze d = 2 mtZeme kazdému typu rovnice pfifadit ka-
nonicky tvar. Pro jednoduchost zminime kanonické tvary v prostoru dimenze d = 3 pro
transformacni funkce oznacené

c=¢cvyz), n=nxyz), {=ixyz)
které prevadéji proménné (x, y,z) na nové proménné (¢,7,{) a kdy mezi pavodni funkci
u(x,y,z) a transformovanou funkci u*(¢, 7, {) je transformaéni vztah

u(x,y,z) = u (&(xy,2),m(xy,2),6(x,y,2)).

Transformacni funkce lze odvodit pomoci transformace kvadratické formy urcené ma-
tici A:
Q(x) =xTAx, x=(x,y,2)T € R
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Podrobny rozbor uvddét nebudeme, napiSeme pouze vysledné kanonické tvary, které jsou
obdobou kanonicky tvart pro d = 2.
Kanonicky tvar pro eliptickou rovnici:

* * *  _ rx
uge + gy +ugg = f
Kanonicky tvar pro hyperbolickou rovnici:
Ugg gy — gy = f7.
Kanonicky tvar pro parabolickou rovnici:
ugg + ity = -
Prava strana f* vzdy obsahuje derivace niZsich fada a dalsi veli¢iny (jaké?). Kanonicky

parabolické rovnice popsany v definici (3.2) je obecny, zahrnuje vSechny tvary, které nejsou
zahrnuty pod tvar elipticky a hyperbolicky.

3.4 D’Alembertova metoda

D’Alembertova metoda umoziuje vytesit nékteré rovnice druhého ¥ddu prevodem na ka-
nonicky tvar. Spociva v provedeni nasledujicich tif krokt:

1. Danou rovnici pfevedeme na kanonicky tvar.

2. Nalezneme obecné feSeni, které zavisi na dvou libovolnych funkcich (v prostoru di-
menze d = 2).

3. Rovnici transformujeme zpét do ptivodnich proménnych a z po¢ate¢nich nebo okra-
jovych podminek uréime nezndmé funkce (nalezneme tak partikuldrni feSeni).

Postup budeme demonstrovat na dvou piikladech.

[ Ptiklad 3.19 VyfeSime rovnici |
2x +
il = (254 )ity + 2ty + zz (it — 2u,) =0 (3.24)
s pocatecni podminkou
u(x, 1) =5x%, uy(x,1) = 2x% + 4x. (3.25)

Reseni: ProtoZe

D = (2x +y)* - 8xy = (2x — y)?,
je dand rovnice hyperbolicka vyjma pfimky y = 2x, kde neni definovdna. Budeme ji feSit
mimo uvedenou pfimku. Charakteristiky uréime ze dvou rovnic (3.4), kterd maji tvar

y
y,:—2x—yi(2x—y): Ty
2x 5
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Resenim prvni ODR dostdvame:

r_ Y d_y__/d_x o
y—x:/y— = Xy =cy

X

feSenim druhé ODR dostdvame:
y’:_z = y:—2/dx =  y+2x =

Vsimnéme si, Ze pocatecni podminka (3.25) neni pfedepsand na charakteristice. Transfor-
macni funkce maji tvar

Clvy) =xy, n(xy) =y+2x
Derivovanim u(x,y) = u*(¢(x,y),n(x,y)) dostaneme
Uy = yu;ﬁ + Zu;, Uy = xu;ﬁ + u;, Uyy = yzuéé + 4yu§17 + 4u%,
Uxy = XYuzz + (2X +y)ug, +2uy,, Uy = xzu& + 2xuz, + uy,.
Dosazenim do (3.24) a tpravou odvodime rovnici — (2x — y)zug,7 = 0, kterou mimo pf¥imku

y = 2x vydélime vyrazem —(2x — y)?, ¢&imZ dojdeme ke kanonickému tvaru hyperbolické
rovnice s nulovou pravou stranou
ug, = 0.

Integraci zjistime, Ze obecné feseni této rovnice ma tvar u*(¢,n) = (&) + g(n), kde f, g
jsou libovolné C2-diferencovatelné funkce. Po zpétné substituci dojdeme k obecnému tvaru
feSeni rovnice (3.24):

u(x,y) = fxy) +8(y +2x). (3.26)
Nyni uré¢ime funkce f a g z pocate¢nich podminek (3.25). Z prvni podminky (3.25) plyne
5x% = f(x) 4 g(1 +2x). (3.27)

Derivaci podle y odvodime z (3.26) vztah u, (x,y) = xf'(xy) + g'(y + 2x), ktery pouZijeme
ve druhé podmince (3.25):

2x% 4+ dx = xf'(x) + ¢'(1+2x). (3.28)

Derivaci (3.27) vznikne 10x = f'(x) 4+ 2¢’(1 + 2x). Od této rovnice odetteme dvojnasobek
rovnice (3.28) a po snadné tpravé dostavame:

fllx)=2x = f(x)=x%
Z (3.27) pak plyne g(1 + 2x) = 4x? a odtud po substituci t = 1 + 2x ziskdme
g(t) = (- 1)2
Pouzitim téchto vysledkt v (3.26) zapiSeme feSeni nasi tilohy:

u(x,y) = (xy)* + (y +2x — 1)
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Ptiklad 3.20 VyfeSime rovnici

s pocéate¢ni podminkou

w(2x,x) =14+x%,  uy(2x,x) =0. (3.30)

|

Reseni: Protoze D = 0, jedna se o rovnici parabolickou. Charakteristiky uréime z rov-
nice (3.4):

2
yl = E = 1
odkud dostavame:
X—y=c

Transformacéni funkce maji tvar (porovnejte s piikladem 3.16):
cvy) =y, nlxy) =y-x
Derivovanim u(x,y) = u*(&(x,y),n(x,y)) dostaneme
Uy = —u,’;, Uy = u;i + uj;,
Uy = Uy, Uny = —Ug, — Uyy, Uy = Uge + 20z, + Uy,
a dosazenim do (3.29) odvodime kanonicky tvar parabolické rovnice

Integraci zjistime, Ze obecné FeSeni této rovnice ma tvar u* (g, 1) = ¢f(n) + g(n), kde f,
¢ jsou libovolné C2-diferencovatelné funkce. Po zpétné substituci dojdeme k obecnému
tvaru feSeni rovnice (3.29):

u(x,y) =yfly —x) +8(y —x). (3.31)
Funkce f a g uré¢ime z pocatecnich podminek (3.30). Z prvni podminky (3.30) plyne
14 x% = xf(—x) + g(—x). (3.32)

Derivaci podle y odvodime z (3.31) vztah u,(x,y) = f(y —x) +yf'(y — x) + §'(y — x),
ktery pouZijeme ve druhé podmince (3.30):

0= f(=x) +xf'(—x) +8'(—x). (3.33)

Derivaci (3.32) vznikne 2x = f(—x) — xf/'(—x) — ¢'(—x). Setenim této rovnice s rovnici
(3.33) dostaneme:

2x =2f(—x) = f(x)=—nx.
Z (3.32) pak plyne 1 + x? = x? + ¢(—x) = 4x% a odtud g(x) = 1. Pouzitim téchto vysledkii
v (3.31) zapiSeme feSeni nasi ulohy:

u(x,y) =y(x—y)+1.
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~ Kontrolni otazky

1. Jak vypadaji rGizné tvary charakteristické rovnice pro rovnice druhého fddu v rovine.
2. Jaké typy rovnic druhého fadu rozliSujeme, podle ¢eho je v roviné pozndme? Jak vy-
padaji jejich kanonické tvary?

3. Jak ur¢ime transformacni funkce pro pfevod na kanonicky tvar?

4. Jak mtiZzeme klasifikovat rovnice druhého ¥ddu v prostoru vyssi dimenze.

5. Jak vypadaji kanonické tvary pro diferencidlni rovnice druhého fadu v prostoru?

6. Vysvétlete princip D’Alembertovy metody.

~ Ulohy k samostatnému feSeni

Klasifikujte a pfeved'te na kanonicky tvar.
1.ty — 6Uyy + Uy — 3uy = 0.

2. Uy + didyy + Buyy = 2uy + Uy,

3. Uxx — Uxy + 2uyy = 0.

4. Xuyy — YPuy, = 0.

5. Y2 uxx + x%uy, = 0.

6. x> Uy + 2xyuyy + yzuyy = 0.

7. Uxyx + 2Uyy + Uyy + 3uy — duy +4u = 0.
8. Uyyx + 4ty + 3uyy + dSuy + duy +4u = 0.
9. Butyx — OUyy + 21y = Uy,
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KAPITOLA

4

ZAKLADNI MATEMATICKE MODELY

V této kapitole se sezndmime s abstraktni matematickou formulaci zdkont zachovani v
globdlni (integrdlni) a lokalni (bodové) podobé. S jejich pomoci odvodime parcidlni di-
ferencialni rovnice popisujicich nékteré fyzikdlni jevy. Seznamime se tak s matematickym
modelovdnim, jehoZ jednim z hlavnich néstroji jsou pravé parcidlni diferencidlni rovnice.
Matematické modelovani se pfirozené vyuZzivd i mimo oblast fyziky v dalSich p¥irodnich
ale jinych védach. Obecné matematickym modelem rozumime vyuZiti matematickych pro-
stfedkti pro popis zkoumaného jevu (reality).

4.1 Zakony zachovani

Pfi matematickém modelovéni fyzikdlnich jevt se pouZzivaji zdkony zachovani energie,
hybnosti, hmotnosti atp. Obecny princip riiznych zakont zachovani je podobny, zpravidla
se pracuje se tfemi veli¢inami: stav, tok a zdroje. Zdkony zachovani vyjadiuji skutecnost,
Ze zména stavu dané veliCiny uvnit? urcité oblasti odpovidd toku této veliCiny pres hranici oblasti
a jejimu pririistku nebo 1ibytku zpiisobenému zdroji uonit oblasti. Bez vazby na konkrétni fy-
zikalni jev ukdZeme pfechod od integrdlniho vyjadieni abstraktniho zdkona zachovéni k
odpovidajici diferencidlni rovnici. Nejprve budeme tento pfechod demonstrovat na jedno-
dimenziondlnim pfipad¢, pak pifejdeme do dvou, resp. tii prostorovym dimenzim.

Pfi odvozovéani budeme pouZzivat standardni znaceni: t bude znacit casovou promén-
nou, x bude prostorova proménnd, u = u(x,t) bude stavova funkce, ¢ = ¢(x,t) bude
tokova funkce a f = f(x,t) bude funkce popisujici vliv zdroji. Budou-li mit nékteré veli-
¢iny vektorovy charakter, budeme pro né pouzivat tu¢né symboly.

4.1.1 Evoluéni zakon zachovani v jednodimenziondlnim p¥ipadé

Pfedstavme si rovnou trubici s konstantnim prifezem A > 0 umisténou rovnobézné s
osou x. Na ose x zvolime libovolny interval (a,b), a < b. Zdkon zachovani nebo také bi-
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lanéni vztah vyjadiime rovnici obsahujici u, ¢ a f:

b b

%/u(x, t)Adx = A¢(a,t) — Ap(b, t) + /f(x,t)A dx, 4.1)

a

ktera fika, Ze zména mnoZstvi stavové veliiny v trubici na tseku uréeném intervalem
(a,b) odpovidé ptitoku v bodé a, odtoku v bodé b a celkové bilanci zdroji na daném inter-
valu. Pfedpoklddame pfitom, Ze tok pfi kladnych hodnotach funkce ¢ probiha podél osy x
zleva doprava. Konstantu A mtiZzeme vykratit. Ddle pfedpokladejme dostatecnou hladkost
funkce u tak, Ze na levé strané (4.1) miizeme zaménit pofadi derivovani a integrovani, a
také dostate¢nou hladkost funkce ¢ tak, Ze mtZeme psat

b

#(a,t) = p(o,t) = — [ gl 1) .

a
Rovnici (4.1) pfepiSeme do tvaru

b

/ (s (x,£) + pe(x,£) — F(x,8)) dx = 0.

a

Protoze jsme volili interval (a, b) libovolng, musi byt integrand roven nule, .

ur(x, t) + ¢ (x,t) — f(x,t) =0, 4.2)

coZ je lokalni verze rovnice (4.1).

4.1.2 Evoluéni zakon zachovani v obecném p¥ipadé

UvaZujme oblast () C RY v prostoru, d = 3 (nebo zjednodusené v roviné, d = 2), kterd
pfedstavuje prosttedi vyplnéné urcitou latkou. Pro tuto latku budeme uvaZzovat stavovou
funkci, tokovou funkci a funkci popisujici hustotu rozloZeni zdrojh:

u=u(xt), ¢=¢xt), f=/Ffxb),

kdex € O, t € (0,T), T > 0. Stavovou funkci uvazujeme skalarni, ale mutze byt i vekto-
rova. Tokova funkce je vektorova (v prostoru) téméf vzdy.

V prostorové analogii bilan¢niho vztahu (4.1) budeme pouZzivat toto znaceni: (g C ()
bude libovolna bilan¢ni podoblast oblasti (), 0Qp bude hranice Qp a (t1,t,) C (0, T) bude
libovolny ¢asovy interval. Bilan¢ni vztah v prostoru lze zapsat takto:

/u(x,l‘z)dx—/u(x,l‘l)dx:—]2 / ¢(x,t)-n(x)det—i—f/f(x,t)dxdt, (4.3)

QB QB t aQB t QB

Ve s

kde n = n(x) je jednotkovy vektor vné&jsi normadly ke hranici 0Qp v bodé x € dQp a
vyraz ¢(x,t) - n(x) predstavuje skalarni sou¢in dvou tfislozkovy vektoru (dvouslozkovych
v roving), ktery urcuje projekci vektoru ¢ (x, t) do sméru n(x). Znaménko minus na pravé
strané (4.3) vyjadfuje skutecnost, Ze tok je kladny smérem ven z (). Poznamenejme jesté,
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Ze integraly pres ()p jsou objemové, kdezto integral pfes hranici dQ)p je plosny (kfivkovy
pro d = 2). Rovnost (4.3) je evolucni zidkon zachovdni v globdlni (integrdlnim) tvaru.

Ma-li stavova funkce u spojitou parcidlni vzhledem k ¢asové proménné, miizeme ji po-
uzit na levé strané (4.3) spolu s pfisluSnym integrdlem a po zaméné poradi integrace do-

staneme:
f/”f(xft) d"dfz—f / 4’(Xrt)'n(x)d5dt+f/f(x,t) dxdt. (4.4)

t1 Qp t1 0Qp t1 Qp

ProtoZe jsme casovy interval volili libovolné, m{izeme psat:

/ut(xt /q)xt)n dS—I—/fxt (4.5)

QOp 305

Predpokladdme-li spojitou diferencovatelnost tokové funkce vzhledem k prostorové pro-
ménné, miiZzeme pouZit Gauss-Ostrogradského vétu (tj. vétu o divergenci), kterou je nasledujici
rovnost:

/ ¢(x,t) -n(x)dS = /div¢(x, t) dx
Q

a0

Z (4.5) tak dostaneme rovnost

/ i (x, ) dx = / (—div(x, t) + f(x 1)) dx. (4.6)

QOp Qp

ProtoZze jsme volili Qg libovoln€, musi platit analogickad rovnost pro integrandy (za pfed-
pokladu jejich dostate¢né hladkosti):

ur(x, t) +divep(x, t) = f(x,t). 4.7)

Rovnost (4.7) je evolucni zidkon zachovdni v lokdlnim (diferencidlnim) tvaru. Je to vSak pouze
jedna rovnice pro dvé neznamé funkce u a ¢p. Funkce f je ddna, mtiZe ale zdviset na u, napf.
f = f(x t,u(x,t)). Samotny zdkon zachovani proto pro vytvofeni matematického modelu
nestaci, dopliiujeme jej pomoci tzv. konstitutivnich vztahii. Tyto vztahy svazuji dohromady
stavovou a tokovou funkci a jsou vypozorovany z dalsich vlastnosti studovanych jevti.
Zpravidla zavisi na méfenych konstantach.

4.1.3 Stacionarni zdkon zachovani

Nezajimé-li nds vyvoj daného systému v case, fikdme, Ze studujeme staciondrni stav (také
ustdleny stav, rovnovdzny stav). V takovém pifipadé jsou uvaZované veli¢iny nezavislé na
Case, takZe Casové derivace ve vySe uvedenych zdkonech zachovéni jsou nulové. Stacio-
ndrni zikon zachovdni v globdlni tvaru je dan vztahem:

/ P09 n(x)ds = [ f(x)dx 4.8)

305

a staciondrni zdkon zachovdni v lokdlnim tvaru ma tvar:
diveg (x) = f(x). (4.9)
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4.2 Transportni rovnice

Uvazujme konstitutivni vztah, kdy tok ¢ je primo imérny stavu u (hustoté)

¢ = cu

s konstantou timérnosti c. Dosazenim do (4.2) dostaneme za pfedpokladu nulového f tzv.
transportni rovnici
ur + cuy = 0.

Popisuje naptiklad unaseni latky v trubici s tekutinou proudici rychlosti c. Stavova veli¢ina
u zde pifestavuje koncentraci unaSené latky. ReSeni lze zapsat ve tvaru

u(x,t) = F(x —ct),

kde F je libovolnd diferencovatelna funkce. Tento vysledek lze interpretovat tak, Ze profil
ur¢eny funkci F v ¢ase t = 0 se postupné nezménén posunuje doprava rychlosti ¢ > 0
(pravé postupna vilna). Je-li ¢ < 0, posun probiha doleva (levéd postupna vina).

O nelinedrnim transportu hovofime, kdyZ tok ¢ = ¢(u) je nelinedrni funkci hustoty u.
Ze vztahu (4.2) dojdeme, opét za piredpokladu f = 0, k diferencidlni rovnici

ur + ¢’ (u)uy = 0.
Transport s (radioaktivnim) rozpadem popisuje rovnice
ur +cuy = —Au,

kde konstanta A je rychlost rozpadu. Zde je prava strana funkci u, tj. f = —Au. (ODR
popisujici rozpad ma tvar u; = —Au.)

4.3 Difuze

Difuze je samovolny proces, kdy latka pronikad z mist s vyssi koncentraci do mist s nizsi
koncentraci. MtiZe se jednat napiiklad o plyn v trubici, kde stavova veli¢ina u popisuje
koncentraci plynu. Na zdkladé pozorovani mtiZeme ¥ici toto:

a) molekuly plynu se pohybuji z mist s vyssi koncentraci do mist s niz$i koncentraci,
b) ¢im je vétsi gradient, tim je vétsi tok.

4.3.1 Difuze v jedné dimenzi

Nejjednodussi konstituéni vztah, ktery popisuje vyse uvedend pozorovani je tzv. Fikiiv zd-
kon:

¢ = —kuy,
kde k > 0 je difuzni konstanta. Dosazenim do (4.2) pfi f = 0 dostaneme

ut - kuxx — O,

coZ je jednorozmérna difuzni rovnice.
Kombinujeme-li transport a difuzi, pouZijeme konstitutivni vztah

¢ = cu — kuy,

37



4. ZAKLADNI MATEMATICKE MODELY

ktery dosadime do (4.2) a dostaneme diferencidlni rovnici
ur + cuy — kit = 0.
Tato rovnice modeluje rozlozeni hustoty chemikalie unaSené v trubici tekutinou proudici

rychlosti c, kterd zaroven do této tekutiny difunduje s difuzni konstantou k.

4.3.2 Difuze ve vice dimenzich
UvaZujeme-li difuzni proces v prostoru, bude mit Fickiiv zdkon tvar:
¢ = —kgrad u.
Tento konstitutivni vztah dosadime do (4.7):
ur — kdivgradu = 0.

Pouzijeme-li rovnost divgradu = Au, kde Au = uyy + uyy + U, je Lapacetv operator,
dostaneme
Ur — kAu = O,

coz je difuzni rovnice v prostoru. Pro Au = uxy + uyy se bude jednat o difuzni rovnici v roviné.

4.4 Vedeni tepla

Vedenti tepla modelujeme podobnymi principy jako difuzi.

4.4.1 Vedeni tepla jedné dimenzi

Budeme uvaZovat ty¢ s konstantni hustotou p a konstantni mérnou tepelnou kapacitou c.
Teplotu ty¢e v bodé x a v Case t oznatime u = u(x,t) . Hustota tepelné energie je pak
uréena funkci 0(x,t) = pcu(x,t). Konstituvnim vztahem je zde Fourieriiv tepelny zdkon,
podle néhoz je tepelny tok ¢ pfimo tmérny gradientu teploty se zdpornou konstantou
umernosti, tj.

¢ = —Kuy,

kde K je konstanta tepelné vodivosti. Tento zakon vyjadfuje skute¢nost, Ze teplo proudi z
oblasti teplejsich do oblasti chladnéjSich. Dosadime-li vySe uvedené vztahy do (4.2), tj. do
0t + ¢x — f = 0pro f =0, obdrzime

th - kuxx — O,

kde k = K/pc. Jednd se opét o jednorozmérnou difuzni rovnici.

4.4.2 Vedeni tepla ve vice dimenzich

UvaZujme nyni zédkon zachovani (4.7) pro modelovéani vedeni tepla v télese Q C R?, tj.
cous +diveg = f. (4.10)

PouZijeme trojrozmérnou verzi Fourierova tepelného zédkona

¢ = —Kgradu,
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kterou dosadime do (4.10). Po snadnych tpravach odvodime

1
ur —kAu = (;f’

kde k = K/pc. Jedna se opét o difuzni rovnici, nyni v prostoru. Formalné stejny tvar ma
difuzni rovnice popisujici vedeni tepla v roviné.

4.5 Kmitdni struny a vlnova rovnice

Nejprve podrobné odvodime jednodimenzionalni analogii vInové rovnice — rovnici kmita-
jici struny. Pak pfejdeme do dvou prostorovych dimenzi, kdy jiz struénéji odvodime rov-
nici kmitajici membréany. VInovou rovnici ve tfech prostorovych dimenzi napiSeme jako
analogii rovnice ze dvou prostorovych dimenzi.

4.5.1 Kmitani struny

Budeme uvaZovat strunu o délce I, u niz dochédzi pouze k malym vertikdlnim kmittm.
Funkce u(x, t) bude popisovat vychylku v boté x a v ¢ase t. Vlastnosti struny budou vyja-
dfovat tyto funkce: hustota struny p(x,t) a vnitini napéti struny T(x,t), o némz budeme
pfedpoklddat, Ze ma te¢ny smér k profilu struny.

Pro odvozovani rovnice si zvolime tsek struny ur¢eny pevnym, ale libovolnym interva-
lem a < x < b. Uhel, ktery svira tetna k funkci u(x, t) s osou x oznacime 6(x, t). Z definice
derivace dostdvame vztah

tg 0(x, 1) = ux(x, t).
Pfi odvozovani pouZijeme dva zakony:
a) zédkon zachovani hmoty,
b) Newtont pohybovy zdkon.
ad a) V ¢ase t = 0 ozna¢ime po(x) = p(x,0) a pfedpokladame u(x,0) = uy = konst..
Zachovani hmoty v case t > 0 vyjadfuje rovnost

b b
/p(x,t)\/1+ux(x,t)2dx = /Po(x) dx.

Vzhledem k tomu, Ze interval (g, b) je libovolny, musi platit rovnost integrandt

o(x,)1/1+ 12 (x, 12 = po(x). (.11)

ad b) Podle Newtonova pohybového zdkona je zména hybnosti rovna ptisobici sile. Je-
dinou silou ptisobici na strunu je vnitfni napéti. ProtoZe v horizontdlnim sméru pohyb
nepfipoustime, nesmi se na$ tisek struny v tomto sméru pohnout a musi tedy platit:

T(b,t)cos6(b,t) — T(a,t)cosb(a,t) =0.
ProtoZe nas tsek struny je libovolny, musi platit

T(t) = T(x,t) cosO(x,t), (4.12)
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tj. v horizontdlnim sméru je napéti v daném case konstantni. Ve vertikalnim sméru vyjad-
fime pohybovy zdkon takto

b
%/p(x,t)\/l +uy(x,t)2u(x, t)dx = T(b,t)sin0(b,t) — T(a,t)sinb(a,t).

Pouzijeme (4.11) a zaménime potradi derivovani a integrovani:
b
/ po(x) gt (x,t) dx = T(b, £) sin6(b, t) — T(a,t) sin 6(a, ).
a

Pravou stranu upravime pomoci (4.12):
T(b,t)sinf(b,t) —T(a,t)sinb(a, t) = t(t)[tgb(b,t) —tgb(a,t)]

= t(B)[ux(b,t) — ur(a, b))
b

= T(t)/uxx(x,t) dx.

a

Dostavame
b

/b.oo(x)utt(x/ t)dx = T(t)/uxx(x,t) dx.

a
Pfechodem k diferencidlnimu vyjadfeni ziskdme rovnici
po(x)up(x, t) = T(F)uxx(x,t).
Pro zjednoduseni jesté polozime po(x) = pg (homogenni material struny), 7(t) = 1 (malé
vychylky) a oznac¢ime c = /7y/po. Pak mtiZeme psat

u (2, 1) = g (x, 1). (4.13)

Tim jsme odvodili vlnovou rovnici v jedné prostorové dimenzi, nebo-li rovnici kmitajici struny.
Konstanta ¢ odpovida rychlosti Sifeni viny.

Odvozeni rovnice (4.13) 1ze modifikovat, tak Ze vezmeme v tivahu dalsi jevy. MiZeme
tak dospét k vinové rovnici

g — Clixx + rug + ku = f(x, ),

kde clen ru; reprezentuje tlumeni s tlumici konstantou r > 0, ¢len ku reprezentuje elastic-

kou silu struny s konstantou tuhosti k > 0 a ¢len f(x, t) reprezentuje vnéjsi buzeni.

4.5.2 Vibrujici membrana

Jeden ze vztahti, kterym miiZeme podle pfedchoziho odstavce vyjadfit Newtontiv pohy-
bovy zakon, ma tvar:

b
/po(x)utt(x, t)dx = (t)(ux(b,t) — ux(a,t)). (4.14)

a
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Pfi odvozovani rovnice kmitajici membrany bude analogie tohoto vztahu nasim vychodis-
kem.

Membranu upevnénou na pevném ramu v roviné budeme reprezentovat omezenou
oblasti ) C R?. Budeme uvaZovat opét pouze malé vertikalni vychylky, které v bodé (x,v)
a v Case t vyjadfuje funkce u(x,y, t). Vezméme libovolnou podoblast membrany D C Q) a
aplikujeme na ni zdkon zachovani hmoty a Newtontiv pohybovy zdkon. Analogii (4.14)
pro membréanu je pak rovnost

// po(x, y)uu(x,y, t)dxdy = t(t) / g—z ds, (4.15)
D aD

N

kde n je vektor vnéjsi normaly k hranici dD. Tento vztah vyjadfuje Newtontiv pohybovy
zékon po téchto tpravach: na levé strané jsme vyuzili zdkon zachovani hmoty podobné
jako v jednodimenziondlnim p¥ipad€, na pravé strané jsme vyuZili skutecnost, Ze napéti v
horizontdlnim sméru se méni pouze s casem. Déle pouZijeme vétu o divergenci

ou

ads:/gradu-nds://divgradudx://Audxdy
D D

oD D

a z (4.15) pak dostaneme

/ po(x, y)up(x,y,t)dxdy = T(t) // Audxdy,
D D

kde Au = uyyx + uyy, je opét Laplacetiv operator. ProtoZe D jsme volili libovolng, mtzeme
prejit k diferencidlnimu vyjadfeni, pficemZ provedeme podobna zjednoduseni jako u rov-
nice struny, tj. polozime po(x) = po a T(t) = 19 a zavedeme konstantu ¢ = /19/po. Vy-
seldna rovnice ma tvar

uy = c*Au. (4.16)

Tim jsme odvodili vlnovou rovnici ve dvou prostorovych dimenzich, nebo-li rovnici vibrujici
membrdny.

4.5.3 VlInova rovnice v prostoru

V prostoru postupujeme podobné jako v roving, samoziejmeé s vyuZzitim trojnych integrald.
Dojdeme opét k rovnici (4.16), kde nyni Au =ty + tyy + u... Tato rovnice popisuje vibrace

elastického télesa, Sifeni zvukovych vIn ve vzduchu, Sifeni seizmickych vln v zemské kiife,
elektromagnetické vinéni apod.

4.6 Laplaceova a Poissonova rovnice: stacionarni p¥ipad

Casto nés zajima chovani modelu v rovnovazném (ustdleném) stavu, kdy nezavisi na case.
V takové pfipadé jsou ¢asové derivace nulové, u; = uy = 0, a difuzni i vinova rovnice
pfejdou na Laplaceovu rovnici

Au = 0. (4.17)
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4. ZAKLADNI MATEMATICKE MODELY

V jedné dimenzi md Laplaceova rovnice tvar uy, = 0 a jejim FeSenim je linedrni funkce
u(x) = c1x + cp. Ve vice dimenzich je situace slozitéjsi, feSenim Laplaceovy rovnice jsou
tzv. harmonické funkce.

Jestlize se v modelu vyskytuji ¢asové nezdvislé zdroje, dostaneme z difuzni i vlnové
rovnice Poissonovu rovnici

Au = f. (4.18)

Kromeé zminénych model difuze a vinéni se miZeme s Laplaceovou nebo Poissonovou
rovnici setkat napfiklad u elektrostatiky, ustaleného proudéni nebo u holomorfnich funkci
komplexni proménné.

~ Kontrolni otdzky

1. Slovné formulujte zakon zachovéani.

2. Vysvétlete rozdil mezi globalnim a lokdlnim zdkonem zachovani a zapiste je.

3. Kterd véta se pouziva pfi pfechodu od globédlniho zakonu zachovéani k lokalnimu?
4. Vysvétlete rozdil mezi evolu¢nim a staciondrnim zakonem zachovani.

5. Co rozumime pojmem konstitutivni vztah?

6. Vysvétlete odvozeni transportni rovnice.

7. Vysvétlete odvozeni difuzni rovnice.

8. Vysvétlete odvozeni rovnice vedeni tepla.

9. Vysvétlete odvozeni rovnice kmitajici struny.

10. Vysvétlete odvozeni rovnice kmitajici membrany. Zapiste vinovou rovnici.

11. Jak vypadé Laplaceova a Poissonova rovnice a jak souvisi se zdkonem zachovani?
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KAPITOLA

5

RESENI VLNOVE ROVNICE

V této kapitole nejdiive ukdZeme feSeni pocatecni tilohy pro vlnovou rovnici v jedné pro-
storové proménné na nekone¢ném intervalu, kde je zdkladem d’Alemberttiv vzorec. Poté
budeme fesit pocdtecné-okrajovou tlohu s jednostrannou okrajovou podminkou na polo-
nekone¢ném intervalu pomoci metody lichého nebo sudého rozsiteni. Nakonec se budeme
vénovat pocéatecné-okrajové tiloze na kone¢ném intervalu a pro feSeni pouzijeme Fourie-
rovu metodu.

5.1 Pocatecni aloha na p¥imce

Budeme se zabyvat tlohou

U = czuxx, xeR, t>0, (5.1)
u(x,0) = @(x), us(x,0) = p(x), (5.2)

kde ¢ je pocétecni rozlozZeni viny a ¢ je jeji pocate¢ni rychlost.
Nejprve ur¢ime obecné feSeni rovnice (5.1), kterou zapiSeme takto:

J —c J J +c J u=20
ot  ox) \ot ox)
Zavedeme-li novou nezndmou funkci v = u; + cuy, mtZeme rovnic (5.1) prevést na sou-

stavu dvou rovnic prvniho fadu

vr—coy = 0,
U +cuy =

Z teorie diferencidlnich rovnic prvniho fadu vime, Ze obecné feSeni prvni z téchto rovnic je
v(x,t) = h(x+ct),
kde h je libovolné diferencovatelna funkce. Druhou rovnici pak mtizeme zapsat jako

ur + cuy = h(x + ct).

43



5. RESENI VLNOVE ROVNICE

Reseni pfislusné homogenni rovnice je
ug(x,t) = g(x —ct),

kde g je opét libovolnd diferencovatelnd funkce. Partikuldrni feSeni pak musi mit stejny
tvar jako pravd strana h(x + ct), .

up(x,t) = f(x +ct),

kde f je znovu libovolna diferencovatelnd funkce. Z téchto ttvah obdrzime obecné feSeni
rovnice (5.1):
u(x,t) = f(x+ct)+ g(x —ct). (5.3)

Jedna se o soucet dvou postupnych vin, levé a pravé, které se $ifi rychlosti ¢ > 0 podél
pfimek x + ct = konst. a x — ct = konst., coZ jsou charakteristiky vlnové rovnice.

Nyni budeme hledat funkce f a g tak, abychom splnili po¢ate¢ni podminky (5.2). Tyto
podminky dosadime do (5.3), ¢imZ ziskame vztahy

p(x) = f(x) +g(x), $(x) =cf'(x) —cg'(x).

Derivovanim prvni rovnosti vznikne

¢'(x) = f'(x) +§'(x).

Z poslednich dvou rovnosti snadno vypoc¢tememe derivace hledanych funkci

F) = 29/ + 59 (),
1 1

/ o / L
§() = 2¢/(x) — 5 9(x)
a po jejich integrovani dojdeme k vyjadieni

Fx) = 3000+, [ls)ds+ A,
0

§(x) = 29(x)— 5 [p(s)ds+B.
0

Pro integrani konstanty A, B musi platit A + B = 0, protoZe f(x) + g(x) = ¢(x). Dosaze-
nim do (5.3) proto vznikne vzorec pro feSeni nasi tilohy ve tvaru

x+ct

[p(x +ct) + @(x —ct)] + 1 / P(s)ds. (5.4)

F =
u(x,t) 5%

1

2
x—ct

Tento vzorec byl odvozen d’Alembertem v roce 1746. Lze z né&j vycist, Ze pocatecni vina

¢ se rozdéli na dvé, které postupuji podél charakteristik doleva a doprava. Podobné lze

interpretovat vliv poc¢atecni rychlosti ¢ prostfednictvim primitivni funkce k funkci ¢.
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5. RESENI VLNOVE ROVNICE

Véta 5.4 Necht ¢ € C?(R), ¢ € C'(R). Uloha (5.1)-(5.2) m4 pravé jedno klasické fesent,
které je urceno d’Alembertovym vzorcem (5.4).

- J

Piiklad 5.21 Vyfteste pocédtecni tilohu pro vlnovou rovnici (5.1)-(5.2) s poc¢ate¢ni vychyl-
kou ¢(x) = 0 a pocétetni rychlosti (x) = sin x.

ReSeni: Dosadime do d’Alembertova vzorce:

x+ct
1
u(x,t) = — sinsds = ——(cos(x + ct) — cos(x — ct)).
(=5 [ - (cos(x +t) — cos(x — ct)
x—ct
Vysledek jesté upravime pomoci vzorce cosa — cos f = —2sin # sin # a dostaneme

1 . .
u(x, t) = _sinxsin ct.

Redeni této rovnice popisuje stojaté vlnéni, kdy nulové body prostorové proménné jsou
x = kmt, k € Z, ajsou neménné pro jakykoliv ¢as t. O

Vzorec (5.4) mé smysl i v pfipadé, Ze funkce popisujici poc¢atecni podminky maji nizsi
hladkost, nez vyzaduje véta (5.4). ReSeni chapeme v zobecnéném smyslu tak, Ze vlnova
rovnice je splnéna v téch bodech, kde jsou definovany piislusné derivace.

~\

Piiklad 5.22 Vyfeste pocédtecni tilohu pro vlnovou rovnici (5.1)-(5.2) s poc¢ate¢ni vychyl-

kou ,
_J b—=glx]  profx| <a
#(x) = { 0o " pro |x| > a

a s nulovou pocate¢ni rychlosti.

| J

ReSeni: Pocéate¢ni vychylka odpovidd struné ,pfidrZzené tfemi prsty” a poté uvolnéné.
Z d’Alembertova vzorce dostdvame:

u(x,t) = %[go(x +ct) + @(x —ct)].

Vysledek ukazuje, Ze pocate¢ni trojihelnikova vychylka se rozdéli na dvé trojahelnikové
viny, které se od sebe rozbihaji podél charakteristik. O

( )

Priklad 5.23 Vyfeste pocatecni tlohu pro vlnovou rovnici (5.1)-(5.2) s nulovou pocatecni
vychylkou a s poc¢éatecni rychlosti

[ 1 prolx| <a,
P(x) = { 0 pro|x| >a.

| J

ReSeni: Z d’Alembertova vzorce dostdvdme:

x—+ct
u(x,t) = 2lc / P(s)ds = 2lc x délka intervalu {(—a,a) N (x —ct,x +ct) }.

x—ct
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Tato dloha odpovidd modelu, kdy pocate¢ni rychlost byla struné udélena ,,iderem kla-
diva” o Sifce 2a. Poc¢ate¢ni vzruch se postupné rozsifuje na obé strany struny, opét podél
charakteristik. O

Z d’Alembertova vzorce (5.4) 1ze vy¢ist tzv. zidkon kauzality (vlivu). Tento zdkon fika, Ze
potatetni podminky v bodé (xp, 0) ma vliv na fe$eni pouze v oblasti nad charakteristikami
prochédzejicimi timto bodem, tj., nad pfimkami x + ct = x( (v¢etné pfimek samotnych).
Opactné Ize zakon kauzality formulovat tak, Ze feSeni v bodé (x, t) je ovlivnéno hodnotami
pocate¢nich podminek ¢, ¢ na intervalu, ktery na x-ové ose vyty¢i charakteristiky procha-
zejici bodem (x,t), tj. na intervalu s krajnimi body x — ct a x + ct. Trojuhelniku s vrcholy
(x,t), (x —ct,0) a (x + ct,0) se tika oblast historie bodu (x, t).

5.2 Pocatecni uloha se zdrojem
Budeme uvazovat dlohu

U = CPlyy + f(x,t), xeR, t >0, (5.5)
u(x,0) = ¢(x), u(x,0) = ¢(x), (5.6)

kde ¢ je pocétecni rozlozeni viny, i je jeji poc¢ate¢ni rychlost a f je vnéjsi buzeni.

Véta 5.5 Necht ¢ € C2(R), ¥ € C}(R) a f € C!(R?). Uloha (5.5)-(5.6) ma pravé jedno
klasické feSeni, které je uréeno vzorcem

x—+ct

[p(x+ct) + @(x —ct)] + % / P(s)ds + % //f(y,s) dyds, (5.7)
A

x—ct

N —

u(x, t) =

kde A je oblast historie bodu (x, ).

| J

Dtikaz vzorce (5.7) 1ze provést pomoci Greenovy véty [2]. Integral pfes oblast historie
muZeme pocitat takto:

x+c(t—s)

//f(yIS)dyds:/t / f(y,s)dyds.
A 0

x—c(t—s)

5.3 Pocatecné-okrajova aloha na polopfimce

Budeme uvazovat tlohu

U = gy, x >0, £ >0, (5.8)
u(0,£) =0, t >0, (5.9)
u(x,0) = @(x), us(x,0) = ¢p(x), x > 0. (5.10)

Uloha popisuje polonekone¢nou strunu, jejiZ konec x = 0 je pevné uchycen. Pro feSeni po-
uzijeme metodu lichého rozsiteni pocate¢nich podminek ¢ a ¢. Definujeme nové pocéatecni
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5. RESENI VLNOVE ROVNICE

podminky @ a ¢ predpisem

o= { %, 128 b=, 120

a zavedeme novou ulohu

O = CPUyy, X ER, t >0,
v(x,0) = §(x), v¢(x,0) = P(x), x € R.

Protoze potatetni podminky jsou liché, bude FeSeni také liché, a proto v(0,¢) = 0, t > 0.
Reseni nové tlohy je ddno d’Alembertovym vzorcem

o(x,t) = [p(x-+et) + plx—et)] + o [ §s)ds.

2c

x—ct

1
2

Zuzenim funkce v pro x > 0 ziskdme feSeni u ptvodni tlohy (5.8)-(5.10). Pfejdeme pfitom
k pvodnim okrajovym podminkdm ¢, 1. Pro x > ct je feSeni u ddno obvyklym vzorcem,
protoZe prunik oblasti historie bodu (x, t) a x-ové osy je pouze na kladné poloose. Proto

x+ct

[@(x +ct) + @(x —ct)] + % / P(s)ds, x> ct. (5.11)

x—ct

1
t) ==
u(‘x’ ) 2
Pro 0 < x < ct ovSem dojde k tomu, Ze ¢ast oblasti historie na x-ové ose je na jeji zdporné
poloose. Jednd se o interval s krajnimi body x — ct a 0. Na tomto intervalu pfejdeme k
ptvodnim okrajovym podminkdm ¢ a i pomoci lichého rozsiteni ¢(y) = —¢(—y), ¥(y) =
—1p(—y), takze

0 x+ct
1 1 1
u(x,t) = 5[(p(x+ct) —@(—x+ct)] + 3% / —p(—s)ds + 5 / P(s)ds, 0<x <ct.
x—ct 0
U prvniho integrdlu provedeme substituci s := —s, kterd umozZni zapsat posledni vzorec
kompaktnéji takto:
1 1 ct+x
u(x, t) = E[(p(ct +x) — ¢(ct —x)] + 5% / P(s)ds, 0<x <ct. (5.12)
ct—x

Vzorce (5.11), (5.12) popisuji feSeni vychozi tlohy.

Clen —¢(ct — x) ve vzorci (5.12) Ize interpretovat jako odraz viny. Po¢ate¢ni vina ¢ se
zbodu (¢t — x,0), ct —x > 0, pfesune v aso-prostorové roviné k ¢asové ose, tj. ke svému
konci x = 0, kde je uchycena. Zde se odrazi, pficemZ ,zméni amplitudu” a takto doputuje
do bodu (x, t).

V pfipadé homogenni Neumannovy podminky bychom postupovali analogicky meto-
dou sudého rozsitent.
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5.4 Pocatecné-okrajova tiloha na usecce: Fourierova metoda

5.4.1 Dirichletova okrajova podminka

Budeme uvazovat tlohu

U = Cliyx, 0 < x <1, t >0, (5.13)
u(0,t) =u(l,t) =0,t>0, (5.14)
u(x,0) = @(x), us(x,0) =9p(x), 0 < x < 1. (5.15)

Uloha popisuje strunu délky I, jejiZ konce jsou pevné uchyceny.
Budeme pfedpoklddat, Ze feSeni je tvaru

u(x, t) = X(x)T(t),

kde X = X(x) a T = T(t) jsou funkce jedné proménné, které jsou dostatetné hladké.
Dosazenim do rovnice (5.13) dostaneme

XT" = 2X'T
a po vydéleni —c?>XT dojdeme k rovnosti

T”(t) _X”(x)

~C2T(h) X(x) -~

ProtoZe levé strana je funkci pouze proménné ¢, prava strana je funkci pouze proménné x
a rovnost ma platit pro vSechna t a x (z pfisludnych intervalii), musi byt obé strany kon-
stantni a rovnat se stejné konstanté, kterou oznac¢ime A, tj. musi platit

T// X//

T T x N

Z parcialni diferencialni rovnice tak dostdvdme dvé separované obycejné diferencialni rov-
nice pro neznamé funkce X a T ve tvaru

X"(x) +AX(x) = 0, (5.16)
T"(t) + AT(t) = 0. (5.17)

Z (5.14) dale plyne X(0)T(t) = X(I)T(t) = 0 pro v8echna t > 0, takZe musi platit
X(0) = X(I) = 0. (5.18)

Nejprve se budeme zabyvat okrajovou tilohou (5.16),(5.18). Mdme-li dostat nenulové feSeni
X, musi byt A kladné (provétte, Ze pro A < 0, dostaneme feSeni X, které je identicky rovno
nule). Pro A > 0 ma rovnice (5.16) obecné feseni

X(x) = ¢1 cos VAx 4 cp sin VAx.

Z okrajové podminky (5.18) dostaneme X(0) = ¢; = 0 a dale

X(1) = casin VAL = 0.
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Ma-li byt feSeni netrividlni, musi platit
sin V/AI = 0.

Tato rovnost nastane pro nésledujici specidlni volby konstanty A:

Ay = (?)2 neN (5.19)

a kazdé z téchto konstant odpovida feSeni

X (x) = Cy sin ”lﬂ neN, (5.20)

kde Cj, jsou libovolné konstanty. Podivejme se nyni na rovnici (5.17). Jeji obecna feSeni maji
pro jiz odvozené konstanty A = A, tvar

nrect . nrct
i + B, sin T

kde A;,, B, jsou opét libovolné konstanty. Pivodni parcidlni diferencidlni rovnici (5.13) a
okrajovym podminkam (5.14) vyhovuje posloupnost feSeni

T, (t) = Ay cos

neN, (5.21)

nrect

l

nritx

T n € N,

t
un(x,t) = (An cos + B, sin n7'lcc > sin

kde A;, By, jsou libovolné konstanty (nahrazujici souc¢iny A, Cy,, B,C;). ProtoZe se jednd o
tlohu linedrni, je jejim feSeni také libovolny kone¢ny soucet tvaru

N
t t
u(x, t) =Y <An cos @ + B, sin mZTC ) sin n7ltx' (5.22)

n=1

Podivejme se nyni na pocate¢ni podminky (5.15). Funkce (5.22) bude témto podminkdm
vyhovovat, budou-li funkce ¢ a ¢ tvaru

N
p(x) = ZA" sing,
n=1

N
nric . nitx
IIJ(X) = r;anTSIHT

V takové piipadé je tloha (5.13)-(5.15) jednoznacné feSitelnd a (5.22) je jeji feSend.
Uvedeny tvar pocdtecnich podminek je ovsem pfili§ omezujici. ReSeni proto hleddme
ve tvaru Fourierovy tady

> t t
u(x,t) = Z <An cos g + B, sin nrlcc ) sin n7lrx. (5.23)
n=1

Konstanty A, a B, jsou pak urceny jako koeficienty sinovych fad

d . N7X
p(x) = ZAnsmT,

nrwc . nmux
TSII’I—.

!

n=1
(o0]

p(x) = By,
=1

n
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Vypocteme je pomoci vzorct

A, = l/ sm—dx

Bu = mc/‘/’ )sin - d.

Tento vypocet je dlisledkem ortogonality systému funkci sin =, n = 1,2, . ...
Aby feSenti (5.23) bylo korektni, je potfeba dokézat, Ze tato fada konverguje. Této otdzce
se zde vénovat nebudeme.

5.4.2 Neumannova okrajova podminka

Budeme uvazovat dlohu

Uy = Cllyy, 0 < x <1, >0, (5.24)
1x(0,8) = ux(I,t) =0, t > 0, (5.25)
u(x,0) = @(x), u(x,0) =¢(x), 0 <x <. (5.26)

Pro feSeni pouZzijeme stejny postup jako v pfipadé Dirichletovy okrajové podminky. Ten-
tokrat vede separace proménnych na obycejnou diferencidlni rovnici

X"(x)+AX(x) =0, X'(0)=X'(I)=0, (5.27)
ktera mé netrividlni feSeni pro A > 0 a pro A = 0. Dostaneme tedy konstanty
niy2
Ap = <T> . n=012,... (5.28)
a jim odpovidajici feSeni
X, (x) = Cp cos "lﬂ n=0,1,2,... (5.29)
Reseni ve tvaru Fourierovy fady vypadé nynf takto:
1 1 = nrct nrct nrmx
t) = Ao+ =Bt A B, si — .
u(x, t) 5 o—i—z 0 —i—};( n oS — + By, sin l >cos T (5.30)

kde konstanty A, a B, jsou urceny jako koeficienty kosinovych fad

1 nrmx
(P(X) = §A0+ ZlA COST

1 7TC nrx
IIJ(X) = §B0+ZB l COST

n=

~ Kontrolni otazky

1. Vysvétlete odvozeni d’Alembertova vzorce a formulujte vétu o fesitelnosti prislusné
ulohy.

2. Vysvétlete zakon kauzality.

3. Jak vypadda d’Alembertiv vzorec pro tlohu se zdrojem.

4. Vysvétlete princip metody sudého nebo lichého rozsifeni.

5. Vysvétlete Fourierovu metodu pro rovnici kmitani struny.
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~ Ulohy k samostatnému fe$eni
Vyfteste nasledujici pocatec¢ni tlohy.
1. upy = Puiyy, u(x,0) = €, uy(x,0) = sinx.
2. s = gy, u(x,0) = In(1 4 x?), us(x,0) = 4 + x.
3. us = gy + xt, u(x,0) = 0, us(x,0) = 0.
4. up = gy +cosx, u(x,0) = sinx, us(x,0) =1+ x.
5. Vyteste nasledujici tlohu na polopfimce:

Uy = czuxx, x>0,t>0,
u(0,t) =0, t >0,
u(x,0) =xe*, u(x,0) =0, x > 0.

Vyfteste nasledujici tlohy na tsecce.

6.
1 2
Upp = (%) Uy, 0 < x <1, t>0,
u(0,t) =u(1,t) =0, t >0,
u(x,0) =sinmx, us(x,0) =0, 0<x < 1.
7.
1 2
Upp = (%) Uy, 0O < x <1, t>0,
u(0,t) = u(1,£) =0, t > 0,
u(x,0) = xsinmx, u(x,0) =0, 0 < x < 1.
8.
Uy = Uyy, 0<x <1, t>0,
u(0,t) =u(1,t) =0, t >0,
u(x,0) =x(1—x), us(x,0) =sinmx, 0 < x < 1.
9.

Ut + U = Uy, O< x <71, t >0,
u(0,t) =u(m,t)=0,t>0,
u(x,0) =sinx, us(x,0) =sinmtx, 0 < x < 7.
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6

RESENI DIFUZNI ROVNICE

Nejdiive ukaZeme feSeni pocatecni tlohy pro difuzni rovnici na nekone¢ném intervalu,
postup ale bude zde zcela jiny nez u vinové rovnice, bude vyuZivat tzv. tepelné jaddro. Bu-
deme se pfitom zajimat o homogenni i nehomogenni rovnici. Poté budeme fesit pocatecné-
okrajovou tlohu na polonekone¢ném intervalu a na kone¢ném intervalu. V tomto p¥ipadé
ziskame feSeni podobné jako u analogickych tloh pro vlnovou rovnici.

6.1 Pocatecni aloha na p¥imce

Budeme se zabyvat tilohou

Uy = kityy, x R, t >0, (6.1)
u(x,0) = @(x), (6.2)

kde ¢ popisuje pocatecni rozlozeni difuzni latky v nekonec¢né trubici v piipadé difuze,
nebo pocatecni teplotu v nekonecné dlouhé tyci v piipadé vedeni tepla. Pro difuzni rovnici
neni zndm tvar obecného feseni. Proto pfi odvozeni feSeni postupujeme jinak neZ u vinové
rovnice.

Nejprve vytesime tlohu (6.2)-(6.1) se skokovou funkci ¢. Jednd se o tlohu

W = kwy, X ER, t >0, (6.3)
w(x,0) =0 prox <0, w(x,0)=uy prox>0. (6.4)

K odvozeni feSeni této tlohy pouZijeme tivahu, Ze kazdy fzyikdlni zdkon lze pfevést do
bezrozmérného tvaru. NaSe tloha pouziva veli¢iny x, t, w, uo, k, jeZ v ptipadé vedeni tepla
maji fyzikdlni rozméry délky, casu, stupiili, znovu stupnt a kvadratu délky za cas. Bez-
rozmérnou veli¢inou je urcité podil w/uy. Jedinou dalsi bezrozmérnou veli¢inou je podil
x/+/4kt (konstanta 4 zjednodusi dalsf postupy). Reseni tlohy bude mit tvar kombinace
téchto bezrozmérnych velicin, tj.

= (i)
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6. RESENI DIFUZNI ROVNICE

kde f je funkce, kterou se budeme snaZzit urcit. Pro zjednoduseni poloZime 1y = 1 a zave-
deme substituci
w=f(z), z=

Nejprve vypocitdme potiebné derivace

X

Vakt

1 x
wr = f(z)z = ‘5\/—4“3
1

= fl(z)zx = \/Ef( z), wxx:él—ktL "(2),

f'(2),

které dosadime do rovnice (6.4) a dostaneme

f(z) +22f'(z) = 0
Postupné integraci dostdvame

X

]E—_z nfl(z) = —z24¢ X)=c e_sz sS+c
Pl =2 Infl@)=—Fte S 10/ ds + 2,

kde ¢y, c; jsou integra¢ni konstanty. Regeni rovnice (6.4) ma tvar

x/ 4kt
w(x, t) =0 / e ds+ 0
0

Konstanty c1, ¢ uréime z pocate¢ni podminky (6.4). Vezmeme x < 0 pevné a provedeme
limitni pfechod t — 0:

0=w(x,0)=0c / e~ ds +cp=—01 /e‘s2 ds + c».
0 0

Dale vezmeme x > 0 pevné a opét provedeme limitn{ p¥echod t — 0:

[e0]

1=w(x,0) = /esz ds + c3.
0

Protoze plati

dostaneme

OZ—TnCHrCz, 1=?C1+C2

aodtud ¢ =1//macy =1/2. Redeni tlohy (6.3)-(6.4) ma tvar

x/~/ 4kt
2

w(x, t) = %—F e % ds. (6.5)

sl
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6. RESENI DIFUZNI ROVNICE

Nyni budeme fesit ptivodni tlohu (6.1)-(6.2). Je-li w feSenim difuzni rovnice, je feSenim
difuzni rovnice také derivace wy, protoze

0= (wt - kwxx)x = (wx)t - k(wx)xx-
Proto funkce
G(x,t) = wy(x,t),

kde w je ur¢eno (6.5), je také feSenim difuzni rovnice. Derivovdnim odvodime

1
G(x,t) = mexz/‘”“. (6.6)

Tato funkce se nazyva tepelné jidro nebo fundamentdlni feSeni difuzni rovnice. Plati pro ni
[e0]
/ G(x,t)dx=1, t>0
—00

a pro t — 0 se blizi Diracové distribuci 6(x).

Funkce G(x, t) udava rozlozeni teploty jako reakci na jednotkovy zdroj v bodé x = 0.
Protoze feSeni difuzni rovnice je invariantni vadi posunuti, je také G(x — y, t) feSenim
difuzni rovnice (reakce na jednotkovy zdroj v bodé x = y). Neni-li poc¢ate¢ni zdroj jed-
notkovy, ale ma hodnotu ¢(y), je jeho reakce v bodé (x,t) dana funkci ¢(y)G(x — y, t).
Pfedstavuje-li ¢(y) spojité rozloZeni zdrojii podél y € R, je vysledné rozloZeni teploty
souctem vsech reakcf:

1 (x—y)?
e~ %t dy. 6.7
47kt Y (6.7)

u(x, t) = / ¢p(y)G(x —y, t)dy = /(P(y)

Véta 6.6 Necht' ¢ je omezena spojita funkce na R. Uloha (6.1)-(6.2) méa pravé jedno kla-
sické feSeni dané vztahem (6.7). Déle plati u(x,t) — ¢(x) prot — 0.

Integralni vztah nelze vétSinou vyjadfit analyticky, musi se pocitat numerickou inte-
graci. Pro t > 0 je feSeni nenulové vSude, i kdyZ je pocatecni podminka ¢ nenulové je na
malém intervalu, takze podle tohoto modelu se teplo nebo difuze Sifi nekone¢nou rych-
losti. To neodpovidé realité, kterou tento model popisuje jen ptiblizné. Nicméné pokles je
velmi rychly, takZe shoda s realitou je véts§inou dostatetna. Reseni je také velmi hladké.
Bez ohledu na hladkost ¢ je funkce u nekonecné krat diferencovatelna podle obou pro-

ménnych.

6.2 Pocatecni aloha se zdrojem

Budeme uvazovat tlohu

up = kuyy + f(x,1), x ER, t >0, (6.8)
u(x,0) = p(x), (69)

kde ¢ je pocatecni podminka a f popisuje rozloZeni zdroji difuzni latky (nebo tepla) v
libovolném case t.
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6. RESENI DIFUZNI ROVNICE

Pfi odvozovani feSeni pouZijeme operatorovou metodu. Za¢neme analogii s obycejnou

diferencidlni rovnici q
v
Tt Av(t) = f(), 0(0) =g,

kde A a @ jsou dané konstanty. Reeni této rovnice miiZzeme zapsat takto:

t

o(t) = S(t)g + / S(t—s)f(s)ds, 6.10)
0
kde S(t) = e~'4. O spravnosti se snadno pfesvédéime dosazenim provedenim zkousky

(¢len S(t)¢ Fesi ptidruzenou rovnici homogenni a zajist'uje splnéni pocate¢ni podminky,
integralni ¢len je partikuldrnim feSenim nehomogenni rovnice, pfi jehoz derivovani podle
t je potieba postupovat jako u funkce dvou proménnych).

Reseni homogenni difuzni rovnice Ize zapsat vzorcem (6.7), tj. ve tvaru

(SWe)(x) = [ Glx—v,Dey) dy,

kde S(t) se nazyva zdrojovym operdtorem a prevadi pocate¢ni podminku ¢ na feSeni ho-
mogenni difuzni rovnice. MiiZeme se proto domnivat, Ze feSeni tlohy (6.8)-(6.9) bude mit
tvar

t
u(x,t) =8+ /S(t —s)f(-,s)ds, (6.11)
0
kde x je ukryto ve zdrojovém operdtoru. Dosazenim p¥edpisu pro S(t) dostanem
00 t oo
uGet) = [ G-y emdy+ [ [ Glx—yt-s) flrs)dyds,  (612)
—o00 0 —o©

O sprdvnosti takto odvozeného feSeni se pfesvéd¢ime provedenim zkousky, viz [2].

Véta 6.7 Necht' ¢ a f jsou omezend spojitd funkce na R resp. na R x R, . Pocatecni
tloha pro nehomogenni difuzni rovnici (6.8)-(6.9) ma pfavé jedno feSeni, které jeuréeno
vztahem (6.12).

Dosazenim predpisu (6.6) pro tepelné jaddro mtiZeme feSeni (6.12) zapsat takto:

[e) t oo

1
u(x, t) = / e~ (U kg (y) dy + /

1
——c
47kt ] _[O \VArtk(t —s)

—(x—y)2/4k(t—s) f(y, S) dy ds.

6.3 Pocatecné-okrajova aloha na polopfimce

Budeme uvazovat tlohu

Uy = kityy, x >0, t >0, (6.13)
u(0,£) =0, t >0, (6.14)
u(x,0) = ¢(x), x > 0. (6.15)
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Uloha popisuje rozloZeni teploty v polonekoneéné ty¢i, jejiz konec x = 0 je ponofen do
nadoby s nulovou teplotou. Pro feSeni pouZzijeme metodu lichého rozsiteni pocate¢ni pod-
minky ¢ . Definujeme novou pocéte¢ni podminku ¢ predpisem

| o), x>0,
(x) = { —p(—x), x<0,
a zavedeme novou ulohu
v = kvy, x ER, t >0,
v(x,0) = §(x), x € R.

ProtoZe pocate¢ni podminka je lichd, bude feSeni také liché, a proto v(0,f) = 0,t > 0
(podobné jako pro vinovou rovnici v analogické tloze). V souladu se vzorcem (6.7) lze
feSeni nové tlohy zapsat vzorcem

o(x,t) = [ p)G(x—y,t)dy.

—00

Zuzenim funkce v pro x > 0 ziskdme feSeni ptivodni tlohy. Pfejdeme pfitom k ptivodni
okrajové podmince ¢, a to tak, Ze integral v (6.3) rozdélime na dva:

0 00
o(x,t) = [ $WGx—yHdy+ [ )G -y b)dy
—o0 0

o0

(—y)G(x —y,t)dy + / ¢(y)G(x —y, t)dy
0

3 é\o

¢(y)G(x+y,t)dy + / ¢(y)G(x —y,t)dy
0

¢(y)[G(x —y,t) — G(x +y,t)]dy.

Reseni u ptavodni dlohy (6.13)-(6.15) ma tvar

uxt) = [ )G(x—v,t) = Glx+y, D] dy.
0

6.4 Pocatecné-okrajova uloha na usecce: Fourierova metoda

6.4.1 Dirichletova okrajova podminka

Budeme uvazovat dlohu

U =kuiyy, 0 <x <1, t>0, (6.16)
u(0,t) =u(l,t) =0, t >0, (6.17)
u(x,0) = @(x), 0 <x <. (6.18)

56



6. RESENI DIFUZNI ROVNICE

Uloha popisuje rozloZeni teploty v ty¢i délky I, jejiz konce jsou udrzovany na nulové tep-
loté. Budeme postupovat podobné jako v analogickém piipadé pro vinovou rovnici. Regent
hleddme v separovaném tvaru
u(x,t) = X(x)T(¢).
Dosazenim do rovnice (6.16) dojdeme k rovnosti
T X'(x)
kT(t)  X(x)
kde A je konstanta. Z parcidlni diferencidlni rovnice nyni dostdvdme tyto dvé obycejné
diferencidlni rovnice

— A,

X"(x)+AX(x) = 0,
T'(t) + kAT(t) = O.
K prvni rovnici pfiddme homogenni okrajovou podminku X(0) = X(I) = 0 a dojdeme ke
stejnému systému feSeni jako v pfipadé rovnice struny:

An = (?)2, neN

X, (x) = Cysin nlﬂ, n € IN.

Obecna feSeni druhé rovnice maji pro A = A, tvar

Tu(t) = Ape” /DKy e N
Reseni celé ulohy (6.16)-(6.18) mGZzeme vyjadfit ve tvaru Fourierovy fady
£) = Ao~ (n7t/1)?kt ”ﬂx.
u(x, t) =Y Age sin ——

n=1
Konstanty A, jsou urceny jako koeficienty fady
= nrmx
x) = Ay sin —.
¢(x) g nsin =

6.4.2 Neumannova okrajovd podminka

V pfipadé Neumannovy okrajové podminky uvaZujeme tlohu

Uy = kityy, 0 < x <1, t>0, (6.19)
ux(o, t) — ux(l, t) — O, t > O, (6.20)
u(x,0) =¢(x), 0<x <L (6.21)

Podobnym postupem jako v analogickém pfipadé pro rovnici struny dojdeme nyni k feSeni
ve tvaru Fourierovy fady

1 00
u(x,t) =540+ ), Ane™ /K o _n7lTx_,

5 (6.22)

n=1

kde konstanty A, jsou urceny jako koeficienty kosinové fady

1 > nix
p(x) = §A0+7§A"COST'
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~ Kontrolni otazky

1. Vysvétlete postup odvozeni fundamentdlniho feSeni difuzni rovnice.

2. Vysvétlete princip feSeni pocate¢ni tlohy se zdrojem pro difuzni rovnici.
3. Vysvétlete princip metody lichého rozsifeni pro difuzni rovnici.

4. Vysvétlete Fourierovu metodu pro difuzni rovnici.

~ Ulohy k samostatnému fe$eni
Vyfteste nasledujici pocatec¢ni tlohy.

1. up = ktyy, u(x,0) = 3%,

2. up = ktyy, u(x,0) = ¢(x), p(x) =1 prox > 0a ¢(x) =3 prox < 0.
3. up = kuyy + sinx, u(x,0) = 0.

Vyfteste nasledujici tllohy na polopfimce.

4.
Uy = kityy, x >0, t >0,
u(0,t) =0,t>0,
u(x,0)=1, x > 0.

5.

ut:ku_xx,x>0, t>0,
u(0,t) =1,t>0,
u(x,0) =0, x > 0.

Vyteste nasledujici tlohy na tisecce.

6.
Ur = Uy, O< x <7, t>0,
u(0,t) = u(m,t)=0,t>0,
u(x,0) =30sinx, 0 < x < I.

7.
Ur = Uy, 0 < x <1, t>0,
u(0,t) =u(1,t) =0, t >0,
u(x,0)=x, 0<x <1

8.

U = Uy, O< x <1, t>0,
u(0,t) =u(1,t) =0, t >0,
u(x,0)=e ", 0<x <1
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7

RESENI LAPLACEOVY A POISSONOVY
ROVNICE

7.1 Zakladni podoba tloh a princip maxima

Reseni Laplaceova rovnice Au = 0 se nazyvaji harmonické funkce. V jedné dimenzi ma Lapla-

ceova rovnice tvar uy, = 0 ajedinou harmonickou funkci je funkce linedrni u(x) = A + Bx.

UvaZzujeme-li tuto funkci na omezeném intervalu, pak je zfejmé, Ze svého maxima i minima

nabyva v krajnich bodech. Kromé toho je zfejmé, Ze tyto extrémy jsou ostré, neni-li funkce

konstantni. Tomuto tvrzeni se fikd princip maxima a plati i pro vicedimenziondlni pfipady.
Ve dvou dimenzich mé Laplaceova rovnice tvar

Uxx + uyy =0. (71)
Ptikladem harmonickych funkci jsou nyni naptiklad tyto funkce:

a) u(x,y) = x* =y,

b) u(x,y) = xy,

o) u(x,y) = x> —3xy?,

d) u(x,y) =3x%y — >
Lze se o tom pfesvédcit ovéfenim splnéni rovnice (7.1). Odvozeni harmonickym funkci
miiZzeme provést napiiklad vypoctem redlné a imaginadrni slozky vhodné analytické kom-
plexni funkce. V nasich pfikladech vypocteme pro z = x + ix redlnou a imaginarni slozku
funkci z2 a 2%, ¢imZ dostaneme funkce a)-d) (vysvétlete).

Poissonova rovnice Au = f mé ve dvou dimenzich tvar

uxx + uyy — f. (7.2)

Laplaceovu i Poissonovu rovnici dostaneme jako staciondrni pf¥ipad difuzni rovnice nebo
vlnové rovnice, tj. kdyZ u; = 0a uy = 0.

Zéakladni dlohou pro Laplaceovu i Poissonovu rovnici je hledani feSeni na oblasti () C
R? se zadanymi hrani¢nimi podminkami na hranici 9Q). Zapi$me tuto tlohu pro Poisso-
novu rovnici spolu s nej¢astéjsimi hrani¢ni podminkami (Dirichletovou, Neumanovou a
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Newtonovou):
Uxx + uyy - f A\ Q,
u = hy naly,
d
—u = h2 na 1"2,
5 on
on 4+au = hz nalsg,

on
kde f je funkce v Q) a hy, hy, h3, a jsou funkce na ¢astech hranice 0Q) = I't U, UT'3. Sym-
bolem n oznacujeme vektor vnéjsi normadly k hranici dQ). V konkrétnim pfipadé miize byt
nékterd ¢ast hranice prdzdna.
Jak jsme jiZ naznacili, pro harmonické funkce plati princip maxima, ktery vyjadfuje tato
véta (ve slabsi podobé).

Véta 7.8 Necht Q) je souvisla omezena oteviend mnoZina v R?. Necht u(x, ) je harmo-
nicka funkce na (), ktera je spojitd na () U 0Q). Pak funkce u nabyva své maximdlni i
minimélni hodnoty na hranici 00).

Pomoci principu maxima lze dokdzat jednoznacnost feSeni Poissonovy nebo Lapla-
ceovu rovnice s Dirichletovou okrajovou podminkou.

Véta 7.9 ReSeni Poissonovy rovnice na () s Dirichletovou okrajovou podminkou na 92
je urceno jednoznacné.

Dtikaz: Pfedpoklddejme, Ze uvazovana tiloha ma feSeni u a v, j. plati

Au = f v, Av = f v,
u = h naodQ), v = h nadQ.

Ozna¢me w = u — v. Vzhledem k linearité Laplaceova operdtoru dostdvame

Aw = 0 v (),
w = 0 naodQ.

Podle principu minima a maxima miiZeme psat
0 = minw(y) < w(x) < maxw(y) = 0
yeQ yeQ)
pro libovolné x € (). Protow = 0 a tudizu = o. O

Poznamka

Princip maxima mé také analogii pfi numerickém feSeni Laplaceovy rovnice, jak uka-
zuje nasledujici diskuse.

Uvazujme bod (x,y) a jeho ,,okolni” body (x £+ h,y), (x,y £ h). Pomoci Taylorova roz-
voje dostaneme

h2
u(x+hy) = u(xy)+hu(xy) + Sua(ny) +O0),

w(x =) = u(ry) —hus(x,y) + e (x,9) + O(K).
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Seétenim téchto rovnosti odvodime
1
xx (%, y) = s [ulx +hy) = 2(x,y) +ulc —hy)] + o(n?),

coz je diferen¢ni schema aproximujici druhou parcidlni derivaci podle x. Podobnym po-
stupem dojdeme ke vzorci

yy (%,9) = o,y + 1)~ 206,9) + u(x,y — b)) +O()

(vSimnéme si, Ze uvedena schemata jsou druhého fddu, protoZe ¢leny v Taylorové rozvoji
s derivacemi lichého fddu se odectou). Jestlize vynechdme ¢leny vyssich fadt dojdeme
souctem k pfiblizné rovnosti

0 = “xx(xry)+uyy(x1y)

1
~ al(xhy) Fulx —hy) +u(xy +h) +u(xy —h) —4u(xy)],

a odtud ,
u(x,y) ~ Z[u(x +hy)+ulx—hy)+ulx,y+h)+u(x,y—h).
Tento vysledek 1ze interpretovat tak, Ze hodnota u(x, y) je pramérem okolnich hodnot (p¥i

pouZiti numerického schematu pfesné), a tudiz nemize byt ani mensi ani vétsi nez extrémy
okolnich hodnot.

7.2 Fourierova metoda

Na nékterych specidlnich oblastech 1ze feSeni Laplaceovy rovnice nalézt pomoci metody
separace proménnych. Uvazujme obdélnik D = {(x,y) € R?: 0 <x<a, 0 <y <b}ana
ném tdlohu:

uxx + uyy — 0 A% D,

u(0,y) = ux(a,y) = 0O, 0<y<b,
uy(x,0) +u(x,0) = 0, 0<x<a,
u(x,b) = glx), 0<x<a.

Regeni hleddme v separovaném tvaru u(x,y) = X(x)Y(y). Dosazenim do Laplaceovy
rovnice a vydélenim dojdeme k rovnosti
XI/ Y//
X~ v
Musi tedy existovat konstanta A takova, Ze funkce X a Y spliiuji nasledujici tlohy pro
oby¢ejné diferencidlni rovnice druhého fadu:
X"+AX = 0, X(0)=0, X'(a)=0, (7.3)
Y'—AY = 0, Y(0)+Y(0)=0 (7.4)
(u druhé dlohy nezapisujeme okrajovou podminku pro y = b, jeji splnéni zajistime na
zavér). Nejprve se budeme vénovat tloze (7.3). Abychom dostali netrividlni feSeni X, musi
byt A kladné. Obecné feSeni ma tvar:

X(x) = ¢1 cos VAx 4 cp sin VAx.
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Z levé okrajové podminky dostavame c; = 0, takZe podoba feSeni se redukuje na tvar
X(x) = cpsinv/Ax. Podle pravé okrajové podminky pak musi platit rovnost 0 = X'(a) =
c2v/A cos V/Aa. Pii nulové konstanté ¢, bychom dostali trividlni feSeni. Zajima nés proto
rovnice cos vAa = 0, kterd je splnéna, je-li vV'Aa = (% + n)7. Odtud dostdvame vhodné
hodnoty konstanty A:

1 2 2
An:(§+n> F, n=0,1,2,...

a odpovidajici feSeni maji tvar
X,(x) = Aysiny/Ax, n=0,1,2,...,

kde A, jsou konstanty. Déle se budeme vénovat tloze (7.4) pro A = A,. Obecné feSeni 1ze
zapsat takto:

Y (y) = c1 cosh v/ Ay + ca sinh v/ Ay
(protoZe (sinhx)’ = coshx a (coshx)" = sinhx, lze snadno ovéfit splnéni diferencidlni
rovnice pro Y). Okrajova podminka vede na rovnici 0 = Y;,(0) + Y, (0) = cov/A, + ¢1, kde
mame dvé nezndmé c; a cp. PolozZime c; = —1 a vypocteme ¢; = /Ay. Reseni dloh (7.4)
pak budou mit tvar

Ya(y) = \/A—ncosh \//\_ny—sinh \/)L_ny, n=20,1,2,...

Nase dil¢i vysledky poskladdme do Fourierovy fady, kterd bude mit tvar

u(x,y) =Y Aysin VAux(v/Ay cosh /Ay — sinh /Ay).
n=0

Touto fadou je na obdéIniku D definovana harmonicka funkce, kterd splfiuje prvni tii okra-
jové podminky z vychozi formulace nasi tlohy. Nyni zajistime splnéni posledni okrajové
podminky u(x,b) = g(x), k ¢emuz pouzijeme konstanty A,. Dosazenim Fourierovy fady
do této okrajové podminky dostaneme

glx) =Y An(v/Ancosh \/Aub — sinh \/A,b) sin /A,x.
n=0

Zde se jednd o sinovou fadu funkce g vzhledem k systému funkci sin/A,x, n =0,1,2,...
Podle pravidel pro vypocet koeficientt takovéto fady dostaneme vzorce pro vypocet kon-
stant A, ve tvaru

a
A, = %(\/)\ncosh\/)tnb—sinh\//\nb)1/g(x)sin\/)\nxdx.
0

~ Kontrolni otazky

1. Formulujete Poissonovu a Laplaceovu rovnici. Co je to harmonicka funkce?
2. Vysvétlete princip maxima a uved'te jeho pouZiti.

3. Interpretujte princip maxima pfi numerickém feSeni Laplaceovy rovnice.

4. Vysvétlete pouziti Fourierovy metody pro Laplaceovu rovnici.
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~ Ulohy k samostatnému feSeni

1. Odvod’te harmonické funkce a)-d) ze zac¢dtku odstavce 7.1 uvedenym postupem.
Rozhodnéte, které z niZe uvedenych funkci jsou harmonické.

2.u (xy)—Zx—Sy

3. u(x,y) = x? +y

4. u(x,y) = 4x* — y2.

5.u(x,y) = /(2 +17).

6.u(x,y) =y/(¥* +y?).

Vyfteste nasledujici dlohy.

7.

Upx + ity = 0 vD={(x,y) eER*: 0<x<1,0<y<1}

uy) = y(l—-y), 0<y<1,
u(l,y) 0, O<y<1,
u(x,0) = sinmx, 0<x<1,
u(x,1) = 0, O<x<l

8.

U +uyy = 0 vD={(x,y) eR*: 0<x<10<y<1}
uy(0,y) = 0, 0<y<l,
ux(Ly) = y?, 0<y<l,
u(x,0) = x, 0<x<1,
)

u(x,1) = 0, 0<x<1
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