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1 Pravdépodobnost

Zakladni pojmy:
Klasifikace pfirodnich jevt:

- lJisty jev — takovy jev, ktery pfi realizaci urcéitého souboru podminek nutné musi nastat (Pfiklad:
pfi hodu krychlovou kostkou s postupnym ocislovanim 1 az 6 musi padnout jedna z uvedenych
Ciselnych hodnot.)

- Nemozny jev — takovy jev, ktery pfi realizaci urcitého souboru podminek nem(ze nastat (Ptiklad:
pfi hodu touz krychlovou kostkou nemUzZe padnout cislo 7.)

- Nahodny jev — takovy jev, ktery pfti realizaci uréitého souboru podminek muze, ale nemusi nastat
(Priklad: pfi jednom hodu krychlovou kostkou ocislovanou opét 1 az 6 mlze padnout Cislice 6, ale
také nemusi.)

Klasifikace pokusa:

- Pokusy deterministické — jsou to pokusy, které pfi dodrzeni predepsanych podminek vedou vidy
ke stejnému vysledku z mnoziny moznych vysledk.

- Pokusy nahodné — jsou to pokusy, které pfi dodrzeni predepsanych podminek mohou dat
jakykoliv vysledek z mnoziny moznych vysledk(; ty ndhodné pokusy, jejichz vysledkim muizeme
pfifadit urcitou pravdépodobnost, fikdme pokusy pravdépodobnostni.

O deterministickém nebo nahodném jevu mluvime vidy vzhledem k uréitému komplexu podminek.
Zménou téchto podminek, nebo pridanim dalSich se z deterministického jevu mize stat jev ndhodny a
naopak.

Definice pravdépodobnosti

Méjme konecnou mnoZinu pravdépodobnostnich pokusd obsahujicich n moznych vysledk(, které
oznacme Cisly 1, 2, 3, ... , n. Potom pravdépodobnosti p;,p,p3, ...,Pn vysledka 1, 2, 3, ..., n jsou
nezaporna &isla spliujici vztah p; + p, + p3 + - + p, = 1 (soucet viech vysledkl = 1).
Pravdépodobnost jevu A definujeme jako soucet ), pravdépodobnosti téch vysledkd, které jsou jevu A

PA) = i

i€A

pfiznivé

i pres skupinu/mnoZinu A
Je-li prislusnd mnozina moZnych vysledkd vhodné definovdana, mulzieme predpokladat, Ze
pravdépodobnosti vsech vysledkl jsou si rovny
P1=D2=P3="""=DPn=D
tedy
np=1

1
p= n
Je-li jevu (A) ptiznivych m vysledkd, pak

1
Zpi=m.p=m.;

Pak je pravdépodobnost jevu A



P(A) =

m ... pocet priznivych vysledki
n ... pocet moznych (rovnocennych!) vysledki

Pro takovou pravdépodobnost plati véty:

Véta 1: Pravdépodobnost jevu A (P(A)) lezi v uzavieném intervalu (€ (0; 1))
P(A) =0 ...jevnemoziny
P(A) € (0;1) ... jevnahodny
P(A) =1 ... jevjisty
(PFfi podrobnéjsi klasifikaci mGzeme jesté rozliSovat jev téméF nemozny P(4) € (0;0,05) a jev
témér jisty P(A) € (0,95;1))
Véta 2: Jsou-li vSechny vysledky stejné pravdépodobné, je pravdépodobnost kazdého vysledku rovna %,
kde
n je pocet vsech moinych vysledkd a pravdépodobnost jevu A (P(A)) je P(4) = %, kde m je pocet

vysledk( ptiznivych jevu A

Véta 3: Pravdépodobnost opacného jevu je doplrikem pravdépodobnosti vychoziho jevu do jedné.
Opacny jevA, non A
PA)+PA)=q+p=1

Véta 4: Je-li vyskyt jevu A urcen vysledkem prvého pokusu, a vyskyt jevu B urcen vysledkem druhého
pokusu, pak pravdépodobnost, Ze nastanou oba jevy Ai B ... P(A N B) ... pravdépodobnost slozena
Jsou-li oba pokusy nezdvislé, pak sloZzend pravdépodobnost

P(AnB)=P(A).P(B)
je rovna soucinu pravdépodobnosti P(A) a P(B).

Ovéreni zakona velkych cisel
Priklad: Urcete pocet vyskytu Cisel pfi pokusném vrhani kostky v 25 sériich po 100 vrzich.

Cislo série 1 2 3 |4 |5 |6 |7 |..|25]| dohromady
a (pocet vyskytl 1) 17 . 416

a (pocet vyskytl 2) 17 . 417

a (pocet vyskytl 3) 16 . 417

a (pocet vyskytl 4) 15 . 416

a (pocet vyskytl 5) 18 . 417

a (pocet vyskytl 6) 17 . 417

s (pocet vrh() 100 100 2500

f =% .100%



Diky tomuto pokusu miZeme definovat:
-statistickou zakonitost
-statistickou pravdépodobnost

Statisticka zakonitost
Pfi dostatecné velkém poctu pokusl souhlasi vysledek pokusl (relativni Cetnost) s apriorni (tj.
stanovenou predem) pravdépodobnosti. Tato statisticka zadkonitost ma nazev zdkon velkych Cisel a

charakterizuje nahodné jevy.

Statisticka pravdépodobnost

Jestlize s rostoucim poctem pokusl konverguje relativni ¢etnost k urcité (stfedni) hodnoté, usoudime
napred, Ze jde o jev s konstantni pravdépodobnosti. Hodnota pravdépodobnosti takového jevu se pak
stanovi pozorovanim (empiricky) jako relativni cetnost urcena z dostatec¢né velkého poctu m pokusa.
Tedy P(A4) = Tllgglo% (anketa na prezidenta n=1500 ...)

Statistickd pravdépodobnost neni tedy pravdépodobnost stanovena predem (apriori), ale empiricka,
ziskana zkusenosti aZz po provedeni pokusu.



2 Nahodna velic¢ina
Nahodnou veli¢inu definujeme jako veliCinu, jejiz hodnota je jednoznacné urcena vysledkem nahodného
pokusu.
Charakteristickym rysem nahodnych veli¢in je proménlivost jejich hodnot pfi opakovani pokusu vlivem
nahodnych ciniteld - nemozZnost jednoznacného vymezeni hodnoty ndhodné veliciny pred provedenim
pokusu.

x (%1, %5, X3, X4, 0 X))

Podle toho jakych hodnot mizZe nahodna veli¢ina nabyvat, rozliSujeme 2 zakladni druhy ndhodnych
veli¢in a to: diskrétni vs. spojitou

Diskrétni nahodna velic¢ina
mUze nabyvat spocetné mnoho hodnot, a to kone¢né nebo nekonecéné
spocetné znamend ocislovat

Spojita ndhodna velicina
Velicina, pro kterou jsou moznymi hodnotami vSechna Cisla z kone¢ného nebo nekonecného intervalu

Pravidlo, podle kterého se jisté hodnoté nebo mnoZiné hodnot z jistého intervalu pfifazuje
pravdépodobnost P, nazyvame zakonem rozdéleni nahodné veliciny.

Jednim z hlavnich prostfedkd popist zakona rozdéleni ndhodné veliciny je tzv. distribucni funkce
F(x;)
x rediné Cislo
Distribucni funkce kazdému realnému Cislu x; pfifazuje pravdépodobnost, pro kterou plati, Ze nahodna
veli¢ina x nabude hodnoty mensi neZ je redlné Cislo x;
F(x;) = P(x <xp)
Hodnoty distribuéni funkce leZi v intervalu <0;1> F(x;) €<0,1 >
0<F(x)<1
Pomoci distribucni funkce mlze byt vypocten zakon rozdéleni jak diskrétni tak spojité nahodné veliciny.

Zakon rozdéleni spojité nahodné velic¢iny
Xi

F(x) = f o(x) dx

—00



F (x;) distribu¢ni funkce
@(x) hustota pravdépodobnosti (téZ frekvencni funkce, kfivka)

Pro hustotu pravdépodobnosti plati

distribuéni funkce

1,00
F(x)

X

Distribucni funkce je spojita zleva.
Distribuéni funkce je neklesajici x; < x : F(x;) < F(xy)

DalSimi prostfedky popisu zakona rozdéleni ndhodné veli¢iny pro diskrétni nahodné veliciny jsou tabulka
a graf.
Tabulka

Xi

P(xi)

K moznym hodnotam nahodné veli¢iny x; uvadime pravdépodobnosti P(x;).
Graf
Na osu x naneseme hodnoty nahodné veli¢iny x; a na osu y prislusné pravdépodobnosti P(x;)

U

Sloupcovy graf neboli histogram



3 Charakteristiky nahodné veli¢iny (CHNV)

Charakteristika polohy reprezentuje stfed celého souboru ndhodné veliciny, kolem tohoto stfedu
nahodné veli¢iny kolisaji

Charakteristika proménlivosti (rozptylu) urcuje miru rozptyleni neboli koncentraci hodnot kolem
charakteristiky polohy

Charakteristika Sikmosti vyjadiuje symetrii nebo asymetrii rozdéleni kolem stfedu
Charakteristika Spicatosti (excess) vyjadiuje okolnost, zda je rozdéleni Spicatéjsi nebo plossi

napr. vysledky opakovaného méreni délky

15,35

15,34 CHARAKTERISTIKA POLOHY (aritmeticky primér)

15,29

15,38

CHARAKTERISTIKA PROMENLIVOSTI — rozptylené vysledky
CHARAKTERISTIKA SIKMOSTI — na jedné strané vice -> asymetrie
CHARAKTERISTIKA EXCESSU

Stfedni hodnota ndhodné veliciny E(x)

V souboru s n poctem pokust mize diskrétni ndhodna veli¢ina nabyvat rGznych hodnot
X (x1,%2,X3, X4, ... Xy) Vvysledky pokusU

Kazda hodnota nahodné veli¢iny se v souboru pokust muze vyskytnout nestejnékrat (rizné)
my.xq
my. Xy
Mms. X3
Mmy. Xy,
Pramérna hodnota nebo-li stfedni hodnota nahodné veliciny tohoto souboru pokust bude

1
E(x) = — (my.xqy + my.xy + ma.x3 + -+ My xp)

my m; ms my
Ex)=—x;+—.x+—.x3+ - +—.x,
n n n n

Podily% obecné jsou pomeéry poctu pfiznivych pripadl a po¢tu moznych pripadud tedy

pravdépodobnosti P; (pi).



Pak pro stfedni hodnotu ndhodné veliiny dostaneme vztah

n
E(x) =p1.x%1 + 02 + 3. X3+ -+ ppxpy = ZPi-xi
i=1
pficemz plati

n
Zpi =1
=1

Pro diskrétni ndhodnou veli¢inu x s hodnotami (xq, x5, X3, X4, ... X,) a jejich pravdépodobnostmi
p(x;): p(x1), p(x2), p(x3), ..., p(xy,) je stiedni hodnota E(x) definovana vztahem

n
EGO) = ) xi.p(x)
i=1
Scitam jednotlivé vysledky.
Pro spojitou nahodnou velicinu x a hustotu pravdépodobnosti ¢(x) je stfedni hodnota E(x) definovana
vztahem

[oe]

E(x) = jx.(p(x) dx

— 0o

Pocitam plochu.
Véty o stiednich hodnotach

Véta 1: Stfedni hodnota soucinu konstanty a nahodné veli¢iny je rovna soucinu konstanty a stfedni
hodnoty nahodné veli¢iny
E(k.x) =k.E(x)

Konstanta nemd rozptyl
Véta 2: Stfedni hodnota souctu nékolika vzajemné nezavislych nahodnych veli¢in se rovna souctu jejich
stfednich hodnot

Ex+y+-)=EX)+EQW)+E(.
Véta 3: Stfedni hodnota soucinu nékolika vzajemné nezavislych ndhodnych veli¢in se rovna soucinu jejich
stfednich hodnot

E(x.y...) =EX).E() .E(...

Momenty ve statistice

Obecny moment — pocatec¢ni moment

v = E(x*)
pocatecni moment k-tého fadu z ndhodné veliciny x
1.fadu v, = E(x)
2. Fadu v, = E(x?)

Centralni moment (rozptyl kolem stfedni hodnoty)
V, = E{x — E(x)}*

10



kde oznacujeme

A= x — E(x)
pak

V, = E{A}*
Rozdil mezi nimi
Ndhodnd velicina — neustdle mérend stejnad délka
OBR

Pocatecni moment - pocitam vici pocatku — o systematickou chybu se pohybuje (¢;) — mohu popsat
nekomparované pdsmo

Centrélni moment — pohybuje se kolem stfedni hodnoty (kolem odchylek) A;, A, — nemUZe popsat

x—E(x)

Normovany moment — moment normované veliiny t = , kterd ma rozdéleni N(0,1) stredni

hodnota = 0, rozptyl = 1 — vyjadfime moment k-tého rfadu ve tvaru

4
n® = V() = 2

Charakteristiky polohy

=nejpouzivané;jsi
pro velké soubory
a) stfedni hodnota nahodné veliciny E(x) ... v
b) median = prostiedni velikost, je to hodnota, ktera déli obor ndhodné veliciny na dvé stejné
pravdépodobné poloviny

P(x = xmed) =P(x < xmed) = E

napr.

x1=30,24

x2=30,25

x3=30,22

x4=30,27 OBR

x5=30,20

x6=30,21

dle poctu vysledki na strandch, NE aritmeticky primeér

c¢) modus — u diskrétni ndhodné veliciny je to hodnota s nejvétsi pravdépodobnosti (Cetnosti)
pro malé soubory méreni

d) harmonicky priimér nebudeme pouZivat
1 1 ( 1 1 1 1 )

_+_+_+...+_
X1 X2 X3 Xn

Xgp. M
e) geometricky primér nebudeme pouZivat

_n
Xgp. = A/ X1-X2.X3..... X

11



f) aritmeticky prdmér

1
xA_P_ = E.(xl +x2 +x3 + .- +.xn)

Charakteristika proménlivosti (variace, rozptylu)

Zakladni soubor vSech moznych hodnot nahodné veliiny je charakterizovdn nejen svou stiedni
hodnotou E(x), ale i stupném variace jednotlivych moznych hodnot x; kolem stfedni hodnoty.

Projevem variace jsou odchylky jednotlivych moznych hodnot x; nahodné veliciny od jeji stfedni hodnoty

A=x — E(x)
A=x; —E(x)
Ay=x; — E(x)
Az=x3 — E(x)
A= xn— E(x)

Stupen variace — si postupné popiSeme pomoci:
- stfednich hodnot odchylek E(A)
- stfednich hodnot absolutnich odchylek E (|A])
- stfednich hodnot kvadratickych odchylek E(A?)
a) EQQ)=E{x—E(x)}->V,
(véta 2)
E(x)—E(x)=0
Stfedni hodnota odchylek ndhodné veli¢iny od jejich stfedni hodnoty v zdkladnim souboru je
prvnim centralnim momentem a vzdy se rovna nule. Nelze ji proto pouzit jako miru koncentrace
vysledk( kolem charakteristiky polohy.
Je to centrdlni moment I. fadu.
b) E(|A]) = E{lx — E(x)|} konkrétnihodnota+ ...V}
Centralni moment 1. fadu (absolutni)
-stfedni hodnotu absolutnich odchylek mGzeme poutzit jako miru koncentrace z vysledk(. Stredni
hodnotu absolutnich odchylek nazyvdme stfedni linearni odchylkou nebo také primérnou
odchylkou
c) E(A?) = E{x — E(x)}*> > V, centrdlni moment 2. fadu
NejpouZivanéjsi mira koncentrace vysledkd, prakticky pouZivdme +/ E (A2) —nazyvame ji
standart, znacime p.
Pfiklad na charakteristiku proménlivosti
V souboru odchylek (nyni pouze zakladni soubor — jinak nepocitat takto)
A=x—E(x):-4,0,+1, +3
4+4) 8

4 4

o =+E(A%) = \E—é = 2,55 .. jevidy citlivéjsi neZ ad b)

Stfedni kvadraticka odchylka (standard) ma obecné vétsi hodnotu nez prlimérna odchylka, v praktickych

E(|a]) = 2

aplikacich se ddva prfednost standartu, protoze je citlivéjsi na vétsi odchylky a pro Iépe charakterizuje
koncentraci vysledka.

12



Charakteristika Sikmosti A
-nejpouzivanéjsi charakteristikou Sikmosti je 3. normovany moment

o3

A=0 ... jednd se o symetrické rozdéleni

ve jmenovateli standart

Charakteristika Spicatosti E

-4. normovany moment, prakticky pouzivdme koeficient Spicatosti (neboli excesu)

Va(x) _

T 3

E=V,(t)-3=
g

Koeficient Spicatosti je pro normalni rozdéleni E=0

Pti kladné hodnoté je rozdéleni ve srovnani s normalnim rozdélenim Spicatéjsi E>O0.

A pfi zdporné hodnoté je pfi srovnani s normalnim rozdélenim plossi E<O.

Variance a véty o varianci

Nahodna variance V(x)
- popis rozptylu zakladniho souboru chyb
- vzdy 2. centrdlni moment
V(x) =V,(x) = E{x — E(x)}? = 02
Véty:
Véta 1: variance konstanty V (k) = 0 nema rozptyl
Véta 2: variance soucinu konstanty a nahodné veli¢iny V (k. x) = k2.V(x)
Véta 3: variance souctu nezavislych ndhodnych velicin V(x £ y) = V(x) + V(y)

Véta 4: variance nahodné veliCiny je rovna stfedni hodnoté ctverce nahodné veli¢iny zmensené o Ctverec

jeji stfedni hodnoty V(x) = E(x?) — {E(x)}?

13



4 Rozdéleni nahodné veliciny
Predstavime si nékolik vybranych rozdéleni. Nejedna se o vSechny.

Alternativni rozdéleni
- rozliSujeme pouze, zda se ndhodny pokus zdafil nebo ne
- vysledek ndhodného pokusu tedy nabyva hodnot:
x1=0 -> nenastal jev A => opacny 1 — A = A.
X>=1-> nastal jev A

Pravdépodobnost
P(x1) =P(A) =1-P(A)=q
P(x;) =P(A) =p

Stfedni hodnota diskrétni ndhodné veliciny, kterd ma alternativni rozdéleni:
n

E(x) = in.P(xi) =x;.P(x1) +x5,.P(x;) =0.q+1.p=p
i=1
tj. stfedni hodnota ndhodné veli¢iny, kterda ma alternativni rozdéleni, je rovna pravdépodobnosti

vysledku, Ze se jev zdafil (nastal)

Variance nahodné veli¢iny, ktera ma alternativni rozdéleni
V(x) = E{x — E(x)}?
protoie x — E(x) = AaA;= {x; — E(x)}?. P(x;) pak
V(x) = E{x — E(x)}* = {x; — EQ)}Y*. P(x1) + {x; — E(x)}*. P(x3) =
=0-p?qg+1-p*p=p>q+q>p=p.q®+q) =p.q

Binomické rozdéleni
- nahodna velicina ma binomické rozdéleni, jestlize n-krat opakujeme nahodny pokus a pfi kazdém
pokusu rozliSujeme, zda jev A nastal nebo nenastal
X(%1,%2,%X3, X4, 0nr Xp)
X ma binomické rozdéleni, jednotlivé ndhodné pokusy x; maji alternativni rozdéleni

Stfedni _hodnota ndhodné veli¢iny, kterd md binomické rozdéleni, je souétem stfednich hodnot

nahodnych veli¢in s alternativnim rozdélenim
E(x)=E(x))+EMX)+E(x3)++E(xy) =p+p+p+-+p=np
tj. stfedni hodnota nahodné veliciny, ktera ma binomické rozdéleni, je rovna soucinu n.p

Variance nahodné veliciny, kterd mda binomické rozdéleni, je souctem varianci ndhodnych veli¢in

s alternativnim rozdélenim
VX)) =V(y) +V(x) +V(xg) + -+ V(xy) =p.q+p.q+p.q+-+p.q=np.q

14



Normalni rozdéleni neboli Laplace-Gaussovo rozdéleni

Distribucni funkce spojité ndhodné veliciny
i
P = [ 960 dx
Hustotu pravdépodobnosti normalniho rozdéleni definoval Gauss pomoci funkce

L (=

px) = o

a je dana dvéma parametry:
1. stfedni hodnota nahodné veli¢iny — kterd muze byt libovona
2. variance ndhodné veliciny

zapisujeme N(E (x); V(x)) napt. N(0;4), V(x) = o2

V praktickych aplikacich se pouZiva pojem normované veliCiny t, ktera je definovdna jako
Lo x—E(x)

g

Normadlni rozdéleni ndhodné veliciny N(0;1)

Budeme prakticky pouZzivat tabelované hodnoty ¢(t); F(t)
Bude platit pro hustotu pravdépodobnosti

p(—t) = ¢(t)

Pro distribuéni funkci
F(—-t) =1-F(t)

Tabelovana funkce Laplaceova:
G(0)=0; G() =05 ; G(=t) = —G(t)
aztoho G(—) = —0,5

Distribuéni funkce pak je
F(t) =05+ G(t)

Postup pfi stanoveni pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny s normalnim rozdélenim

N(E(x);0?)
Pocitame pravdépodobnost, Ze ndhodna veli¢ina nabude hodnoty z intervalu (x4, x,), x: je dolni mez, x,
je horni mez.

1) Stanovime dolni mez normované veliciny
x1 — E(x)

1:
g

2) Stanovime horni mez normované veli¢iny
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x, —E(x)
o

2 —
3) Hledana pravdépodobnost

Plx; <x <x3) =P(t; <t <ty) =F(xz) — F(x1) = G(xz) — G(x1)

Zkouska normality pomoci tfidnich cetnosti
Priklad:
Madame skutec¢né nahodné chyby ¢, je stanovena stfedni chyba o, bylo provedeno n méfeni a chyby byly
roztfidény podle velkosti do interval( Ae. Pfedpoklddame, Ze skutecné chyby maji normalni rozdéleni
N(E(x);d?).

1) Stanovime optimalni pocet tfid 2. 3n

2) Urcime teoreticky oCekdvané Cetnosti v intervalech a porovname rozdily ocekavani a skutecné
cetnosti s 2-3 nasobkem stfedni odchylky
2.1) Pfepocitame hranice intervall & na hodnoty normované veliciny t; = %
2.2) Pro tyto hodnoty najdeme z tabulek normalniho rozdéleni hodnoty distribuc¢ni funkce F(t;)

N(0;1) .. F(t;)
2.3) Odecteme sousedni hodnoty a dostaneme pravdépodobnosti, Ze se chyba objevi v daném
intervalu j
P = F(tir1) — F(t)
2.4) Ocekavana Cetnost v j-tém intervalu se vypocita jako
Ri=n.p
podle E(x) =n.p
2.5) Rozdil AR; = |Rj — rj| porovname s 2-3 nasobkem stfedni odchylky OR;
Or; = /E(Arjz) = /n.p.q= /nPj(l - P)
tj. variace ndhodné veli¢iny, kterd ma binomické rozdéleni
Pocetni priklad:

Skuteéni nahodné chyby & pfi méreni Uhll jsou charakterizovany stfedni chybou 0=0,8 , bylo provedeno
n=200 mfeni za prfedpokladu, Ze tyto chyby maji normalni rozdéleni N(0;0,64). Provedte zkousku
normality pomoci tfidnich ¢etnosti.
Nejprve stanovime empirické hodnoty

2.3n - 2.3/200 = 11,7

My pokracujeme s 5 tfidami.

a) hranice ndhodné chyby -3,0 ‘ -1,8 ‘ -0,6 ’ +0,6 ’ +1,8 ‘ +3,0
Interval ndhodné chyby <-3,0;-1,8) <-1,8;-0,6) | <-0,6;0,6> | (0,6;1,8> | (1,8;3,0>

b) skutecné cetnosti r; 5 52 100 38 5

c) normované veliéiny t; -3,75 -2,25 -0,75 +0,75 +2,25 +3,75
d) distribucni funkce F(t;) 0,0001 0,0123 0,2270 0,7731 0,9877 0,9999
e) pravdépodobnost P; 0,0122 0,2147 0,5461 0,2146 0,0122

f) ocekavana Cetnost R; 2,44 42,94 109,22 42,92 2,44

g) rozdil | Rj-r; | 2,56 9,06 9,22 4,92 2,56

16



h) stfedni odchylka o 1,5525 5,8070 7,0409 5,8060 1,5525

i) 2-ndsobek h) 20%; 3,1050 11,6140 14,0818 11,6120 3,1050

Vyhovi | Rj-rj |<20r ? ano ano ano ano ano

a) Hranice nahodné chyby €; - jsou od €=-3 do +3 a pét tfid, takZe Ae=1,2 na tfidu
b) Skutecne Cetnostir;

c) Normované veli¢iny t; = %

d) Hodnoty distribuéni funkce F(t)

e) pravdépodobnosti, Ze se chyba objevi v daném intervaluj P; = F(t;11) — F(t;)
f) oCekavana Cetnost R; =n.P;

g) rozdil AR; = |Rj - rj|

h) stfedni odchylka Og; = Jn.p.q = n.Pj.(l —P])

3) Vypocteme poradnice stejnoploché Gaussovy ktivky, tj. pro argument bude jedna hodnota

c) normované veliéiny t; -3,75 -2,25 -0,75 +0,75 | +2,25 | +3,75 0 1
j) hustoty pravdép. ¢(t) 0,0004 | 0,0317 | 0,3011 | 0,3011 | 0,0317 | 0,0004 | 0,3989 | 0,2420
k) pofadnice y; 0,12 9,51 90,33 | 90,33 9,51 0,12 | 119,67 | 72,6

j) hustoty pravdépodobnosti ¢(t;) pro normované veli¢iny t; na hranicich intervald

i pro
k) prepocet poradnic do méritka (n=200, Ae=1,2, 0=0,8)
n.Ae
Vi = T-¢(ti)

4) Histogram cetnosti chyb, do kterého zakreslime pofadnice stejnoploché Gaussovy kfivky

OBR

Obsahuje:
- skutecné Cetnosti v intervalech
- ocekavané Cetnosti v intervalech
- poradnice a pribéh stejnoploché Gaussovy kfivky
Pro vykresleni je nutné, aby intervaly byly symetrické kolem nuly!




5 Mérické chyby

Klasifikace — zamérenim urcité velic¢iny (délky, uhlu) neziskdme presnou (skutec¢nou) hodnotu mérené
veli¢iny, ale hodnotu, ktera se bude od skutecné vice nebo méné lisit.
Tento rozdil obou hodnot mlzZe mit rlzné priciny. Dle druhu téchto pricin klasifikujeme méfické chyby
na:

- Omyly

- Hrubé chyby

- Systematické chyby

- Nahodné chyby
pficemz posledni dvé (systematické a ndhodné chyby) jsou chyby nevyhnutelné.
Omyly — vznikaji nepozornosti méfice napf. zacileni na nespravny cil, zaména Cislic pfi odecitani,
zapomeneme néjakou veli¢inu zmérit

- Abychom zjistili, zda jsme se pti méreni nedopustili omylu: méreni opakujeme, nebo zamérime

nadbytecné veliciny (uzavér — doméreni na 1. bod — apod.)

Hrubé chyby
Vysledek méreni mlzZe byt zatizen chybou, kterd je vétsi nez mez presnosti pouZité metody a pfitom se
nemusi jednat o omyl.
- MlzZou vzniknout:
- pfi méreni za nepfiznivych podminek

v veyv

- vliv malé zkusenosti méfice

Vysledky méreni, které jsou zatizeny hrubymi chybami, musime s pouZitim dalSich méreni vyloudit. Za
timto Ucelem provadime — opakovaci méreni, méfime nadbytecné veliiny.

Vysledky méreni nelze vyluCovat zfady méreni podle subjektivniho hodnoceni ale dle objektivnich
kriterii.

Pro kazdy pfistroj a metodu je uréena presnost mérického ukonu (mezni chyba). V mezich této presnosti
povazujeme méfické chyby za nevyhnutelné, mimo tyto meze za omyl nebo hrubou chybu.

Systematické chyby
Nékteré priciny pfi méreni ovliviiuji vysledek méreni ve stejném smyslu (systematicky).
Chyby ve vysledcich méreni pak obsahuji stejnou systematickou slozku. Systematické chyby klasifikujeme
podle zplsobu plUsobeni na vysledky méreni:
a) Konstantni
b) Proménliva
c) Jednostranna
d) Postupna
e) Periodicka
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a) Konstantni
Uplatiuje se pfi kazdém méreni, stejnym znaménkem a stejnou velikosti (chyba z komparace u
pasma, kolimacni chyba pro uhel - mezi I. a Il. polohou, kolmost osy zdmérné a tocné, chyba
indexova u vyskovych Uhla)

b) Proménliva
Souvisi s proménlivou délkou méreni, mize nabyvat rlznych hodnot, které vsak v urcité skupiné
méreni osciluji kolem obecné nenulové stfedni hodnoty (konstantni slozka) (napf. chyba
z refrakce, konfigurace terénu)

c¢) Jednostranna
Tato chyba nabyva v jednotlivych méfenich rdznych hodnot, ale stale stejného znaménka (naklon
laté pfi nivelaci, nejmensi hodnota, pokud je lat svisla, chyba z vyboceni)

d) Postupna
Plynule méni svou hodnotu béhem méreni (napf. chyba v délce pasma se stoupajici teplotou)

e) Periodicka
Pribéh jejich moznych hodnot dava sinusoidu (napf. excentrickd alhidada — neni ve stfedu limbu)

Systematické chyby mizZeme z vysledku odstranit postupem méreni napf. méreni Uhlu v obou polohach
dalekohledu a nebo pocetni korekci (systematické opravy pfi presném méreni délek pdsmem)

V pfipadé pocetnich korekci je nutné stanovit zavislost dle které urcitd systematicka pricina plsobi a
tento vliv s potfebnou pfesnosti odstranit pocetni opravou. | po zavedeni pocetni opravy z(stava nadale
v méreni zbytkova systematicka chyba, kterou dale budeme nazyvat systematickou slozkou.

Nahodna chyba

| kdyz vysledek méreni zbavime vsech (predchozich) mérickych chyb, budou se ziskané vysledky
vzajemné lisit, protoze v nich zlistanou chyby jejichz velikost a znaménko zavisi na ndhodé (=nahodné
chyby).

Kazda ndhodna chyba vznikne ndhodnou kombinaci vétSiho poctu elementarnich chyb, které mohou byt
bud' kladné nebo zaporné.

Vznik
Velké kladné ndhodné chyby vysvétlujeme jako ndhodné stretnuti vétSiny kladnych elementarnich chyb.

Velké zdporné ndhodné chyby vysvétlujeme jako ndhodné stfetnuti vétSiny zapornych elementarnich
chyb.
Malé nahodné chyby vysvétlujeme jako nahodné stietnuti elementarnich chyb rizného znaménka.

Pricina nahodnych chyb

Nedokonalost lidskych smysld, zmény vnéjsich podminek pfi méfreni, ne zcela odstranéné pristrojové
chyby, které mohou ménit znaménko.
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Ze zkuSenosti dokazano — Ze pfi vétSim poctu méreni stejného druhu nebo téze veliciny miZeme
pozorovat u nahodnych chyb stejné zékonitosti jako u hromadnych nahodnych jev(; ndhodné chyby
stejného druhu maji charakter nahodné veliciny s ptislusSnym rozdélenim

Vlastnosti ndhodnych chyb popsal Gauss svymi ,Zakony ndhodnych chyb” (1809)
OBR

1) Pravdépodobnost vzniku kladné nebo zaporné chyby urcité velikosti je stejna.

2) Malé chyby jsou pravdépodobnéjsi nez velké. Nejvétsi pravdépodobnost ma chyba nulova.

3) Nahodné chyby za urcitou mezi se nevyskytuji, pti prekroceni téchto mezi jsou povazovany za
chyby hrubé, a tedy nenalezi do zdkladniho souboru chyb pfislusného méreni

m—5—0833
n 6

1—01667
6_ ’

20



6 Skutecné a nejpravdépodobnéjsi chyby

Skutecna chyba je definovdna jako rozdil skute¢né hodnoty mérené veli¢iny a mérené veliciny
& = X — li
kde X je pravd — skutec¢na hodnota mérené veliciny a [; je mérend veli¢ina

Pokud skuteéna chyba ¢; obsahuje pouze ndhodné chyby A; — jedna se o skute¢nou chybu ndhodnou.
Pokud skutecnd chyba &; obsahuje nahodné chyby a zbytkové systematické chyby A; + ¢; — jedna se o
skuteénou chybu uplnou.

Oblasti, kde mdzeme znat skutecné chyby:
1) uzavéry v trojuhelnicich: rozdil teoretického predpokladu a vysledkd méreni
OBR - g=X-1;
- & =180°—(a+ B +7y)
2) skutecna chyba ze zaokrouhleni — vime, o co jsme zaokrouhlili vysledek
g, =1,234—-1,23
3) porovnani presné a technické nivelace: rozdil dvou méfickych metod, z nichz jedna je vyznamné
presnéjsi
& = Xpiesna — Ltechnicka
Nejpravdépodobnéjsi chyba
Méfime opakované veliCinu, ze ziskaného souboru mfeni vypocitame charakteristiku polohy

(nejpravdépodobnéjsi velicinu) a pak rozdilem mezi nejpravdépodobnéjsi velicinou x a mérenou
veli¢inou [; nazyvame nejpravdépodobnéjsi chyba v; (nékdy se ji fikd také ,,oprava®)

vi=x—li
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7 Charakteristiky presnosti méreni

Charakteristiky presnosti pro zakladni soubor

Pfesnost méreni charakterizujeme mirou koncentrace vysledkd kolem skuteéné hodnoty mérené
veli¢iny. Pfi srovnani dvou metod méfeni oznacime jako presnéjSi tu metodu, u které maji mozné
vysledky vétsi koncentraci.

Vétsi koncentrace=mensi rozptyl

Zakladni stfedni chyba
Definice: Nejvhodnéjsi mirou koncentrace nahodné veliCiny je stfedni kvadratickad odchylka.

Standart.
o =+ E(A?%)

Centralni moment A= x — E(x)

V pfipadé, Ze uvazujeme skute¢né chyby (g; = X —[;), bude mirou koncentrace odmocnina ze stfedni
hodnoty ¢tverce chyb, nebo-li zakladni stfedni chyba m.
m? = E(e?) = E{(X — 1)?} = v, poéate¢ni moment
Zakladni stfedni chyba Uplna m vyjadfuje vsechny vlivy (slozky) znehodnocujici vysledek méreni, tedy i
zbytkové systematické chyby.
m? = a2 + ¢}
kde
m? ... je Uplnd variance a z ni
m2% = m ... aplna (zékladni) stfedni chyba 7, ktera vyjadfuje redlnou pfesnost méfeni
o? ... je ndhodna variance a z ni
Vo2 = ¢ ... stfedni kvadratickd odchylka standart, kterd vyjadfuje vnitfni pfesnost méreni
ciz ... je systematicka slozka (tj. zbytkova systematicka chyba), uréuje polohu centra zakladniho souboru
uplnych chyb

V obecném p¥ipadé plati m? # g2
(pro ¢isté ndhodny jev plati m? = 2)

Hodnota m charakterizuje jednim cislem cely zakladni soubor vSech moznych chyb.
Pro urcitou metodu, veli¢inu a normalni podminky je hodnota m pfedem dana, je konstantni béhem
celého méreni a nezavisla na provadéni nebo teprve planovaném méreni.

(byva uvadéna v technickych parametrech pfistroje — v manualu)

(v inZenyrské geodézii smérodatné odchylky o = m)
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Mezni parametry zakladniho souboru
Pfi urcité metodé méreni jsou parametry ¢; a o zakladniho souboru viech moznych vysledkd produktem
podminek méreni.
Nékteré podminky se postupné méni a radé opakovanych méreni l4, l,, L3, ..., L, teoreticky pfislusi rizné
zakladni soubory s okamzitymi parametry g, ¢;
01,Cy
02, C2
03,C3
O-Tl' ETL
Pro oba parametry je moZno uvaZovat variani interval
0< |Ei| < |C_max| Omin <0< Omax
Obecné:
- dolni mez plati pro nejlepsi podminky
- horni mez plati pro nejméné priznivé, ale jesté pro metodu pfipustné podminky
Pfekroceni horni meze znamend, Ze méreni jiz nepfislusi definované metodé méreni.

Z toho plyne mezni chyba |¢,| = 2.m az 3.m
Kterd se v praxi stanovi jako dvoj- aZ trojndsobek zdkladni stfedni chyby podle vyznamnosti méreni.
Z toho pak plyne mezni stredni chyba m, = m. (1 + \/nz), kde n’ je pocet stupnd volnosti, kde

- uskutecnych chyb ¢; ...n" = n tj. pocet chyb v souboru

- uopravy;..n"=n—1 tj. pocet nadbyteénych méreni, kde ,,1“ je pocet méreni nutnych

Charakteristiky presnosti vybérového souboru
V béZné praxi se vyskytuji malé soubory n-opakovanych méreni, ve kterych se vyskytne n pocet chyb.

Dle statistickych pojm0 je pocet n-vyskytnutych chyb ndhodnym vybérem ze zakladniho souboru vsech
moznych chyb.
Charakteristikou pfesnosti vybérového souboru je empirickd stfedni chyba.

(-> empiricka = vybérova — vypocitana)

m= /% -pramérna hodnota
([ee]l = et + e + &5 + -+ &2)

Empiricka stfedni chyba (m) reprezentuje jednim cislem dany soubor n chyb. Jeji hodnota zavisi na
stfetnuti n nahodnych hodnot jednotlivych chyb.

Méné pouZivané charakteristiky presnosti
Primérna chyba — je vzakladnim souboru definovdna jako stfedni hodnota absolutnich hodnot
skuteénych chyb

Uy = E(le))
Primérna chyba — je ve vybérovém souboru definovdna jako primérna absolutni hodnota skutecnych
chyb
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[lel]

Vi = =~

Pravdépodobna chyba — ma tu ciselnou hodnotu, Ze pro polovinu moznych chyb jsou absolutni hodnoty
vy$Si a pro polovinu nizsi

1
P(lel >7) = P(lel <7) =3

Ve vybérovém souboru je to tedy empirickd pravdépodobna chyba, najdeme ji tedy, kdyz chyby sefadime
podle absolutnich velikosti, pak bude empirickd pravdépodobnd chyba leZzet uprostied fady; pfi sudém
poctu chyb interpolujeme obé pro stfedni hodnoty.

Mezi témito chybami plati pomér 1:0,80:0,67
a: VT = 1:0,80: 0,67

Priklad 1:
V trigonometrické siti bylo vypocteno 400 uzavérd trojuhelnik(l. Predpokladame, Zze maji normalni
rozdéleni N(0;36).
Urcete:
a) pravdépodobnost, Ze uzavéry budou v intervalu -9;+12
b) kolik uzavérd oéekdvame v mezich +3;+15

a) zakladni stfedni chyba o =36 = 6
normované veli¢iny pro okraje intervalu -9 a +12
dolni mez

x;—E(x) -9-0 -9

—=-15

h=—7 6 6

horni mez

x, —E(x) +12—-0 12
2 o 6 6

pravdépodobnost, Ze veli¢ina je v intervalu
P(x; <x<x,)=P(t; <x <t,) =ztabulek 0,9772 — 0,0668 = 0,9104
0,9104.100 =91%

b) normované veli¢iny pro meze

xy—E(x) 3
= =—=40,5
! o 6
x, —E(x) 15
=—F=—=+425
2 o 6

P(t; < x < t,) = ztabulek 0,9938 — 0,6915 = 0,3023 — 30,23%
30,23% z celkového poctu 400 uzavérl ocekavame v intervalu <+3;+15> tj.
0,3023.400 = 120,92 tj. 120 uzavéri
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Ptiklad 2:

Madame 20 chyb a z nich budeme pocitat:

a) vybérovou stfedni chybu
b) prdmérnou chybu
pravdépodobnou chybu
-1,39
-1,12
-0,86
-0,66
-0,62
-0,54
-0,50
-0,40
-0,19
. -0,15
.-0,01
. +0,13
. +0,16
. +0,17
. 40,27
. +0,56
. +0,83
. +0,91
. +1,00
. +1,64

W NOU R WN RO

N R R R R R RRRR R
O Vo NOOULEDd, WNN R O

Ad a) vybérova stfedni chyba

Ad b) prlimérna chyba

[e€] = 11,1709

_ (111709 0,747 = 0,75
m=lT20 TUED
[lel]] 12,11 N
17|1| = T = T = 0,6055 = 0,61
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Ad c) pravdépodobna chyba
nejprve sefadme chyby podle jejich velikosti v absolutni hodnoté:
1. 1,64
1,39
1,12
1,00
0,91
0,86
0,83
0,66
0,62
. 0,56
. 0,54
. 0,50
. 0,40
. 0,27
. 0,19
. 0,17
. 0,16
. 0,15
.0,13
20. 0,01
pozice 10. a 11. jsou kolem stfedu

LN R WN

R R R R R R R R R R
O 00N LD WNPRLR O

1
r=5.(054+056) =055

Porovname vzajemné poméry

mabyt: o: v :7=1:0,80:0,67

je: m: v :7r=075:061:0,55
1

normalizujme ndsobenim Tk

1:081:0,733
— nemUzZeme potvrdit, Ze dany soubor ma normalni rozdéleni.
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8 Bodové a intervalové odhady

Intervaly spolehlivosti

V praxi ¢asto nezname charakteristiky zakladniho souboru, musime je odhadnout z ndhodného vybéru o
rozsahu n.

Bodovy odhad

Spociva v nahrazeni nezndmé hodnoty parametru rozdéleni nebo jeho funkce hodnotou vybérové
charakteristiky nebo vybérové funkce. Hlavni dlohou je urc¢eni vhodné charakteristiky pro tento ucel.

Pod hodnotou parametru si lze pfedstavit napf. zékladni stfedni chybu m = \/E(£2) vypoétenou ze
skuteénych chyb v zdkladnim souboru (obsahuje ndhodnou chybu o = /E(A2) a systematickou sloZku

2
¢). Bodovym odhadem parametru pak je vybérova stfedni chyba s = /[An—] vypoctend z vybérového

souboru.
Presnost bodového odhadu roste se zvysujicim se rozsahem nahodného vybéru.

Vybérova chyba kolisa, proto presnost odhadu vyjadfime pomoci uréené stiedni velikosti. Jednd se o
stfedni chybu odhadu, kterou je vhodné uvést u vysledku bodového odhadu.

Intervalovy odhad

Intervalovy odhad je =zalozen na vytvofeni intervalu (ry,7,), ve kterém sjistou zvolenou
pravdépodobnosti mliizeme ocekavat hodnotu nezndmého parametru 6. Vychazi se z bodového odhadu
neznamého parametru 6. Interval od r; do 1, nazveme 100. (1 — a)-procentnim intervalem spolehlivosti
parametru 6, pokud plati:
P(ri>0>nr)=1—a

Cislo (1 — a) pro 0 < a < 1 se nazyva koeficient spolehlivosti a @ se nazyva hladina vyznamnosti nebo
riziko. Volime-li koeficient spolehlivosti blizky jedné (vétSinou 0,95 nebo 0,99), Ize stouto velkou
pravdépodobnosti oéekdvat, Ze nahodny interval (1, ;) obsahuje bod 6.

Obvyklé hodnoty hladin vyznamnosti jsou

a=01..90%
a =0,05..95%
a=0,01..99%

Jsou-li udany obé hranice intervalu, mluvime o oboustranném intervalu.

Je-li uddna pouze horni nebo dolni hranice, mluvime o jednostranném intervalu spolehlivosti.
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Konstrukce intervalu spolehlivosti

Jak jsme jiz uvedli, interval spolehlivosti mize byt:
oboustranny — hladinu vyznamnosti a rozdélime na dvé ¢asti @ = p; + p, a uréime dolni mez intervalu
11 pro pravdépodobnost p; a horni mez intervalu r, pro pravdépodobnost p,.

OBR

Interval obsahuje neznamou hodnotu parametru 6 s pravdépodobnosti P =1 — (p; +p,), a pfi
symetrickém intervalu p; = p, = p s pravdépodobnostiP =1 —2.p

jednostranny — hodnota a je pfimo p, uréime dolni mez r; nebo r,, druhou mez predpoklddame
v nekonecnu. Interval obsahuje neznamou hodnotu parametru zakladniho souboru 6 s pravdépodobnosti
P =1 — p. Obé situace jsou odliSeny na obrazku.

OBR

Interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu zakladniho souboru

E(x) = X to znamend stfedni hodnota vsech x (méfenych véci) = stfedni hodnoté (aritm. priméru) ... je
to nas hledany parametr 0 tj. ,,primér zakladniho souboru”

Jsou dva pfipady:
-zndme varianci o2
-nezname varianci a2

A) znadme 2, pouzijeme normalni rozdéleni (tabulku g/c2)
Vzorec

o
X- pz\/_<X<X+tp1ﬁ
tedy

Tl—X_t

Pz\/— X+tP1\/_

B) nezndme o2, tak si uréime stfedni chybu vybérovou m s n’ stupni volnosti a pouZijeme
Studentovo rozdéleni (t podle n’)

X- pZ\/_<X<X+tp1\/_

tedy

— m —
T'1=X—t e T'2=X+t

m
pz\/’_r? P1\/’77
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Interval spolehlivosti pro odhad rozptylu zakladniho souboru

Mé&jme nahodny vybér x = (x;, X5, X3, ..., X, )T z rozdéleni N(X, o2).
Hledanym parametrem 6 je stiedni chyba o, kterd ma rozdéleni y?

OBR rozdéleni y?
Odlisime ptipad, kdy zndme a kdy nezname stfedni hodnotu E(x) = X.

A) Uvaiujme piipad, kdy zndme X a hleddme interval spolehlivosti pro parametr 2. Nejlepsim

nestrannym odhadem je charakteristika

n.s? n. s?

<0< —5——1o
Xz, (M) Xlz—pl (n)

nebo

n

<o<s.

s. ——
Xp, (M) Xi—p, (M)

B) V pfipadé, 7e nezndme X a hleddme interval spolehlivosti pro parametr o2, je nejlep$im
nestrannym odhadem charakteristika

1 n
m2== ) (¥—x)>
o E (X —x;)
i=1

! 2

Protoze veli¢ina

X 2
o
ma x? rozdéleni y%(n'), kde n’ je pocet stupiid volnosti m?, dostaneme obdobnou tGvahou jako
u zndmého X 100(1 — a)-procentni interval spolehlivosti pro parametr ¢

n'.m? 5 n'.m?
<o <

x5, (@) Xi—p, (")

nebo

!

<o<m.

x5,
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9 Zakon hromadéni chyb

Vysledek méreni x se sovu stfedni chybou my tvofi par sdruzenych Cisel. Pti kazdém dalsim pocitani musi

jit neodluc¢né spolu.

Pravidlo, podle kterého lze urcit vliv chyb mérenych veli¢in na jejich funkce, nazyvdme zdkonem

hromadéni chyb.

Odvozeni definice skutecné chyby funkce mérenych velicin

1) Nadefinovani funkci a veli¢in
X,Y,Z ... skute€né hodnoty mérenych velicin
X,¥, Z ... méfené veli¢iny

skutecné chyby

E=X—x . x=X—¢&

g =Y-y.y=Y—-g

&, =Z—2Z .. 2=7—¢&
funkce presnych veli¢in
U=fXY,Z..)
funkce mérenych velicin

u=f(xy2z2..) .. f(X —&, Y —€,Z — g, )

2) Skutecnou chybu funkce odvodime nasledujicim postupem
a) Meéfené veliCiny x,y, z, ... opravime o skutecné chyby &, €, &, ... a pfitom opravime i funkci
mérenych veli¢in u o skuteénou chybu funkce méfenych velicin g,
ute =f(x+e,y+e,z+e,..)
b) Pravou stranu rovnice rozvedeme v Taylorovu fadu

f(x+h)=f(x)+f,(x).h+f”(x).h2+---

1! 2!
pouzijeme konstantni a linearni ¢len
u du du
u+t+e,=fxy7z2..) +a.£x +@.ey +£.£Z + -
c) Nahradime tyto zapisy a zobecnime
u=f(xyz..)
Ju du Ju

Ey =

a-fx'*‘@-fy"‘&-fz'*'"'

&y = fr-&x tfy.8y + fr6, + - = [fe]
kde g, ... skute¢na chyba funkce mérenych velicin
f ... parcidlni derivace funkce podle méfenych veli¢in
£ ... skutecné chyby mérenych veli¢in
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Pouziti skutecné chyby funkce mérenych velicin
Varianta 1:

Plocha P =a.b

Danoa+ |g;| b+ |l

Urtitep =7

OBR

apP

%.sa+%.sb =b.g, +a.g

ep = [fe]l =
Tedy
P=ab
ep=b.gg+a.g
Vysledek P + &p

Varianta 2:
Plocha P =a.b
Dadno P,ep,a, b
Urtite, =7 a g, =7
aP aP
ep = [fe] =g % +%.sb =b.g, +a.g
PouZijeme zasadu stejného vlivu, ktera fika, Ze hodnotu skutecné chyby funkce rovnomérné rozdélim

.. e 7w &
mezi jednotlivé ¢leny 7“ = fr&x = fy&y = fuén

5 = b.g, ?P =a.g,
Stfedni chyba funkce mérenych velicin
Vime, e pro zékladni stfedni chybu plati m2 = E(g2)
1) Vyjdeme z definice pro skutec¢nou chybu mérenych veli¢in
eu = [fel = fr- & +fy-&y +frgs
2) Umocnime
55 = ng% + fyzgjzz + fzzgz2 + fofygxey + 2f, fréxE2 + nyfzgygz
3) Stredni hodnoty
E(ed) = E(fZe2) + E(ffe]) + E(f7e2) + 2E(fifyexey) + 2E(fefrexes) + 2E(fy frey€;)
E(ed) = [E(f2eD)] + 2[E(fifyexey)]
Podrobnéji E(fxfyexsy)= fxny(gxgy) = fxny(sx)E(sy)
Vime, Ze plati E(A) = 0, kde A= x — E(x). Pro skute¢nou chybu plati ¢, = X — [; a pokud ¢;
neobsahuje systematickou slozku, pak ; = A a ztoho E(g;) = 0. Pak ¢len Z[E(fxfysxey)] vymizi
a mame
E(el) = [E(f?e?)] = [f?E(e)]
4) Sttedni chyby m? = E(&?)
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tj. Ctverec zéakladni stfedni chyby funkce mérenych veli¢in je roven souctu soucini ¢tvercd
parcidlnich derivaci funkce podle mérené veliiny se ¢tvercem zakladni stfedni chyby mérené

veliciny.
Ve vybérovém souboru pak platim2 = [ffmm]
Ziskam empirickou stfedni hodnotu chyby.

Pouziti stfedni chyby funkce mérenych velicin
Varianta 3:

Plocha P =a.b

Dénoatm, bxtm,

Urcitmp =7

Pouzijeme zdkon hromadéni chyb

m3 = [ffmm] = (3—2)2 .mZ + (g—i)z .m2

Z toho pak vypocfteme mp.

Varianta 4:

Plocha P =a.b
Ddnomp,a, b
Urtitm, =? my =?

— K2 2 2 2
= b*.mg + a*.m;,

m2 = [ffmm] = b%2.m2 + a®.m}
PouZijeme zdsadu stejného vlivu, kterd fika, Ze hodnotu ctverce stfedni chyby funkce rovnomérné

2
vz .. Y m
rozdélim mezi jednotlivé cleny —* = fémz = f;im3 = fZm3

tedy

Skutecna chyba funkce - priklady
Priklad 1 (pro variantu 1):

Vypoctéte plochu uzkého obdélnika, byly méreny strany
a=320,1m
b=21,2m

Namérené hodnoty byly pfi méfeni (Uimysiné) zaokrouhleny na decimetry. Jakou maximalni chybu ve

vysledné plose toto zaokrouhleni zplsobilo?
&, = 320,05 -320,1 = —0,05
= 320,14 - 320,1 = +0,04 -
g, =21,15-21,2 = —0,05
=21,24-212=40,04 -
aP daP

ep = [fe] =%.£a+%.

leg] = 0,05

|€b| = 0,05
€, = b.e, +a.g, = 21,2.0,05 + 320,1.0,05 = 17,065 = 17,1 m?

P =ab=320,1.21,2=6786,12

Vysledek 6768,1 + 17,1 m?
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Priklad 2 (pro variantu 2):

Mame urcit plochu obdélnika zméfenim stran a=20 m, b=5 m. Stanovte presnost méreni, aby plocha

neméla vétsi chybu nez 1 m?.

Ep Ep
5 = b.g, 5 = a.ep
1 1
E=5.Sa E=20.€b
0,5 0,5
Sa=?=0,1m Sb=%=0,025m

Priklad 3 (pro variantu 1):

Jak se zméni u pozemku tvaru trojuhelnika vysledek vypoctené strany c, pokud bychom vychozi hodnoty
zaokrouhlili, a to stranu a=175,25 m na metry, stranu b=193,70 m na metry a Uhel y=45°38" bychom

zaokroubhlili na celé stupné.
Vstup:
a=175m
b=194 m
y=46°
Strana c se vypocte podle vztahu
c? = a? + b? — 2ab.cosy
vysledek c=145 m
skutecné chyby:
&, =17525—-175=40,25m
&, =193,70—194 = —-0,30 m
g, = 45°38' — 46° = —22'
_&y 22
Y pr T 3438
Na vypocetni vztah aplikujeme zdkon hromadéni chyb
dc dc dc dc ¢,

%.SC =£.€a +%.€b +$.p,

180.60

€ = —0,0064 kde p' =

!

€
2c.e. = (2a — 2b.cosy).e, + (2b — 2a.cosy).g, + (Zab.siny).p—]j | : 2¢

_ (2a—2b.cosy) N (2b — 2a.cosy) N (2ab.siny)

Fe 2c ‘a 2c &b 2c &
(a — b.cosy) (b —a.cosy) (ab.siny)
E = LEq T+ L& t+ .E
c c a c b c Y

& = 0,2775.0,25 + 0,4996.(—0,30) + 168,42.(—0,0064) =
= 0,069 — 0,150 - 1,078 = —1,159
& =-1,16m
MuZete oveérit vypoctem z presnych hodnot (145,24 vs. 144,08)

Stfedni chyba funkce méreni - priklady
Priklad 1 (pro variantu 1):

Pro urceni plochy obdélnika byly méreny strany
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a=20321m m,=%1011m
b=31542m my =40,12m
UrCete stfedni chybu vysledné plochy m,,.
m2 = b%.m3 + a®>.mj = 1798,46
m, = 42,41 m*

Priklad 2 (pro variantu 2):

Prevyseni h budeme poditat ze vzorce h = s.tan a.
S jakou presnosti musime urcit vodorovnou vzddlenost s=240 m a s jakou presnosti musime uréovat
vyskovy Uhel a=7°, abychom prevyseni ziskali se stfedni chybou m;, = +0,04 m ?

Zakon hromadéni chyb

oh\? oh 2
m,zl=[fmm]=(£) .m§+(a) Ta
m

m2 = (tan a)?.m? +(

PouZijeme zasadu stejného vlivu

2 2 2 2
M anarme TR (LS Ma
> = (tana)*.m? 5 = (cosza) >
, _ mj , _ ,mp.cosa
Ms = tanZa Ma =P 252
p? vyjadiime v Uhlovych jednotkach, které pozadujeme. Zde v Sedesatinnych vtefinéch t;j.
180 * 3600 ,
= —=206265
Vypocteme vysledek
m; = 0,25m m, = 24"

Tj. cca jedno promile (0,25 z 240 a 24”=0,0066° ze 7°)

Sinova véta
Mdme trojuhelnik, ve kterém je ddno:
b =21020m my =+10,14m
a =57°30" m, = +0,33’
p = 62°40" mg = 10,33’

Urcete stfedni chybu odvozené strany a.

Pro vypocet strany a pouzijeme sinovou vétu:

a b ¢
sina  sinf  siny
1
a=b.——.sina =199,56m

sinf8

da\* da\* m2  (da\* m;
2 _ 2 - _0.’ —_ —ﬁ:
m“_[ffmm]_<6b> 'mb+<6a> " p2? +<8[5’) " p2?
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sin a\ b 2 m2 _ 2 mj
=(—) mi+ | =—p.cosa| .— +(b.sina.——.cosf| .— =
sin B sinf p sin“ p

+(~103,149)2. 22 =0,017913
m, = 0,13 m

0,332
343812

m2 = (0,94939)2.0,14% + (127,135)2.
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10 Vyrovnani méreni primych

- Tento zplsob pouZijeme, je-li jedna veli¢ina méfena opakované — n*opakované
Stejny postup, stejnd presnost -> stejna vdha
NEBO

Kazdé méreni ma obecné rliznou prfesnost — nestejnd presnost -> rlizna vaha

Nejprve se zabyvejme variantou, kdy vSsechna méfeni maji stejnou vahu.

Z méreni dostdvame soubor namérenych hodnot

05,0,

Ukolem vyrovnani bude najit nejpravdépodobnéjsi hodnotu mérené veli¢iny x tak, aby pro soulet
Ctvercl oprav platila podminka
[vv] = min -> nejpravdépodobnéjsi chyba
oprava
vi=x—1;
dosadme
v +v?+v2+ v+ +v2=min
=01 +(x—0L)?2+ (x—13)*+ (x — 1?4+ + (x = [,)®> = min
parcidlni derivace
0 Y= (x — 1;)? —0
dx
2= 1))+ 2(x— L)) +2(x—l3)+2(x =l + -+ 2(x—-1,)=0
x—l+x-LY)+x-L)+x-l)++x-1,)=0
z toho dva zavéry:
- jelikozv; =x —l; pak[v] =0
- ztoho n.x —[I] = 0 apakx =%
[{] je soubor méfeni
Tedy
Lt AL+t
x= n
Podminka vyrovnani [vv] = min vede k aritmetickému prdméru <= charakteristice polohy

Kontrolou spravnosti ¢iselného vypoétu oprav je splnéni [v] = 0

Odhad skutec¢né chyby aritmetického priméru

& =X—x
skutecna chyba jednotlivého méreni vs. nejpravdépodobnéjsi chyba jednotlivého méreni
£i=X—ll' vl-=x—li
X=€l'+ll' X='Ui+li

dosadmedoe, =X — x
sx=£i+li—vi—li
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n.& = [e] = [v]
= [e]
£

seCteme pres vsech n méreni
N. &
£, =—
* n

]

coz je skutecna chyba aritmetického prdmeéru.
1) Vyjdeme ze vztahu pro skutec¢nou chybu aritmetického prdméru
T n

Pfi odvozeni stfedni chyby aritmetického priméru
SX

Vyjadiime Ctverec skutecné chyby aritmetického priiméru
2
PG
X nz

— [52]:

2)

co? plati za predpokladu, ze [£]?
+2.(g16 + &3 F &4+ F g6 F Exe3 F ez + o F g8, F e384 +

protoze
[e]?=ef+ef+ei+ef++&h
+ ez, + o+ Ep16n)
Alm (5152 + &1&3 + E1&4 + 4 E1&n + Er&3 + E3&y + -+ Er&n + E3&y + o4 E3&p + .-
— 00

a jelikoz plati, Ze
+&n180) =0
[E(?)]

tak platii[¢]? = [£?]
3) Stredni hodnota
2y —
E(&‘x) - nz
pficemz v Citateli
[Mm?] = m% + m3 + m§ +m§ + -+ m2
a jelikoZ jsme na zacatku deklarovali, Ze vSechna méreni maji stejnou presnost, pak
[Mm?] = n.m?
4) Stredni chyba
., wm? m?
m = = —
x n? n
zakladni stfedni chyba
o m
m, =+—
X \/ﬁ
vybérova stredni chyba
+ m
m, =+—
X \/ﬁ
37

vybér -> pocitam rozptyl
Obvykle ale nezname skutec¢nou hodnotu X a skutecné chyby &..

Empiricka stfedni chyba vypoctena z oprav
Vyjdeme z definice skute¢né chyby a nejpravdépodobnéjsi chyby

1)



2)

Si:X—li:A+T vi=x—li=A
Vyjadfime si skuteénou chybu aritmetického priméru
& =X—x
gx:Ei-l_li_vi_li
Ex =& — U
& =Vt &

Vytvofime souctovou rovnici pro n méreni
i=1 & =v+2vg +&?
=2 &2=v5+2v,6,+¢&2
i=3 &2=v2+2v3e, + &2
i=n &2=v:+2v,e +¢£2
sefteme rovnice
[eg] = [vv] + 2[v]e, + n. g2
pfipomerime, Ze [v] = 0
vyjadireme [vv]

[vv] = [eg] — n. &2

V dalsim kroku uréime stfedni hodnoty ¢tvercl skutecnych chyb a oprav
E([vv]) = E([ee]) — n. E(&5)

Dle vét o stfednich hodnotach a v pfipadé, Ze uvazujeme nahodné chyby, bude platit pro stredni

hodnotu ¢tverce skutecné chyby:
E([ee]) = n.E(¢?) = n.m?
a pfipomerime
=2
_ m
E(ef) =mg = -
pak
TT‘LZ
E([vv]) = n.m? — R (n—1).m?

Stfedni hodnota sumy ctverce oprav
E([vv]) = n.E(v?) = n.m>

Stfedni hodnota je priimérna hodnota ¢tverct oprav E (v?) = % atedy m2 = %
Porovnejme E([vv]) z obou rovnic

n.m2 = (n — 1).m?
dosadme

ﬁ.@ = (n—1).m?

R
Protoze pocitdme [vv] z vybérového (a ne zékladniho) souboru, m? — m?
[vv] = (n — 1).m?
[vv]
C(n-1)
m ... je empirickd stfedni chyba jednoho méreni vypoctena z oprav
[vv] ... nejpravdépodobnéjsi chyba
vi=x—1=A

2
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n-1 ... pocet nadbytecnych méreni v souboru
n je pocet méreni v souboru
1 méFeni nutné
Tj. je to pocet stupni volnosti

Empiricka stfedni hodnota m vypoctena z prav reprezentuje n-ndhodnych slozek v souboru n-chyb.
Je proto odhadem zékladni stfedni chyby ndhodné a jeji &tverec m? je odhadem variance.
Proto by se méla oznacovat ms nahodna na rozdil od empirické stfedni chyby nahodné, kde skutecné

chyby € mohou obsahovat i systematickou slozku.

5) Vysledek vyrovnani ptimych méreni — charakteristika polohy a charakteristika rozptylu:
(x £my,)

m, ==

3
I
H

3
x

I
H+
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11 Pouziti pribliznych hodnot pri numerickych vypoctech

Delta metoda

K usnadnéni vypoctu nahrazujeme mérenou veli¢inu pfibliznou (ndhodnou x,) a dopliikem J; — proto

delta metoda.
Mérena velic¢ina

l1=x0+61
l2=x0+62
ln=x0+6n

Xo volime tak, aby doplriky J; byly kladné
Pak
[l] = n.xq + [J]

dosadime do aritmetického priméru

[ _nx_ [8] (5]

n n n n
...vypocet pro vyrovnané veli¢iny.
Vyjadtime si opravu v;

vi=x—1li=x—xy—6;
l; =x¢+ 6;

[vv] =v2+vZ 4+ v+ 4+ v =v(x —xg— 81) + V(x —x9 — 63) + v3(x — x5 — 83) + -

[vv] = v1x — VX9 — V101 + VX — UyXg — V205 + U3X — U3Xy — V303 + +=-
[vv] = [v]x — [v]xy — [v5]
jelikoz [v] = 0, pak

[vv] = —[vd]
(Diky zaokrouhlovani nemusi byt vidy rovnost spinéna presné.)
Priklad:
i li (m) é,'(mm) v,»(mm) ViVi vidi
1 | 226,252 2
2 | 226,255 5
3 | 226,258 8
4 | 226,257 7
5 | 226,253 3
2 25

Délka byla mérena 5x stejnou presnosti. Vypoctéte nejpravdépodobnéjsi hodnotu mérené délky a
charakteristiky presnosti.

n=5
1) Stanovime pribliznou hodnotu x, (nejmensi zaokrouhlena nebo nejmensi namérena)
X0=226,250 m
l; =x9+ 6;
i =li—xo

2) Vypocet aritmetického priiméru
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3)

x=x+ 2 = 226250 + 22 = 226,255 m vysledek
n 5

(mUze byt hodnota zaokrouhlena e, = X — x — pak pouZit chybu ze zaokrouhleni — napf.

226,2556 pridat max. jedno misto)
& =0
Opravy
Vi =X —Xg— 0
kontrola [v] = 0 (pokud je zaokrouhleno, neninula [v] = +n.¢,)
vypocet [vv]

kontrola [vv] = —[vd] (nebude platit, pokud se zaokrouhli |[vv]| — |[v6]| = te&,.[5]

stfedni chyba jednoho méreni

[vv]

m==
“yn-1

m = +2,549509757 (= 2,55 mm)
stfedni chyba vysledku (praméru)

m, ==

I3

m, = £1,14 mm
zapis vysledku x + m,, (n” =..) n’je pocet stuprii volnosti
226,255m + 1,1mm (n" =4)
(226,255 + 0,011) m (n’ = 4)

+stfedni chyba funkce
+skutecna chyba funkce
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12 Vyrovnani primych méreni nestejné presnosti
Opakované méfrime tutéz veli¢inu, kazdy vysledek méreni ma jinou presnost.

l1 s ml ...pl
ly..my..py
l3.. M3 ..p3

Ly, ... My ..py

Vahap; = #

i

Véta 1: Pravou stranu vynasobime k — malé celé bezrozmérné cislo

k
bi :r?l_iz
Véta 2: plati
P1- i = pp. T3 = p3. M = =pp.j =k

Véta 3: souciny jsou konstantni a jsou rovny ¢tverci stfedni chyby jednotkové (p, = 1)

2 _ —2 _ —2 —2 5 _ —2 _ =2
p1.M] = p. M5 = p3. M3 =+ = pp. My, = k = po. Mg = MG

Podminka vyrovnani metodou nejmensich ¢tvercl

[pvv] = min
rovnice opravv; = x — I; ... p;

[pvv] = p1.vZ + py. V2 + p3. V2 + -+ + pp. V2 = min
p1-(x = 1)* + pp. (x = 1)* + ps. (x = I3)? + -+ pp. (x — [,,)*> = min
0 =1 pi(x — 1;)?
0x
2p1(x — 1) + 2pp(x — 1) + 2p3(x — l3) + -+ 2pp(x — 1) =0 |:2
p1Vv1 + PV + pa3vs + o+ Py =0

=0

[pv] =0
p1X — p1ily + pax —paly + p3x —pslz + -+ ppx —puply =0
[p]l.x = [pl] =0
_ M _ pili + p2ly + p3ls + -+ prly
[p] P1tp2tps+-tpn

Vysledkem je vazeny neboli obecny primér.
Obecny: pokud za p; = 1, pak [pl] = [I] a [p] = n tj. aritmeticky pramér

Odhad stredni chyby jednotkové
V fadé mérenych hodnot s nestejnou presnosti ly,1,, 13, ... , 1, kterym pfislusi zakladni stfedni chyby
mq, My, M3, ..., My, se uplatnily skutecné chyby &, &5, &3, ..., &,.
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ly...my.. &
l2 ren TTI,Z s 82
l3.. M5 ... &

ly ..My ... &,

VSechny mozné hodnoty vSech chyb tvofi smés riznych zakladnich soubord, tedy rdznorody soubor se

spolec¢nou stredni hodnotou.
Ei:X—li... TTll'

Jestlize hodnoty vSech chyb &;,¢&;,¢€3,...,&, zredukujeme na jednotku vahy, dostaneme soubor

redukovanych skute¢nych chyb ’; (¢4,€"5,€’3, ..., )

. . 1
Vime, ze p; = —

N

Troj¢lenka
Eli & 1
== =& = =& i
1 m  “m Pi

Pak pro redukované chyby &'y,&'5,&3,...,€", vytvori dohromady stejnorody soubor charakteristik

Ctverce zakladni stfedni chyby jednotkové
m§ = E(e?) = E(pee)
protoze m? = E(g?)

[pee] + [pee]
n n

m§ =

Vybérova stfedni chyba jednotkova — aposteriorni — vypoctena z oprav

[p!] [pvv]
X=—=,; vy=x—1l; my=+=%
[p] n—1
Stfedni chyba i-tého méreni
% 2. =2 _ =2 _ =2 _ ... _ —=2 _ 1, _ 2
Véta3: p;.mf = p,.m5 =p3.m5 = =p,.m;, =k =mg
i=1..n
pi. M} = mg
pi.m; = mg
2
m
m?=—
Di
Mo
m; =

Stfedni chyba vazeného priméru
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my my
mx —_ —

Dx [p]

Priklad — aritmeticky primér
1. den: /11,12,13 . ll = M

3
_ A+,

2. den:/11,/12 lz 2

N 5 T 342
p1=3 p,=2 p;+p..[pl]

X

Shrnuti:

vstupy: méreni, jejich vahy, stfedni chyby (apriorni)
ppolyomy
Pz - ly..my
p3 - l3..m3
P - lp omy

1

D =—5
L mlz

Vyrovnana hodnota, stfedni chyba jednotkovd, stfedni chyba méreni (aposteriorni), stfedni chyba
vyrovnané hodnoty

xzw my =+ [pvv] m-=ﬂ m, = o
[l % T n-1 B RN 7Y
Vysledek
ximx(n,= )

Kontrolni rovnice
Pfedpokladejme
li=xy+6;, i=1273,..,n
[l] =n.xq + [6]

ale mame vahy p; [pl] = [plxo + [pS]
pak
[pd]
X =Xg+—=
° " Ip]
opravy

Vi=X—Xg— 61'
pak
[pvv] = p1. V1. V1 + D2 V2.V + P3. V3. V3 + 0+ PV U, =
=p1.V. (X — X9 —81) + P2 V0. (X — X9 — 82) +P3.V3. (X — X9 — 83) + -+ P V. (x — X9 — &) =

44



=P1.V1.X — P1.V1. X9 — P1.V1-01 + D2. V3. X — P2. V3. Xg — P2. V3.0, + P3.V3. X — P3.V3.X — P3-V3.03

+ o+ PpVp X — Dp- V- Xg — P Vp-Op =
= [pvlx — [pv]xo — [pvé]

protoze [pv] = 0, pak

[pvv] = —[pvd]

-> pro kontrolu vypoctu [pwv].

Ptiklad:

Pti zkouSce nového teodolitu byl méren thel ve 4 dnech, vidy v jiném poctu skupin. Aritmetické priméry
pro jednotlivé dny a jejich stfedni chyby jsou uvedeny v tabulce. Vypocltéte nejpravdépodobnéjsi
hodnotu a charakteristiku hodnoty.

i |li(g) mii (cc) | pi di (cc) | pidifcc) | vi(ee) | pwilcc) | pvivi pvid;
1 | 65,8232 1,14 0,77 | 2 1,54 +0,6 +0,46 0,28 +0,92
2 | 65,8236 1,46 0,47 |6 2,82 -3,4 -1,60 5,43 -9,59
3 | 65,8233 0,60 2,78 |3 8,34 -0,4 -1,11 0,44 -3,34
4 | 65,8231 0,81 1,52 1 1,52 +1,6 +2,43 3,89 +2,43
(1 554 | 12 14,22 +0,18 10,04 -9,58
1) Volbavah
1
pi = m—lz
2) Priblizna hodnota, nejblize, zaokrouhlena, nejmensi (kvili znaménkim)
xo = 65,82308
3) Vypocet doplnka
li=x0+5i 5i=li—x0
4) Nejpravdépodobnéjsi hodnota x
X =xy+ @ = 65,823268
[p]
chyba ze zaokrouhleni ¢, = 65,82325678 — 65,823268 = —0,00000338
5) Opravy
Vi =Xx—X9— 6
Kontrola: [pv] = 0, pokud [pv] # 0 — [pv] = t&,.[p] = £0,18 vyhovi
6) Vypocet [pvv]a [pvd] s kontrolou
[pvv] = —[pvé]
[pvv] — |pvé| = *é;. [p6]
0,46 = +0,033.14,22 = +0,47 vyhovi
7) Odhad stfedni chyby jednotkové
mo =+ PP _ 41 gaec
n—1
8) Stredni chyba vyrovnané veliciny
m, = + % = +0,78°
[p]
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9) Vysledek

xtm,(n =...)
65,823268 + 0,8 (n' = 3)
(65,82326 + 0,00008)8 (n' = 3)
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13 Mérické dvojice stejné presnosti
Meéftické dvojice (=méreni tam a zpét)

Soubor méfickych dvojic méfime 2x (tam a zpét)
Pro tento pfriklad:
OBR — 4 méfické dvojice
Postup:
Xap = X1+ Xy + X3+ X4
aritmeticky pramér

L+

x; = >
charakteristiky presnosti
nepouziva se

vi=x—1;
misto toho jsou zaloZeny na diferenci
di=1;—1
diference (v tomto prikladu jsou 4)

g=x—1 - li=—g+x
g =x—1l; - l;lz—e{ +x
takze pro diferenci
di=li—-l, =—g+x+eg —x=¢ —¢g

Zakladni stredni rozdil
vime m? = E(e?)

jelikoz
E(e/e) =E(g;).E(g)) = E(A).E(A) =0
pak
mi =E(d?) =E (5”2) +E (812) =m?+m? = 2m?

tj. Ctverec zakladni stfedni chyby

pramérna hodnota — vybérova



dosadime

dal |, |l4)
n 2n

m je empiricka stfedni chyba jednoho méreni libovolné mérické dvojice (napt. 11", L', "', ", ...

stfedni chyba priméru v mérické dvojici

m
m, = —
X \/ﬁ
kde n=2 atedy
[dd] 1 [[dd]
™=2x 20" T2 n

stfedni chyba vyrovnané hodnoty xa s

2 2

0x 2 Jx 2 dx dx
= = (52 i+ (52 i+ (52 i+ (52
1 2

aX3
m, = 1*mi +1°mg, + 1*’mi + 1°mg,

0x,

jelikoz my; si jsou rovny
2 — 2
my,, = n.mg,
My, p = My, 1

coz je charakteristika vyrovnané hodnoty celé traté (souctu dvojic)

2
X4

)
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14 Mérické dvojice nestejné presnosti

Formulace ulohy: nestejné Useky, A je zndmy bod, B je nezndmy bod
OBR
XAhpp = X1 +x; +x3+ x4
L+
T2

Xi
charakteristiky presnosti
Pyt dy =1 — 1
dor = d1-\/z
doy = dz-\/a
dos = d3-\/ﬁ
dos = d4-x/ﬁ

pak
[dodo] = [pdd]
stfedni chyba jednotkova my == %
1 [[pdd]
=4+_
Moy = +3 n
pokud zavedeme vahy, jako se zavadi u nivelace
1
Pi = s;[km]

pak pro oddil

stfedni kilometrova chyba

presnost vysky (libovolného bodu)

presnost prevyseni hag

mAhAB = mOx- [S]
kde [s] je délka pofadu mezi body Aa B v km

presnost vysky bodu B
mg = mi + myp, .
presnost vysky mérického bodu

mg = mg +mg 2
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Pocetni priklad:

Nivelac¢ni porad skladajici se z 6 oddil( byl zaméren presnou nivelaci. Hodnoty tam a zpét a délky oddil(

jsou uvedeny v tabulce.

Provedte vyrovnani a rozbory pfesnosti tohoto nivelac¢niho pofadu.

I l,(m) l,(m) s,-(km) x,-(m) d,(mm) d,’ d/ (dﬁ'l)z Pi Pi d,‘ d,' d,' d,‘/S,‘
1| +2,5003 -2,5002 0,31 | +2,5003 +0,1 0,01 1,21 3,23 0,03 0,03
2| -0,4358 +0,4354 0,58 -0,4356 -0,4 0,16 0,36 1,72 0,28 0,28
3| +2,4519 -2,4523 0,69 | +2,4521 -0,4 0,16 0,36 1,45 0,23 0,23
4| -2,7926 +2,7925 0,39 -2,7926 -0,1 0,01 0,81 2,56 0,03 0,03
5| +2,0644 -2,0640 0,65 | +2,0642 +0,4 0,16 1,96 1,54 0,25 0,25
6 | +1,7356 -1,7354 0,62 | +1,7355 +0,2 0,04 1,44 1,61 0,06 0,06
2 | 45,5238 -5,5240 3,24 | +5,5239 -0,2 0,54 6,14 0,88 0,88

méfické dvojice nestejné presnosti:

1)

Vypocet vyrovnaného prevyseni v rdmci mérickych dvojic
Vyrovnané prevyseni mezi pocatec¢nim a koncovym bodem
Provedeme kontrolu vypoctu vyrovnaného prevyseni (A-B)
b) Ah= @ = 5,5239 m
Vypocet diferenci

OBR

kontrola [d] = [I'] = [”'] = —0,2 mm
Vypocet [dd] a kontrola pomoci vztahu

a) = X1, X2,X3,X4,X5, X = [x;]

[dd] = [(d + 1)?] - 2[d] - n=6,14—2.(—0,2) — 6 = 0,54

[(d+1?]=[dd +2d + 1] = [dd] + 2[d] + n

Vypocet vah
_ 1
pi= s;(km)
L dd
Vypocet [pdd] a kontrola, zda [pdd] = [T]

Stfedni kilometrova chyba

1 rdd
mog== [—. [—] = 40,27 mm
2n Ls

Stfedni chyba bodu

1 |1 rdd
my == |—. [—] = 10,19 mm
x 2 n Ls

Stfedni chyba prevyseni

Map,, = Mg,/ [s] = £0,34 mm

Vysledek

Ah + mup, =5,5239m + 0,34 mm
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