EVROPSKA UNIE
Evropskeé strukturalni a investiéni fondy

Operaéni program Vyzkum, vyvoj a vzdélavani MINISTERSTVO SKOLSTVI,

MLADEZE A TELOVYCHOVY

Tenzorova mechanika

Milan Jirasek, 2022

@O0

Toto dilo je vydano pod licenci Creative Commons BY-SA 4.0.
Licen¢ni podminky jsou k dispozici na adrese https://creativecommons.org/licenses/by-sa,/4.0/ .






Prednaska 1

Piehled latky

Vektorovy prostor, jeho prvky (vektory), zdkladn{ operace a jejich vlastnosti, nulovy vektor. Linedrni kom-
binace vektort, linedrni nezavislost, baze, dimenze. Slozky vektoru vzhledem k béazi, reprezentace vektoru
pomoci béze, souvislost mezi vektorem a sloupcovou matici jeho slozek (vzhledem ke zvolené bazi).

Definice linearni formy jako zvlastniho piipadu linedrniho zobrazeni, operace s linedrnimi formami
(scitdni linedrnich forem a nésoben{ linedrn{ formy skaldrem), prostor vsech linedrnich forem (dudlni pro-
stor). Slozky linedrn{ formy vzhledem k bézi, vypocet hodnoty linedrni formy pro dany vektor s vyuzitim
slozek vzhledem ke zvolené bazi (tj. hodnot, kterych nabyva pro bdzové vektory), reprezentace této ope-
race pomoci maticového ndsobeni. Zjednoduseni zdpisu pomoci séitaci (Einsteinovy) konvence. Ndzornd
predstava o linedrni formé, napt. sila jako linedrni forma, kterd kaZdému vektoru predstavujicimu posun
pritazuje skaldr predstavujici prdci vykonanou touto silou na daném posunu.

Definice bilinearni formy. Slozky bilinearni formy vzhledem k dané béazi, tj. hodnoty, kterych nabyva
pro dvojice bazovych vektori. Oznaceni slozek indexy, souvislost mezi bilinedarni formou a matici jejich
slozek. Vypocet hodnoty bilinearni formy pro dané vektory s vyuzitim slozek vzhledem ke zvolené bézi,
reprezentace této operace pomoci maticového nasobeni. Symetrické bilinedrni formy a pozitivné definitni
bilinearni formy—obecné definice téchto vlastnosti nezavislé na slozkach, souvislost s vlastnostmi matice
slozek.

Skaldrni souc¢in jako symetricka pozitivné definitni bilinedrni forma, norma vektoru, ihel mezi dvéma
vektory, ortogonalita vektoru. Ortonormalni baze, Kroneckerovo delta. Vypocet slozek vektoru vzhledem k
dané ortonormdlni bézi pomoci prumétu (skaldrniho soucinu s bazovymi vektory).

Linedrni forma odpovidajic{ danému vektoru (v prostoru vybaveném skaldrnim souc¢inem). Tvrzeni,
ze kazdou linedrni formu lze zapsat jako skalarni soucin s jistym vektorem. Ztotoznéni linedrnich forem
s vektory, a tedy ztotoznéni dudlniho prostoru (prostoru vsech linedrnich forem) s vychozim vektorovym
prostorem. Souvislost mezi vektory, linearnimi formami a sloupcovymi maticemi jejich slozek.

Trilinedarni a kvadrilinearni formy, obecny pojem multilinedrni formy. Tenzor jako multilinedrni forma,
fad tenzoru. Slozky tenzoru (multilinedrnd formy) vzhledem k dané bdzi, oznacdend sloZek indexy, pocet sloZek
tenzoru m-tého Tddu, vipocet hodnoty multilinedrni formy pro dané vektory s vyuzitim slozkového zdpisu.

Poznamka: Kurzivou jsou uvedeny partie, které se na pfedndsce neprobraly, piipadné probraly jen
netplné.

Dopliiujici poznamky

Ortonormdlni baze (jiz probrino)

Na prednasce byla definovana baze vektorového prostoru V jako skupina linedrné nezavislych vektoru
b1, bs, ... by, pomoci kterych lze vyjadrit libovolny vektor u € V' jako jejich linearni kombinaci

u = Uibi (1)

Pripomente si, ze v tomto vztahu je pouzita s¢itaci konvence a vyraz na pravé strané predstavuje soucet
u1by 4 usbg + ... + ugbq. Cisla U1, Uz, - - - Uq jsou slozky vektoru u vzhledem k dané bazi.

Otazka je, jak slozky vektoru urcit, jestlize nejsou zadany a k dispozici mame pouze vektor u a bazové
vektory. Pri FeSeni této tlohy lze vyuzit skaldrni sou¢in a prendsobit obé strany vztahu (1) postupné
jednotlivymi bazovymi vektory. Po skaldrnim vyndsobeni vektorem b, dostaneme’

bj a4 = bj . bzul (2)

V tomto vztahu je ¢ séitaci index, zatimco j muze postupné nabyvat hodnot 1, 2, ...d, pficemz kazdé z
téchto hodnot odpovida jedna rovnice. Po pfehozeni pravé a levé strany a rozepsani jednotlivych rovnic

INa piedndsce jsme rovnici (1) pfendsobili bazovymi vektory zprava a v tomto textu zleva, ale vzhledem ke komutativité
skaldrniho souéinu jsou oba postupy zcela ekvivalentni. Vsimnéte si, ze matice koeficientu v rovnicich (3)—(5) je symetricka.
Navic jsme na prednaSce rovnou pouzili ortonormalni bazi. Zde se snazime ukazat, jak by se postup zkomplikoval, kdyby baze
nebyla ortonormalni.



bychom dostali

(bl . bl)ul —+ (bl . bg)UQ 4+ ...+ (bl . bd)ud = b1 -u (3)
(b2 . bl)ul + (bg . b2)U2 + ...+ (bg . bd)ud = by-u (4)
(bd . bl)ul —+ (bd . bQ)Ug 4+ ...+ (bd . bd)ud = bg-u (5)

Jedna se o soustavu d linedrnich rovnic pro d neznadmgych slozek uj,us, ... uq, kterou lze fesit napt. Gaus-
sovou elimina¢ni metodou.

Situace se vyrazné zjednodusi, pokud zvolime bdzové vektory tak, aby byly navzdjem kolmé (neboli
ortogondln{). Protoze skaldrni sou¢in dvou ortogondlnich vektoru je nulovy, rozpadne se soustava (3)—(5)
na d nezavislych rovnic a jeji feseni bude snadné. Navic muzeme bédzové vektory volit jako jednotkové (tj.
jako vektory s jednotkovou normou). Pak budou jednotkové i koeficienty by - by, bs - bg, atd., a nezndmé
budou pfimo rovny pravé strané. Baze tohoto specialniho typu se nazyva ortonormdini a jeji bazové vektory
budeme znacit e, es, ... eq.

Jiz zminéné pozadavky na ortonormélni bazi miuzeme piepsat ve tvaru

€;-€; = 5ij (6)

kde 4;; je tzv. Kroneckerovo delta, definované vztahy

_J 0 proi#yg
51]{ 1 pI‘Oi:j (7)

Pokud pracujeme s ortonormdln{ baz{, mizeme misto (2) napsat
€;-U=¢€; €;U; = 0j;U; = Uj (8)

Tim ziskdme pohodlnou metodu pro urceni slozek vektoru vici ortonormadlni bazi. Slozka u; se spocitd jako
skaldrni souc¢in vektoru u s j-tym bazovym vektorem e;. Neni tieba feSit zddnou soustavu rovnic a v tom
spociva velkd vyhoda ortonormalni béze.

Dobfte si rozmyslete posledni rovnost v rovnici (8). Index i je zde séitaci, zatimco index j je pro jednu
rovnici tohoto typu pevné zvoleny (i kdyz muze nabyvat ruznych hodnot, ale kazdé z nich odpovidd samo-
statnd rovnice). Pro urcitost polozme napf. j = 2. Vyraz do;u; predstavuje podle séitaci konvence soucet
0211 + dootio + . . . + doquq. Koeficienty do; jsou ale nulové pro viechna i # 2, takze nenulovy je pouze koefi-
cient do9, ktery je roven jedné a nasobi neznamou us. Obecné jsou v j-té rovnici nulové viechny koeficienty
s vyjimkou toho, ktery nasobi nezndmou u; a ma jednotkovou hodnotu. Proto miZzeme misto d;;u; napsat
jednoduse u;. Tato ivaha se bude v upravach vyrazi obsahujicich Kroneckerovo delta ¢asto opakovat a
muzeme z nf vyvodit nedbale formulované pravidlo, ze Kroneckerovo d;; “udéld” z indexu 4 index j (nebo
z indexu j index %) a tim “zanikne”. Napiiklad vyraz Fj;0;; muzeme piepsat jako Fj;.

Premyslivého studenta muze napadnout otdzka, zda ortonormdélni béze vibec existuje, a pokud ano,
jak ji lze ziskat. Pokud by pro néktery vektorovy prostor zadnd ortonorméalni baze neexistovala, byly by
predchozi tvahy o elegantnim vypoctu slozek vektoru nepouzitelné. Nastésti je k dispozici konstruktivni
postup, ktery umoznuje z jakékoliv baze sérii jasné popsanych kroku vytvorit bazi ortonormalni, ¢imz je
zaroven dokazana jeji existence. Jde o tzv. Gramovu-Schmidtovu ortogonaliza¢ni metodu, jejiz popis lze
najit pod piislusnym heslem na internetu. Pro nase ucely postac¢i informace o tom, ze takovd metoda
existuje a muzeme tedy vzdy predpokladat, ze ortonormalni baze je k dispozici.

Korespondence mezi vektory a linedrnimi formami (jiz probréno)

Na pfednésce jsme se zabyvali souvislosti mezi vektory a linearnimi formami. Pro pevné zvolenou béazi lze
kazdy vektor charakterizovat jeho slozkami vzhledem k této bazi, usporadanymi do sloupcové matice. Pocet
slozek d odpovida dimenzi vektorového prostoru. Podobné i linedrni formu lze charakterizovat pomoci d
slozek a uspordadat je do sloupcové matice.

Pro dany vektor f muzeme definovat linedrni formu f predpisem

fu)=f-u (9)

Jinymi slovy, forma f pfritazuje kazdému vektoru u jeho skaldrni soucin s pevné zvolenym vektorem f.
Volbou vektoru f je odpovidajici linearni forma jednoznaéné urcena. Uvahu lze ale i obratit. Pokud je ddna



linedrn{ forma f, muzeme nalézt vektor f tak, aby platilo (9). K tomu vyuzijeme slozek dané linedrni formy
vzhledem k libovolné (ale pevné) zvolené ortonormdlni bézi. Slozky f; formy f jsou definovény pfedpisem

fi=fle) (10)
Jestlize sestrojime vektor
f= fiei (11)
pak pro libovolny vektor u bude platit (promyslete si podrobné jednotlivé tipravy)
f-u=fie;-u= fiu; = f(e;)u; = f(ue;) = f(u) (12)

Je tedy vidét, ze vektory a linedrni formy si vzajemné jednoznacéné odpovidaji. Kazdy vektor muazeme
zaroven chapat jako linearni formu a kazdou linearni formu jako vektor.

Definice tenzoru (jiz probréano)

Obecné jsou jako tenzory chapany urcité typy linearnich zobrazeni. Pro nase ucely postaci, kdyz za tenzory
1. fadu oznacime linearni formy a za tenzory 2. fadu oznac¢ime bilinedrni formy. Protoze uz vime, ze linearni
formy lze ztotoznit s vektory, jsou tenzory 1. faddu vlastné zdroven i vektory. Uvedenou definici tenzoru 1.
a 2. fadu lze snadno zobecnit na vyssi fady. Napiiklad tenzory 3. fadu jsou trilinedarni formy, tedy funkce,
které kazdé usporddané trojici vektoru pfifazuji redlné ¢islo a zaroven se chovaji jako linedrni formy vuéi
kazdému z téchto vektort zvlast, pokud zbyvajici dva zafixujeme. Podrobné je tento pozadavek popsin
podminkami

F(u; +ug,v,w) = F(uy,v,w)+ F(ug,v,w) (13)
Fau,v,w) = aF(u,v,w) (14)
F(u,vi +va,w) = F(u,vi,w)+ F(u,va,w) (15)
F(u,av,w) = aF(u,v,w) (16)
F(u,v,wi +ws) = F(u,v,wy)+ F(u,v,ws) (17)
F(u,v,aw) = aF(u,v,w) (18)

Pokud pracuje forma se ¢tverici vektoru, mluvime o kvadrilinearni formeé, ktera predstavuje tenzor 4. fadu,
atd. Linearni, bilinearni, trilinearni, kvadrilinearni a dalsi podobné formy se obecné nazyvaji multilinearni
formy.

Muzeme tedy jednoduse Tici, ze tenzory chapeme jako multilinedrni formy. Pro diplnost mezi né zahr-
nujeme i samotné skalary, které lze povazovat za tenzory nultého radu.

Slozky tenzoru (zminéno v piehledu liatky, ale zatim neprobrano)

Na prednésce byl zaveden pojem “slozky” pro vektory, linedrni formy a bilinearni formy. Napiiklad pro
bilinedrni formu F' (tedy tenzor 2. fddu) jsme jeji slozky vzhledem k dané bazi definovali jako ¢isla

Fij = F(bivbj)v Z,] = 1,2,(21 (19)

Je vidét, Ze téchto slozek je celkem d?. Zname-li slozky bilinedrni formy, mtizeme pro libovolné vektory u
a v jeji hodnotu snadno vypocitat jako

F(ll, V) = F(’U,Z‘bi, ’Ujbj) = Fijuivj (20)

Piitom u; a v; jsou slozky vektori u a v vici zvolené bézi.
Vse lze snadno zobecnit pro tenzory vyssich radu. Napiiklad tenzor 3. fddu je chapan jako trilinedrni
forma, oznacend napiiklad G, a jeho slozkami jsou ¢isla

G”k:G(b“b],bk), Zvj7k:172,d (21)

Pocet slozek je tedy d3. Obecné bychom pro tenzor m-tého #adu dostali d™ slozek a kazdd z nich by byla
opatfena m indexy.



Transformace slozek vektoru pii zméné baze

Pomoci tenzorového zapisu lze snadno odvodit elegantni vzorce pro transformaci slozek tenzoru pii zméné
béze (tedy napiiklad pro vypocet slozek napéti vici pootocené soustavé souradnic, jestlize jsou zndmy
slozky napéti vaé¢i puvodni soustavé souradnic).

Zacneme vektorem, tedy tenzorem 1. fadu, ktery vyjadiime vzhledem ke dvéma ruznym ortonormalnim
béazim (ortonormalita ted bude hrat klicovou roli):

f = fiei = fle; (22)

Pfitom e, eq,...eq a €], €),...€e} jsou dvé ortonormdlni béze stejného vektorového prostoru (napi. béze
odpovidajici dvéma kartézskym soustavdm souradnic v trojrozmérném prostoru, pokud d = 3). Jestlize
zndme slozky f; a chceme z nich vypoéitat slozky f/, staéi rovnici (22) skaldrné pfendsobit jednim z vektort
“carkované” béaze:
/ ! ! /
fiei- e, = fie;- e (23)

Jelikoz je ¢drkovand bdze ortonormélni, plati e} - €, = d;; a vyraz na pravé strané je roven f/d;x = fj.
Dostavame tedy

fio = trifi (24)
kde
thi =€, €, =€ e (25)

jsou transformaéni koeficienty, které predstavuji kosiny thlii mezi vektory ptivodni a pootocené béze.? V
maticovém zdpisu bychom rovnici (24) mohli pfepsat jako sou¢in transformac¢ni matice 3 x 3 obsahujici
smérové kosiny a sloupcové matice obsahujici slozky vektoru vzhledem k puvodni béazi.

Uvédomte si, ze koeficienty t; definované vztahem (25) lze interpretovat nejen jako kosiny whlu, ale
také jako slozky vektoru jedné baze vzhledem k druhé. Konkrétné je koeficient t; i-tou slozkou vektoru
e} vzhledem k “ne¢arkované” bazi a zdroven také k-tou slozkou vektoru e; vzhledem k “Gdrkované” bézi.
Zobecnéni na tenzory vyssiho fadu je predmétem doméciho tkolu.

Transformaéni vzorec odvozeny pomoci multilinearnich forem

Pomoci interpretace vektoru jako linearni formy lze provést o néco jednodussi, ale abstraktnéjsi odvozeni
transformacnich vzorcu.

Vime, Ze slozky linedrni formy se ziskaji jejim vyhodnocenim pro jednotlivé bazové vektory. Pokud je
f linedrni forma odpovidajici jistému vektoru a e, ez, e3 je ortonormdlni bdze, mizeme hodnotu formy
f pro libovolny vektor u o slozkéch wuy, us, us vypocitat jako

fu) = fue;) = uif(e;) = uifi (26)
kde
fi=f(ei) (27)

jsou préave slozky formy f a zéroven i vektoru f. Pracujeme-li s jinou bézi €], €}, ef, urci se slozky formy
f vzhledem k této bazi jako

fr = flek) (28)
Abychom nalezli vyjédreni slozek f; pomoci slozek f;, staci vyjadrit bézové vektory €}, e), €4 pomoci
bazovych vektoru e;, es, es, dosadit do (28) a vyuzit vlastnosti linedrn{ formy. Jestlize tedy
eﬁc =tr;e; (29)
pak
fr = f(ey) = f(triei) = trif(es) = trifs (30)

To presné odpovidd vzorci (24). Vyhodou je snadné zobecnéni tohoto alternativniho postupu na tenzory
vyssich radu.

2Uvédomte si, ze véechny bazové vektory jsou normované, takze pro tihel ¢y; mezi k-tym vektorem pootocené baze a i-tym
vektorem pivodni béze plati cos ¢r; = €], - €;.



Vlastnosti transformacnich koeficientu

Nézorny vyznam transformacnich koeficienti uz byl vysvétlen. Podle (29) koeficient ty; predstavuje i-
tou soufadnici (viuéi “necdrkované” bazi) k-tého bazového vektoru “Carkované” baze. Explicitni vyraz pro
transformacni koeficienty se ziskd prendsobenim vztahu (29) bézovym vektorem e;:

e, - ej = lie; - = 0y = ty; (31)

Vysledek podle otekévani souhlasi se vztahem (25) (aZz na formélni rozdil, spoéivajici v tom, 7ze index

i je nyni nazvédn j). Je tedy ty; = e}, - €; = skaldrni souéin k-tého bdzového vektoru ¢arkované béze

a j-tého bazového vektoru necarkované baze = kosinus tthlu mezi k-tou ¢arkovanou a j-tou necarkovanou
soufadnicovou osou. Pokud provadime transformaci “opa¢nym smérem”, tedy z ¢arkované béaze do necarkované,
pouziji se transformacni koeficienty, které pracovné oznaéime t;;, = e; - ez, = t;. Po transformaci “tam a
zase zpatky” musime vzdy dospét k puvodnim slozkam, jinymi slovy, tyto transformace jsou navzijem
inverzni. Pfitom slozend transformace vede k bézovym vektorum

€] = tine} = tyie} = triti;e; 32

které odpovidaji pivodnim bazovym vektorim e; pouze, pokud je ti;ty; = 0;; pro kazdé i a j. Tato
podminka znamend, ze pokud usporddame transformacni koeficienty do ¢tvercové matice T, kterda ma v
k-tém fadku a j-tém sloupci koeficient t5;, pak plati TTT = I = jednotkova matice, neboli TT = T—1.
Matice spliiujici tento vztah se nazyvaji ortogondlni, coz tzce souvisi se skute¢nosti, ze baze, mezi nimiz
jsme transformovali, jsou obé ortonormélni. V&imnéte si, Ze pro ortogondlni matice také plati TT? =1 a

(TT)~! = (T-1)T = T.

Cviceni 1

1.1 Transformace slozek tenzoru

V poznamkach k prednasce si pre¢téte pasaze tykajici se transformace slozek vektoru pfi zméné baze. Poté
odvod'te pravidlo pro transformaci slozek tenzoru 2. fddu a zobecnéte je pro tenzory libovolného Fadu.

Tenzor napéti jsme dosud pofadné nezavedli, ale prozatim se spokojime s informaci, ze se jedna o tenzor
2. taddu. Slozky tenzoru napéti o vuci dané ortonormalni bazi odpovidaji klasickym slozkdm napéti: o011
je oy, 012 je Ty, atd. Najdéte si nebo odvod'te tradién{ vzorce pro transformaci slozek napét{ pii rovinné
napjatosti, dojde-li k pootoceni soustavy souradnic. Ukazte, jak tyto vzorce souviseji s transformacnimi
vzorci pro tenzor 2. fadu. Jelikoz zkoumdme rovinnou napjatost, muzeme vychozi vektorovy prostor V'
uvazovat jako dvourozmérny (tj. d = 2).

1.2 Pfimy soucin linearnich forem nebo vektoru

Pro linedrni formy muzeme zavést operaci ®, ktera ze dvou danych linedrnich forem f a g vytvori bilinedrni
formu F = f ® g, definovanou néasledujicim predpisem:

F(u,v) = f(u)g(v) (33)

Rozmyslete si nejprve, co to pfesné znamend: Kdyz chei spocitat hodnotu, kterou bilinearni forma F
prifazuje dvojici vektoru u a v, spo¢itdm hodnotu linedrni formy f pro vektor u a hodnotu linedrni formy
g pro vektor v a tyto dvé hodnoty (redlnd ¢isla) pak mezi sebou vyndsobim.

Takto definované operaci se ¥ikd piimy (vnéjsi, tenzorovy) soucin. Zavedli jsme ji jako operaci mezi
dvéma linearnimi formami, ale z predchozich iivah uz vime, ze ve vektorovém prostoru vybaveném skalarnim
soucinem kazdé linedarni formeé odpovida jisty vektor a naopak. Proto muzeme mluvit také o pfimém soucinu
vektoru f a g, které odpovidaji formdm f a g, a znacit tento souc¢in f ® g. Podobné jako linedarni formy
chdpeme podle potieby jako vektory, o bilinedrnich forméch budeme ¢asto mluvit jako o tenzorech 2. fadu
a budeme je pak znaécit tuénymi velkymi pismeny. Napiiklad F muze oznacovat tenzor 2. fadu odpovidajici
bilinedrni formé F'. Piseme pak F = f ® g. Slozkami tenzoru F vi¢i dané ortonormdlni bazi ej, eo,...eq
rozumime slozky odpovidajici bilinedrn{ formy F vGéi téze bazi, tedy cisla Fi; = F(e;, e;).

A nyni konkrétni dkoly (prvni tfi jsme uz probrali v zdvéru predndsky, proto se jen ujistéte, Ze zndte
odpovéd):



e Dokazte, ze funkce F' definovand predpisem (33) m4 skutecné vlastnosti bilinedrni formy.

e Odvod'te pravidlo pro vypocet slozek tenzoru 2. Fadu, ktery vznikne jako pfimy souéin vektori f a g
se zndmymi slozkami f; a g; (vaci dané ortonormalni bézi).

e Interpretujte odvozené pravidlo jako maticovou operaci. Jinymi slovy, ukazte, jak z matic, do kterych
usporadame slozky vektoru f a g, spocitdme matici slozek tenzoru f ® g.

e Zjistéte, zda je pFimy souc¢in ® komutativni a zda je distributivni vzhledem ke s¢itani vektoru.
e Zjistéte, za jakych okolnosti pro dva vektory f a g plati f @ g =g & f.

e Piimym soucinem dvou vektoru vznikne tenzor 2. fddu. Zamyslete se nad tim, zda je mozné jakykoli
tenzor 2. fadu vyjadiit jako pfimy soucin dvou vektoru.

Zamyslete se také nad tim, zda by bylo mozné pfirozenym zpusobem definovat operaci ® (piimy soucin)
pro jiné dvojice operandu nez vektory. Jak by se napiiklad mohly definovat operace g@F, FRg a FRG, kde
g je vektor a F a G jsou tenzory 2. fadu? Co by asi bylo jejich vysledkem a jak by se tyto operace prepsaly
ve slozkovém zapisu, tj. pomoci slozek g;, Fi; a G;;?7 Bylo by mozné je snadno pfepsat i do maticového
zapisu?

Na zakladé provedenych tivah byste méli chdpat, jak interpretovat zépis (f ® g) ® h, pripadné f®@ (g h),
kde f, g a h jsou tfi vektory. Muzete tedy posoudit, zda je pfimy sou¢in vektoru asociativni. Plati stejna
odpovéd i pro pifmy soucin jakychkoli tenzori?

1.3 Prostor tenzoru 2. fadu

Jak uz vite, linedrni formy lze s¢itat a linedrni formu lze vynasobit skaldrem tak, aby tyto operace vedly
ke stejnému vysledku jako obdobné operace s odpovidajicimi vektory. Napiiklad sou¢tem dvou linedrnich
forem f a g je linedrni forma h = f + g definovand predpisem

h(u) = f(u) +g(u) (34)
a a-nasobkem formy f je forma h = af definovand predpisem
h(u) = af(u) (35)

Vsechny linearni formy na daném vektorovém prostoru V vytvareji dudlni prostor V*, jehoz dimenze je
stejnd jako dimenze puvodniho prostoru V.

Operace sc¢itani a nasobeni skaldrem lze obdobné zavést i pro tenzory 2. fadu, tedy bilinedrni formy.
Mnozina vSech bilinedrnich forem s takto definovanymi operacemi mé& charakter vektorového prostoru.
Urcete dimenzi tohoto prostoru.

7 prednasky je znamo, ze v trojrozmérném vektorovém prostoru muzeme libovolny vektor u vyjadrit
jako linedrni kombinaci zvolenych bazovych vektoru e;, e; a es:

u=uje; + usey + uses = u;e; (36)

Koeficienty v této linedrni kombinaci, u;, jsou slozky vektoru u vzhledem k dané béazi. Pokud je béze
ortonormélni, ziskdme je snadno jako pruméty:

U; = U+ € (37)

Zamyslete se nad tim, zda lze podobnym zpusobem reprezentovat i tenzory 2. fadu. Jak lze pohodlné vy-
tvorit jeho bézi s vyuzitim danych bézovych vektoru eq, es a e3 (z nichz ale musime vhodnym zpusobem
vytvofit tenzory 2. fadu)? Jak lze snadno vypocitat koeficienty linedrni kombinace tak, aby vznikl dany ten-
zor? Jak tyto koeficienty souviseji se slozkami tohoto tenzoru ve smyslu jiz zndmé definice slozek bilinearni
formy?



Piednaska 2

Piehled latky

V ramci feSeni minulého domaciho tkolu probrano: Transformace slozek tenzoru 2. fadu pii zméné
béze, maticova reprezentace této transformace, vyuziti pti transformaci slozek napéti. Zobecnéni trans-
formaé¢niho vzorce pro tenzory libovolného fadu.

Piimy (tenzorovy) sou¢in dvou vektoru definovany pomoci jim piislusnych linedrnich forem, oznaceni
operatorem “®”, vlastnosti piimého soucinu a jeho reprezentace pomoci maticovych operaci. Definice
piimého soucinu tenzoru libovolného fadu pomoci multilinedrnich forem, vyjadieni pfimého soucinu ve
slozkovém zapisu, pravidlo pro fad tenzoru vzniklého pfimym soucinem tenzoru. Reprezentace obecného
tenzoru pomoci jeho slozek a tenzoru vytvorenych pifimym souéinem bézovych vektoru.

Dale probrano: Transpozice tenzoru 2. fadu, symetricky tenzor, symetrickd a antimetricka ¢ast tenzoru.
Transpozice tenzoru 4. fadu, velkd a mald symetrie (major and minor symmetry).

Definice kontrakce (zizen{) mezi tenzorem 2. fadu a tenzorem 1. fddu (F - u nebo u - F), kontrakce mezi
tenzorem vyssiho fadu a tenzorem 1. fadu, vyjadieni kontrakce ve slozkovém zdpisu, zobecnéni pro dva
tenzory libovolného fadu, pravidlo pro fad tenzoru vzniklého kontrakei tenzoru. Konkrétni ptipady, napft.
kontrakce mezi dvéma tenzory 2. fddu (F - G), souvislost s maticovymi operacemi. Souvislost kontrakce se
skaldrnim soucinem vektoru. Dvojitd kontrakce (F : G), slozkovy zépis.

Dopliiujici poznamky

Piehled dosud zavedenych operaci s tenzory v tzv. kompaktnim zépisu (tenzory znaceny tuénymi pismeny)
a slozkovém zépisu (vztahy zapsdny pro slozky tenzoru vzhledem k pevné zvolené ortonormdalni bézi)
je uveden v nésledujici tabulce. Abychom nemuseli slozité vyznacovat obecny pocet indexu pro tenzory
libovolného tadu, je slozkovy zapis uveden konkrétné pro tenzory F a H tretiho fddu a tenzor G ¢tvrtého
f4du. RAd vysledného tenzoru R zévisi na tom, jaké operace se provedla.

operace kompaktni zédpis slozkovy zapis
s¢éitani tenzoru R=F+H Rijk = Fiir + Hijk
nasobeni tenzoru skalarem R = oF Rijr = aFijp

piimy soucin R=F®G Rijkipgr = FijkGipgr
kontrakce R=F -G Rijipg = FijiGripg
dvojita kontrakce R=F:G Rip = FijuGikip

Jednotkovy tenzor 2. fadu a stopa tenzoru

Piipomeiite si definici Kroneckerova symbolu: d;; je rovno 1 pro ¢ = j a 0 pro ¢ # j. Plat{ tedy napf. 611 = 1
nebo doz3 = 0.

Kroneckerovo delta se ¢asto vyskytuje ve slozkovém zapisu ruznych tenzorovych operaci, a proto je
uzitecné si uvédomit, jak s nim pracovat a jak zjednodusit vyrazy, které jej obsahuji. Setkdme-li se napiiklad
s vyrazem §;;u;, muzeme jej piepsat jako u;. Prvni uvedeny vyraz piedstavuje soucet pies viechna j, ktery
bychom mohli rozepsat jako d;1u1 + di2u2 + d;3uz. Pro pevné zvolené i je §;; nenulové pouze pro j = i,
takze ve vyse uvedeném souctu budou dva ze tii ¢lent nulové a zbyde pouze ten, ve kterém je index u u
roven ¢, tedy w; (vyndsobeny jednickou). Ukazali jsme tak, ze plati d;;u; = u;. Jak je vidét, z indexu j
se “pod plsobenim” Kroneckerova d;; stal index ¢. Podobné upravy budeme nadale provadét rutinné, bez
podrobného zduvodnovani. Naptiklad vyraz d;; Fjg; zjednodusime na Fj;g;.

Kroneckerovo delta predstavuje slozky (vuci libovolné ortonormélni bdzi) tenzoru 1, coz je jednotkovy
tenzor 2. fadu. Tento tenzor odpovidéa bilinedrni formé I definované predpisem

I(u,v)=u-v (38)

a vzhledem k libovolné ortonormalni béazi je reprezentovan jednotkovou matici. Pro libovolny tenzor F
(aspoii 1. fadu) plati
1-F=F=F-1 (39)
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To je duvod, pro¢ o tenzoru 1 mluvime jako o jednotkovém. Matice slozek tohoto tenzoru je jednotkova.
Je také uzitecné zavést pojem stopa tenzoru. Pro libovolny tenzor 2. fddu F nazyvame jeho stopou
(anglicky trace) ¢islo

I v poslednim vyrazu na pravé strané se pouziva scitaci konvence pro opakovany index ¢, takze pro troj-
rozmérny prostor jde o soucet Fyy + Foo + Fis.
Transpozice tenzoru 2. a 4. fddu (probrano na predndsce)

Transpozici bilindrni formy F rozumime bilinedrni formu FT definovanou piedpisem
FT(u,v) = F(v,u) (41)
Slozky transponované bilindrni formy se vyjadii jako
T T
(F )ij:F (ei,ej):F(ej,ei):Fj' (42)
takze matice téchto slozek je transponovand k matici slozek puvodni bilinearni formy F. Pro symetrickou
bilinedrni formu F (ve smyslu jiz difve podané definice) plat{f FT = F a je reprezentovéana symetrickou
matici.
Podobné muzeme definovat i transpozici kvadrilinedrni formy, kterd predstavuje tenzor 4. fddu. Trans-
pozici kvadrilindrni formy F rozumime kvadrilinedrni formu F7 definovanou piedpisem

FT(u,v,w,z) = F(w,z,u,V) (43)

jejiz slozky se vyjadii jako
(FT)Z.].M =F"(e;,ej, ey, e) = Flex, e, e;,e;) = Fij (44)
I zde mtizeme mluvit o symetrickém tenzoru, pokud plati{ F7 = F. Kromé této tzv. velké symetrie (anglicky

“major symmetry”), ktera ve slozkovém zépisu odpovida identité Fj i = Fryj, je uziteénd i mald symetrie
(minor symmetry), ktera je pro kvadrilinedrni formu vyjadfena podminkou

F(u,v,w,z) = F(v,u,w,z) = F(u,v,z,w) (45)

a ve slozkovém zépisu podminkou Fi;i; = Fjirg = Fijik.

Jednotkové tenzory 4. fddu (probrino na prednisce)

Piipomeiite si definici Kroneckerova symbolu: d;; je rovno 1 pro ¢ = j a 0 pro ¢ # j. Plat{ tedy napf. 611 = 1
nebo do3 = 0. Kroneckerovo delta predstavuje slozky (vuéi libovolné ortonormdlni bézi) tenzoru 1, coz je
jednotkovy tenzor 2. fadu. Pro libovolny tenzor F (aspon 1. fddu) plati

1-F=F=F-1 (46)
Je také uzitetné zavést jednotkovy tenzor 4. fadu I tak, aby pro libovolny tenzor F (aspor 2. fadu) platilo
I:F=F=F:1 (47)

Tuto vlastnost md tenzor se slozkami I;j,; = 0;10; vuci libovolné ortonormalni bazi. Lze jej také definovat
jako tenzor odpovidajici kvadrilinearni formé

I(u,v,w,z) = (u-w)(v-2z) (48)

Tenzor I vykazuje velkou symetrii, tj. plati I;;5; = Ii3;. Snadno lze ovérit, ze napiiklad pro libovolny tenzor
F 3. tadu plati

(X:F)ijm = LijiFxim = 0ir0j1Frim = Fijm (49)
a proto I : F = F. Podobny vysledek dostaneme i pro F : I.

Pfi préci se symetrickymi tenzory (jako jsou tenzory napét{ a deformace) véak byva vyhodnéjsi pracovat
s jinym jednotkovym tenzorem Ig, ktery pii dvojité kontrakci zachova tenzor 2. fadu F pouze, pokud je
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F symetricky (jinak z tenzoru F “vypreparuje” jeho symetrickou ¢dst). Mluvime proto o symetrickém
jednotkovém tenzoru Ig, ktery je definovdn svymi slozkami® Iy = %(5ik5jl + 8,10,%) nebo kvadrilinedrn{
formou

L(u,v,w,z) =1(u-w)(v-2z)+ i(u-z)(v-w) (50)

Tento tenzor kromé velké vykazuje i malou symetrii, tj. plati L = i = L = Ly coz je vlastnost,

kterou budeme obecné pozadovat od tenzoru materidlové tuhosti a poddajnosti.

Cviceni 2

2.1 Operace s tenzory

Procvicte si zédkladni operace s tenzory na nésledujicich piikladech. Symboly u, v, f a g oznacuji obecné
tenzory 1. fadu, 1 je jednotkovy tenzor 2. fadu, F a G znaci obecné tenzory 2. fadu, horni index T znaci
transpozici a tr(...) je stopa tenzoru.

Rozepsanim do slozkového zapisu dokazte nasledujici identity:

F:(u@v) = u-F-v (51)
fog):(uev) = (f-u)(g-v) (52)
F-u = u-FT (53)
(F-u)-(G-v) = u-(FI.G)-v (54)
trlu®@v) = u-v (55)
tr(F-G) = F:G'=F":.G (56)

1:( FeG) = tr(F)G (57)
1e1):F = tr(F)1 (58)

Déle zjistéte, cemu se rovnd 1-1 a1 : 1.
Ukazte, ze dvojitd kontrakce hraje roli skaldarnfho souc¢inu v prostoru vsech tenzoru 2. fddu (tj. ovéite,
Ze ma vsechny vlastnosti pozadované od skaldrniho soué¢inu).

2.2 Tenzorovy popis deformace

Prozatim budeme uvazovat pouze rovnomérné deformované téleso, pro které se polohovy vektor x pii
deformaci zobrazi na polohovy vektor F-x, kde F je dany tenzor 2. fadu, v této souvislosti oznacovany jako
deformacni gradient (pfesny vyznam tohoto terminu bude vysvétlen pozdéji, az se budeme vénovat obecné,
tedy nerovnomeérné deformaci). Ndzorné si muzeme predstavit, Zze bod umistény do pocitku soufadnic se
nikam neposouvd (protoze pro x = 0 dostaneme F -x = 0) a tsecka charakterizovand obecnym vektorem x
se zobraz{ na usecku charakterizovanou vektorem F - x. Pfi takové linedrni (afinn{) transformaci prostoru
zustavaji piimky i po deformaci piimkami, ale obecné se protahuji nebo zkracuji a thly mezi dvéma
ptimkami se méni.

Predstavte si piimé vlakno prochéazejici pocatkem, jehoz ptuvodni smér je popsan jednotkovym vektorem

n. Vyjadiete pomérné protazeni € tohoto vldkna pii dané deformaci.
Ndvod: Na vildknu si pred deformaci vyznacime usecku o délce L, které odpovidd vektor x = Ln. Pak
zjistime, jakym vektorem bude popsand tato tusecka po deformaci, spocitdme jeji novou délku L + AL a
vyjddrime pomérné protazeni e = AL/L. Visledkem by mél byt pomérné sloZity vyraz, ktery zdvisi na F a
n.

Déle si predstavte dvé piimé a navzajem kolmé vldkna prochazejici po¢atkem, jejichz puvodni sméry
jsou popsany jednotkovymi vektory n; a ns. Vyjadiete smykové zkoseni «y, tedy thel, o ktery se zméni
puvodné pravy hel mezi danymi vldkny.

Ndvod: Vzpomerite si na vzorec pro vypocet uhlu mezi dvéema vektory, zminény na 1. predndsce. Bude se
také hodit vztah siny = cos(w/2 — 7). Vysledkem by mél byt opét vgraz, ktery zdvisi na F a n.

3Vsimnéte si, ze v kompaktnim zapisu Ig piseme “s” oznacujici “symetricky” tenzor dole, ale pokud piejdeme ke slozkovému
ey

zapisu, prestéhujeme “s” nahoru a dole uvadime pouze indexy oznacujici piislusnou slozku, tedy Iisjkl' To je vSak pouze
“Jiraskova konvence”, jinde se miiZete setkat tfeba se zapisy typu I, ;jr nebo Ig;jp;-
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Odvozené vyrazy pro pomérné protazeni € a smykové zkoseni v budou ponékud komplikované, ale zato
zcela presné a pouzitelné pro libovolné velké deformace. Nasledné je zjednodusime za ptedpokladu, ze
deformace (presnéji feceno deformace a rotace) jsou malé. Uvédomte si, ze pokud by k zddné deformaci
nedoslo, tenzor F by byl roven jednotkovému tenzoru 2. fddu. Budeme proto predpokladat, ze tenzor F
se od jednotkového lisi jen “malo”. Muzeme tedy psdt F = 1 4+ G, kde tenzor G je “maly” ve srovnani s
jednotkovym. Pokuste se odvozené vyrazy pro € a 7y prepsat pomoci tenzoru G a ve vyslednych vyrazech za-
nedbat vSechny “Cleny vyssiho fadu”. PopiSte souvislost mezi slozkami tenzoru G a obvyklymi inzenyrskymi
slozkami deformace, napf. €, a Vgy.

Ndvod: Zjednodusené vyrazy by mély mit tvare =n-A-n av=mn; -B-ny, kde A a B jsou jisté tenzory
zavisejict jednoduchym zpisobem na G.

2.3 Projekéni tenzory

Pii rozkladu symetrickych tenzoru 2. fddu (napf. tenzoru napéti nebo tenzoru deformace) na kulovou a
deviatorickou ¢dst se bude hodit kulovy (sféricky) projekéni tenzor

Ix=31®1 (59)

a deviatoricky projekéni tenzor
Ip=Is-Ix=Is—$1®1 (60)

Jednd se zde o tenzory 4. tddu. Ukazte (rozepsdnim do slozkového zdpisu a tpravou), Ze tyto tenzory maji
nasledujici zajimavé vlastnosti:

I Ik = Ix (61)
Ip:Ip = Ip (62)
Ix:Ip = O (63)
Ip:Ix = O (64)
Ix:1 = 1 (65)
In:1 = 0 (66)
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Piednaska 3

Dopliiujici poznamky
Tenzor deformace

Na ptrednésce jsme zkoumali piipad rovnomérné deformovaného télesa, pro které se obecny bod cha-
rakterizovany polohovym vektorem x pfemisti do bodu

f(x)=F-x (67)

kde F je dany tenzor, nezavisly na x. Ukézali jsme, ze pretvoreni télesa lze popsat pomoci pravého
Cauchyho-Greenova deformacniho tenzoru
C=F".F (68)

Pri feseni domaciho tikolu 2.2 jsme ukazali, ze tento tenzor umoziuje pohodlné vypoécitat pomérné protazeni
mysleného vldkna rovnobézného s jednotkovym vektorem n, dané vztahem

e=vn-C-n—1 (69)
a zménu puvodné pravého thlu mezi vlakny rovnobéznymi s jednotkovymi vektory n; a no, danou vztahem

nl-C-ng
vn;-C-n;vny-C-ny

~ = arcsin (70)

Tenzor C je ovsem pro nedeformované téleso jednotkovy, nikoli nulovy, takZze nejde o tenzor deformace
v pravém slova smyslu. Anglicky se mu proto iika “deformation tensor” a nikoli “strain tensor”, ¢esky je
to “deformacni tenzor” a nikoli “tenzor deformace”. Od skuteé¢ného tenzoru deformace otekavame, ze bude
v puvodnim nedeformovaném stavu nulovy. V teorii velkych deformaci je celd fada moznosti, jak takovy
tenzor definovat, ale snad nejpouzivangjsi je Greenuv-Lagrangeuv tenzor deformace

E=4(C-1)=}F - F-1) (71)

Pii feseni dalsi ¢asti doméaciho ukolu 2.2 jsme dogli k zdvéru, ze v piipadé malych zmén vychoziho stavu
trojrozmeérného télesa lze jeho pretvoreni popsat symetrickym tenzorem 2. fddu, ktery muzeme s vyuzitim
oznaceni zavedeného ve zminéném tkolu zapsat jako

e=1(G+G") (72)

kde G = F — 1. Vsimnéte si, ze rozdil mezi novou a puvodni polohou obecného bodu x lze popsat funkci
ux)=F-x—x=(F—-1)-x=G-x. Tenzor G zde predstavuje gradient posunt, coz bude podrobnéji
rozebrano pozdéji. Pokud je tento tenzor skutecné “maly” (napf. v tom smyslu, Ze jeho slozky jsou malé
ve srovnani s ¢islem 1), pak lze presné vyrazy (69)—(70) nahradit pfibliznymi vyrazy

€ = n-e-n (73)
Y = ompeems ()

V obecném piipadé nerovnomérné deformovaného télesa se vysSe zminéné tenzory definuji pro kazdy
materialovy bod zvlast a charakterizuji pretvoreni v tésném (nekoneéné malém) okoli tohoto bodu. Tyto
tenzory tedy zaviseji na soufadnici x a maji charakter tenzorovych poli.* Bod charakterizovany polohovym
vektorem x se obecné premisti do bodu

f(x) = x + u(x) (75)

kde u je vektor posunii, dany obecnou nelinearni funkei x. V malém okoli zkoumaného bodu X 1ze rozvinout
f(x) do Taylorovy fady a zanedbat jeji nelinedrni ¢leny, coz vede k aproximaci

of(x)
ox

40becné polem rozumime jakoukoli fyzikaln{ veli¢inu, kterd zavisf na prostorovych soufadnicich, tj. jeji hodnota se mén{
bod od bodu. Jestlize hodnoty této veli¢iny maji skaldrni charakter, mluvime o skaldrnim poli (pfikladem je teplotni pole).
Posuny maji charakter vektoru, takze pole posunu je vektorové. Napéti a deformace maji charakter tenzoru 2. fadu, takze
pole napéti je prikladem tenzorového pole.

f(x) = f(x + Ax) ~ f(x) + - Ax (76)
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Symbol Of /0x zde oznacuje tenzor 2. fddu, ktery vznikne diferenciaci vektorového pole f podle polohového
vektoru x. K pfesné definici této operace se jesté v budoucnu vratime. Prozatim postaci informace, ze
0f /0x je tenzor 2. Tadu, jehoz slozky vzhledem k dané ortonormélni bazi se vypoctou jako

afi

Fij =
a.Tj

(77)

kde f; jsou slozky f a x; jsou slozky x vzhledem k uvazované bazi.

Porovnan{ vztahu (177) a (223) vede k zavéru, ze roli konstantniho tenzoru F charakterizujiciho rov-
nomérné deformované téleso v obecném pripadé prebira tenzorové pole
_of(x) 0

F) = 0 = S (x+u(x) =1+

ou(x)
ox

(78)

kterému se ikd deformaéni gradient, zatimco tenzorové pole du(x)/0x je tzv. gradient posunu, ktery
prebird roli tensoru G = F — 1. Na zdkladé vztahu (68)—(71) se pak piejde k pravému Cauchyho-Greenovu
deforma¢nimu tenzoru a Greenovu-Lagrangeovu tenzoru deformace, které maji opét charakter tenzorovych
poli. V pifpadé malych deformaci{ se v duchu vztahu (72) definuje tenzor malé deformace

T
ex) = (a‘gi") n (8‘;{")) ) (79)

jako symetrickd ¢ast gradientu posunt.

Vztah mezi tenzorem deformace a velicinami zndmymi z pruznosti
V zéakladnim kurzu pruznosti byly definovany nazorné veli¢iny charakterizujici deformaci:

e Pomérné protazeni, které se znaci € a predstavuje relativni zménu délky mysleného vldkna v ptislusném
sméru (napf. ¢, je relativni protazeni vladkna rovnobézného s osou y).

e Smykové zkoseni, které se znaci v a predstavuje zménu puvodné pravého ihlu mezi dvéma myslenymi
vlakny (napf. vgy je zména dhlu mezi vldkny puvodné rovnobéznymi s osami = a y).

Byly také odvozeny vztahy pro vypocet deformaénich velic¢in z pole posunti. Pomérnd protazeni ve smérech
0s x, Yy a z se vypoctou podle vztahu

ou
ov

&y = 87%/ (81)
ow

E, = a (82)

kde u, v a w jsou posuny ve smérech x, y a z. Smykové zkoseni se za predpokladu malych rotaci vypoctou
podle vztahu

ou Ov

ou Ow

Yzz = & + % (84)
ov  Ow

Tz = ot y (85)

Pripomente si také, ze pokud jsou deformace malé, odpovida soucet pomérnych protazeni ve tfech navzajem
kolmych smeérech relativni zméné objemu

ev =€z + eyt € (86)

V tenzorovém zapisu se kartézské soufadnice oznacuji x1, x2 a xs misto z, y a z. Posuny ve smérech
jednotlivych souradnicovych os se oznacuji u1, us a ug misto u, v a w a predstavuji slozky vektoru posunt u.
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Posuny jednotlivych bodu zkoumaného télesa jsou obecné ruzné a muzeme je chapat jako funkci polohového
vektoru x, jehoz slozkami jsou soufadnice ;. Rikdme také, ze posuny maji charakter vektorového pole.

Jednotlivé slozky posunt muzeme derivovat podle jednotlivych prostorovych souradnic. Parcidlni deri-
vace Ou;/0x; jsou slozkami tenzoru, kterému se fiké gradient pole posunt. Nékteré z téchto derivaci piimo
odpovidaji pomérnym protazenim. Vztahy (80)—(82) muzeme piepsat jako

0

€11 = 87331 (87)
0

€9 = aizz (88)
0

€33 = 8752 (89)

Pritom oznaceni €17 atd. napovida, ze tyto veliciny budou slozkami tenzoru deformace. Nelze ale jednoduse
ztotoznit tenzor deformace s gradientem posuni, protoze slozky e;; s rozdilnymi indexy 7 a j by pak
neodpovidaly smykovym zkosenim. Parcidlni derivace du;/0xo a Jus/0x; maji obecné rozdilné hodnoty
a smykové zkoseni 7., je jejich souctem a je to stejnd velicina jako 7,,. Abychom zachovali co nejuzsi
souvislost mezi slozkami tenzoru deformace a “inzenyrskymi” veli¢inami € a -y, polozime

Eij = 1 Ou; + Ou; (90)

2 8xj (9332
Podle této definice jsou normélové slozky €11, €22 @ €33 piimo rovny pomérnym protazenim e, €, a €5,
ale smykové slozky €12 = €21, €13 = €31 a €23 = €32 jsou polovinami smykovych zkoseni Vzy, V2> & Vy--

Zahrnuti faktoru 1/2 je nutné k tomu, aby skuteéné slo o slozky tenzoru. Vztah (90) znamend, ze tenzor
deformace je symetrickou ¢dsti gradientu posunu, coz formalné muzeme zapsat jako

Tim jsme dospéli trochu jinou cestou znovu ke vztahu (79).
Vztah (86) pro objemovou deformaci muzeme v tenzorovém oznaceni prepsat jako

Ey =€11 +€og+esz=¢;;,=1:e= tI‘(&) (92)

Rikame, ze relativni zména objemu je dana stopou tenzoru deformace.

Tenzor napéti, vnéjsi sily

Podobné jako pfi zavedeni tenzoru deformace se nejprve zaméiime na piipad, kdy je homogenni téleso
rovnomeérné zdeformovéano, a vSechny body télesa jsou tedy namédhany stejnym zpusobem. Tenzor napéti
o lze zavést pomoci bilinedrni formy o(a,u), kterd vektoru a popisujicimu libovolnou plosku a vektoru
u popisujicimu posun piifadi praci, kterou by sily pusobici na tuto plosku vykonaly na daném posunu.
Pritom vektor a popisujici plosku je kolmy na danou plosku a jeho velikost odpovidé jejimu obsahu. Pokud
vektor a zafixujeme, ziskame linearni formu, kterda kazdému posunu u pfifazuje praci vykonanou jistou
silou. Takové linedrni formé odpovida vektor sily pusobici na plosku a, vyjadieny jako a - o. Pokud za a
dosadime jednotkovy vektor n, bude n - & predstavovat tzv. vektor napéti, protoze sila bude vztazena na
jednotku obsahu.

V piipadé obecné deformovaného télesa neni sila pusobici na plosku mysleného fezu imérnd obsahu této
plosky a napéti se definuje pro kazdy bod zvlast s vyuzitim limitnfho pifechodu. Napéti pak m4 charakter
tenzorového pole.

Na téleso vypliujici prostorovou oblast V' mohou pusobit vnéjsi sily dvojiho druhu. Objemové sily jsou
spojité rozlozeny po objemu télesa a popsény vektorovym polem b. Velikost vektoru b odpovidé intenzité
objemovych sil, chdpané jako sila na jednotku objemu. Objemové sily se ¢asto pouzivaji k popisu vlastni
tihy télesa, ale podobny charakter maji i setrvacné sily uvazované v dynamice. Druhym typem vnéjsich
sil jsou sily povrchové, t, které jsou spojité rozlozeny po povrchu télesa S (tedy po hranici oblasti V') a
jejich intenzita odpovida sile na jednotku obsahu. Tyto sily predstavuji silové ptisobeni sousednich téles na
zkoumané téleso, prendsené kontaktem na spolecné hranici. Na podepiené ¢ésti hranice nejsou povrchové
sily pfedem zndmé, protoze maji charakter reakei vznikajicich ve vazbéch. Na zbylé (volné) ¢dsti hranice
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jsou pak predepsané a maji charakter zatizeni. Jestlize obecnou plosku a uvazovanou v definici napéti
umistime na hranici a piSeme a = ndS, kde n je jednotkovy vektor kolmy na hranici a dS je obsah
diferencidlni plosky, odpovidéd elementarni povrchova sila a-o =n-odS = tdS vektoru napéti t =n - o
vynasobenému obsahem plosky.

Rozklad tenzoru 2. fadu na kulovou a deviatorickou céast

Pozndmka: V tomto textu jiz predjimdme urcité skutecnosti, které vyplynou z domdciho ukolu, napt. symetrii
tenzoru napéti o.

Ze zakladniho kurzu pruznosti asi vite, ze deformaci lze rozdélit na ¢ast popisujici zménu objemu a ¢ast
popisujici zménu tvaru. Podobné pfi popisu napéti pracujeme s jeho hydrostatickou a deviatorickou c¢ésti.
Jiz jsme zavedli tenzory napéti a deformace a ukdzali (pro napéti teprve ukdzeme), ze jde o symetrické
tenzory 2. fddu. V doméacim ukolu 3.1 také ukazeme, ze slozky tenzoru napéti o vuci dané ortonormalni
bazi odpovidaji klasickym slozkdm napéti: 011 je 04, 012 je Tyy, atd.

Obecné lze symetricky tenzor 2. fddu (napf. tenzor deformace nebo napéti) rozlozit na kulovou (sférickou)
cast a deviatorickou ¢dst. Kulova ¢ast je skalarnim ndsobkem jednotkového tenzoru 2. fadu a méa stejnou
stopu jako puvodni tenzor. Napiiklad pro tenzor napéti definujeme stiedni napéti jako t¥etinu stopy tenzoru
napéti, tedy

Om — %(0’11 + 099 + 0'33) = %O—ii = %tr(cr) = %0’ 1= %1 .o (93)

Index “m” souvisi se slovem “mean” (stfedni) a nejde o tenzorovy index, proto je zapsdn standardnim
fontem a nikoli kurzivou. Kulova ¢ast tenzoru napéti odpovida hydrostatické napjatosti a ziska se jako
om1. Po odecteni kulové casti zbyde deviatorickd ¢ast tenzoru. V piipadé tenzoru napéti ji oznacime s.
Rozklad tenzoru napéti na hydrostatickou (kulovou) ¢dst a deviatorickou ¢dst se tedy zapiSe jako

o = Um]- +s (94)
Je-li dan tenzor napéti o, mizeme jeho deviatorickou ¢ast vypocitat jako®
— — 1 .
s=0—-1loy,=0-31®1:0 (95)

Abychom mohli cely vyraz na pravé strané vyjadiit jako tenzor napéti zleva “vyndsobeny” (dvojité kon-
trahovany) néjakym tenzorem 4. fddu, napiSeme o jako Is : o, kde Ig je symetricky jednotkovy tenzor
4. ¥4du,® jehoz slozky vaci libovolné ortonormélni bézi jsou Iib;'kl = (801 + 0410,%)/2. Potom muzeme
prepsat (239) jako

s=Ig:o—321®1l:0=(Is-Ik):o=Ip:0o (96)

kde
Ixk=31®1 (97)

je kulovy (sféricky) projekéni tenzor a
Ip=Ig-Ix=Ig—11®1 (98)

je deviatoricky projekéni tenzor. Mluvime o projekénich tenzorech, protoze nasobeni tenzorem Ik odpovida
promitnuti do podprostoru odpovidajiciho ¢isté hydrostatickym stavim a ndsobeni tenzorem I odpovida
promitnuti do podprostoru odpovidajiciho ¢isté deviatorickym stavum.

Obdobny zéapis 1ze uplatnit i pro rozklad tenzoru deformace,

e=¢eml+e (99)

kde kulova ¢ést, tedy e,,1, odpovidd zméné objemu a deviatoricka ¢ast, tedy e, zméné tvaru. Veli¢ina ey,
je stfedni deformace, definovana jako
tm=3l:¢ (100)

5Pokud vam nenf jasné, pro¢ se v rovnici (239) objevi symbol ® pro piimy souéin, pfepiste si tuto rovnici ve slozkovém
Zapisu: s;; = 045 — 6;;0m = 045 — %5ij5kl<7kl- Pii ptvodnim uzdvorkovani &;;(dx;0k1) jde o ndsobeni tenzoru 1 skaldrem
1: o, ale poradi operaci lze zaménit a interpretovat tento clen jako (8;;0x;)0;, coz odpovida dvojité kontrakci mezi tenzorem
4. f4du 1 ® 1 a tenzorem 2. fadu o.

6V celém tomto odvozeni bychom misto Is mohli véude pouzit I. Pak by ale projekéni tenzory I a Ip nevykazovaly malou
symetrii a pfi konstrukci tenzoru tuhosti a poddajnosti s jejich vyuzitim bychom museli provddét dodate¢nou symetrizaci.
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Lepsi nazorny vyznam ale mé jeji trojnasobek, neboli stopa tenzoru deformace,
ey =1:¢ (101)

kterda odpovidd relativni zméné objemu (pii malych deformacich). Deviatorickou ¢dst deformace, kterd
popisuje zménu tvaru pii zachovani objemu, muzeme vyjadfit jako

e=e—epl=Is:e—110l:e=(Ig—Ix):e=1Ip:e (102)

Rozklad na kulovou a deviatorickou ¢ast mé klicovy vyznam pro zjednoduSeni popisu izotropniho
linedrné pruzného materidlu. Jestlize ma materidl ve vSech smérech stejné vlastnosti, zpusobuje hydrosta-
tickd ¢ast napéti pouze zmény objemu a deviatoricka ¢ast napéti pouze zmény tvaru.

Hydrostatickd ¢dst napéti je charakterizovanad jedinou veli¢inou—stfednim napétim o,,. Objemova
zména je také charakterizovana jedinou veli¢inou, pricemz jasny nazorny vyznam ma relativni zména ob-
jemu, ey . V piipadé linedrni pruznosti jsou si tyto veliciny navzdjem timeérné a vztah mezi nimi se popisuje
rovnici

om = Key (103)

kde K je objemovy modul pruznosti. Pokud se vSak misto ey pouzije stfedni deformace ey,, objevi se v
rovnici

Om = 3Kem (104)

konstanta imérnosti 3K . Diky tomu si objemovy modul K ponechavé svij ndzorny vyznam poméru mezi
prirustkem stfedniho napéti a prirustkem relativni zmény objemu. Jeho prevricené hodnoté 1/K se nékdy
t1k4 modul stlacitelnosti. Jde o veli¢inu charakterizujici poddajnost materidlu pfi objemovych zménach.

Pro deviatorické ¢asti napéti a deformace lze také napsat odpovidajici linearni vztah. Prestoze se jedna
o tenzory, ukazuje se, ze sta¢i napsat jednoduse

s=ce (105)

kde ¢ je vhodnd skalarni velicina charakterizujici deviatorickou tuhost. Nazorny vyznam této veli¢iny si
najdete sami v ramci doméciho tkolu.

Cviceni 3

3.1 Tenzor napéti

V poznamkach k prednésce byla zminéna moznd definice tenzoru napéti, chapaného jako jistd bilinedrni
forma o(a,u). Ukazte, ze slozky takto definované bilinedrni formy skuteéné odpovidaji zndmym slozkdm
napéti o, T4y, atd. V tenzorovém zdpisu budou oznacovany jako 11, 012, atd. Pfipomente si také, proc je
tenzor napéti symetricky.

Ndvod: Podle klasické definice je o, napéti pusobici kolmo na plosku s normdlou x, zatimco 7oy je
napéti, které na plosku s normdlou x pusobi rovnobézné s osou y. Podle tenzorového pristupu se slozka o11
ziska vyhodnocenim bilinedrni formy o(e1,e1) a slozka 019 vyhodnocenim o(ey,es). Pripomerite si, jaky je
ndzorny vyznam této bilinedrni formy a jejich argumenti a naleznéte souvislost s klasickou definici.

Pozndmka: Na predndsce padla zminka o tom, Ze dikaz linearity formy o(a,u) vzhledem k pronimu ar-
gumentu bude predmétem domdciho ukolu. Bylo by ale ponékud zdlouhavé popisovat zde vijchozi predpoklady
a ddvat ndvod k postupu, a proto tento dikaz nechdme aZ na 5. predndsku.

3.2 Projekéni tenzory

V pozndmkéch k pfedndsce byly vztahy (97)-(98) definovény projekéni tenzory Ik a Ip, pomoci nichz lze
z daného tenzoru 2. fadu ziskat jeho kulovou ¢ast a deviator. Tyto tenzory byly zavedeny uz v domacim
tkolu 2.3, ktery se ale na pfednasce zatim nekontroloval. Vrafte se k tomuto tikolu a dokazte vztahy v ném
zminéné. Pokuste se vysvétlit, co tyto vztahy ndzorné znamenaji, a vysvétlete rozdil mezi symboly O a 0.
Déle ukazte, ze pro devidtor napéti s plati

Ix:s = 0 (106)
Ip:s = s (107)



18

a obdobné vztahy plati i pro devidtor deformace, e. Dokazte také, ze devidtor (napéti, deformace i jakéhokoli
jiného tenzoru 2. fadu) mé vzdy nulovou stopu.

3.3 Tenzorovy zapis zobecnéného Hookeova zakona

S vyuzitim vztaht (104)—(105) uvedenych v pozndmkach k piednisce odvod'te vyrazy pro tenzor pruzné
poddajnosti C, a tenzor pruzné tuhosti D, které zprostiedkuji vztah mezi tenzory napéti a deformace.
Nejprve zjistéte, jaky vyznam m4 konstanta ¢ pouzitd ve vztahu (105). Muzete napiiklad vyuzit slozkovy
zapis tohoto vztahu a zamyslet se nad tim, co predstavuje slozka deviatoru napéti sio a slozka devidtoru
deformace e (v jakém vztahu jsou ke klasickym slozkdm napéti a deformace).
Poté zkombinujte (104)—(105) se vztahy popisujicimi rozklad napéti a deformace na kulovou a deviato-
rickou ¢ést tak, abyste dostali zobecnény Hookeuv zdkon

oc=D.:¢ (108)

a jeho inverzni podobu
e=Ce:0 (109)

Vysledkem by mély byt kompaktni vyrazy pro tenzor pruzné tuhosti D, a tenzor pruzné poddajnosti Ce.

3.4 Tenzorovy zapis zobecnéného Hookeova zikona — pokracovani

Predpoklddejme, ze v tkolu 3.3 jste si spravné odvodili vyjadieni tenzoru pruzné tuhosti (pro izotropni
materidl) ve tvaru

D, = 3KIx + 2GIp (110)
kde g
K=—7— 111
3(1—-2v) (111)
je objemovy modul pruznosti a
E
G=——— 112
2(1+v) (112)

je smykovy modul pruznosti, pficemz E oznacuje Younguv modul pruznosti a v Poissonuv souéinitel.
Linearné pruzny izotropni materidl tedy lze charakterizovat pomoci dvojice konstant £ a v, nebo pomoci
dvojice konstant K a G.

Existuje jesté dalsi oblibena volba dvojice konstant charakterizujicich linearné pruzny izotropni material,
a sice tzv. Laméovy soucinitele A a p, pomoci nichz se tenzor pruzné tuhosti zapisuje ve tvaru

D, =3Ik + 2uls = A1 ® 1 + 2ulg (113)

Najdéte vztahy mezi Laméovymi souciniteli a dal§imi dvéma dvojicemi pruznych konstant. Déale vyjadiete
Jednotlivé slozky tenzoru pruzné tuhosti, oznacené obecné jako Df;;,, pomoci K a G a pomoci A a p. Téchto
slozek je celkem 81, ale samoziejmé nemusite zapisovat vztah pro kazdou zvlast, protoze v diisledku rtiznych
symetrii nabyvaji jen nékolika malo hodnot.

Poté prepiste rovnici (108) do inzenyrského zapisu, ve kterém budou tenzorové slozky o;; a €;; na-
hrazeny inzenyrskymi slozkami o, Tuy, €2, Yoy atd. Staci samoziejmé napsat jednu typickou rovnici pro
normalové napéti a jednu pro smykové napéti. Sestavte klasickou matici pruzné tuhosti o 6 rfadcich a 6
sloupcich pouzivanou pii maticovém inzenyrském zapisu zobecnéného Hookeova zdkona. Prvky této matice
oznacte DY, DS, atd. Uvédomte si, Ze pro izotropni material se v této matici kromé nul vyskytuji jen tii
ruzné koeficienty. Vyjadiete kazdy z nich pomoci zminénych t¥{ dvojic materidlovych parametra a vysledek
porovnejte s vyrazy odvozenymi v zakladnim kurzu teorie pruznosti.

Na zaveér vse zopakujte pro tenzor poddajnosti C., odpovidajici inzenyrskou matici pruzné poddajnosti
a inverzni tvar Hookeova zdkona (109).
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Prednaska 4

Pole, jeho gradient a divergence

Polem rozumime jakoukoli fyzikdlni veli¢inu, kterd zavisi na prostorovych soutradnicich, tj. jeji hodnota
se méni bod od bodu. Jestlize hodnoty této veliciny maji skaldrni charakter, mluvime o skaldrnim poli
(pfikladem je teplotni pole). Posuny maji charakter vektoru, takze pole posunu je vektorové. Napéti m4
charakter tenzoru 2. fadu, takze pole napéti je ptikladem tenzorového pole.

7 matematického hlediska lze pole chapat jako zobrazeni, jehoz definiénim oborem je urcita oblast V'
v (obvykle trojrozmérném) euklidovském prostoru a oborem hodnot je néjakd podmnozina prostoru vsech
tenzoru r-tého Fadu. Pro r = 0 je to bézna redlnd funkce prostorovych proménnych (resp. polohového
vektoru x = z;€;), pro r = 1 je to vektorova funkce, obecné pak tenzorova funkce. Pritom z;, 1 = 1,2, 3,
jsou kartézské souradnice (tradi¢né znacené x, y a z), chapané jako slozky polohového vektoru x vzhledem
ke zvolené ortonormalni bazi dané vektory e;, i = 1,2, 3.

Parcidlni derivace skalarni funkce f podle jednotlivych kartézskych souradnic z1, xo a x3 predstavuji
slozky jistého vektorového pole, které se oznacuje jako gradient V f puvodniho skalarniho pole f. Symbol
V ¢teme “nabla” a V je jeho tuénd varianta. Alternativné muzeme gradient oznacit také jako 0f/0x. Plati
tedy

_of  of

Vf N & N al‘iei

(114)

Nékdy se pro parcidlni derivace podle prostorovych proménnych pouziva i jiny zapis, napt. V;f nebo f;
misto 9f/0x;.

Analogicky 1ze definovat i gradient vektorového pole nebo tenzorového pole druhého a vyssiho radu.
Gradientem vektorového pole f je tenzorové pole 2. fadu

VE=V(fe;))=(Vfj)®e;=ei(Vifj)®e; = (Vifj)e; @ e, (115)
Je tedy vidét, ze slozkami tohoto tenzorového pole jsou parcidlni derivace

6 .

Znaceni v literatufe zde neni jednotné. Nékdy se derivace 0f;/0x; povazuje za slozku ji gradientu, ale my
ji budeme povazovat za slozku ij. Je to jen formalita, ale je tfeba zvolit urcity systém a pak se ho disledné
drzet. Obecné muzeme fici, ze gradientem tenzorového pole F #adu r je tenzorové pole VF fadu r 4 1 se

slozkami
OFj. .

(VF)ijk.. =V Fji.. = oz,

(117)

Symbol V mé charakter vektorového diferencidlniho operdtoru se slozkami V;, coz jsou skaldrni di-
ferencidlni operédtory 0/0x;, i = 1,2,3. Pokud tento operator aplikujeme podobné, jako kdyz vytvarime
piimy soucin (viz dpravy v rovnici (115)), ziskdme gradient daného pole, zatimco pokud jej aplikujeme
podobné jako pti kontrakei, ziskdme takzvanou divergenci daného pole. Divergenci lze vytvorit pouze pro
tenzorova pole aspon 1. fadu, tedy nikoli pro skalarni pole. Divergenci vektorového pole f je skalarni pole
V - f dané vztahem”

ofi
V- £f=V,fi= 118
fi= G (118)
Divergenci tenzorového pole 2. fddu F je vektorové pole V - F se slozkami
OF;;
(V . F)j = VZFZJ = 8;35 (119)

Zobecnéni pro tenzory vyssiho radu je zfejmé.

TVsimnéte si, ze s¢itaci konvence se uplatiiuje i v piipadé, ze opakovany index i je jednou v &itateli a jednou ve jmenovateli.
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Geometrické rovnice v tenzorovém zdpisu (dopliujici text)

Geometrickymi rovnicemi zde rozumime jednu ze skupin zdkladnich rovnic teorie pruznosti, ktera popisuje
vztahy mezi slozkami deformace a posuny. Pokud jsou posuny velmi malé ve srovnani s rozméry télesa
(obvykly pifpad ve stavebni praxi), muzeme pouzit geometricky linedrni teorii, kterd deformaci popisuje
tenzorem e, odpovidajicim symetrické ¢dsti tenzoru G = F — 1, kde F je deformac¢ni gradient (viz feSen{
tkolu 2.2). Pro rovnomérné deformované téleso muzeme novou polohu bodu x popsat linedrn{ funkei

£(x)=ug+F - -x (120)

kde vektor ug predstavuje novou polohu bodu puvodné umisténého v pocdtku a F je deformacni gradient,
v piipadé rovnomérné deformace chdpany jako dany tenzor (nezavisly na x). Pokud derivujeme j-tou slozku
vektoru &€ podle i-té slozky vektoru x, dostaneme slozku ij gradientu V&, kterd je zaroven slozkou ji tenzoru

F:
0¢; 0
(Vg)ij =Vi§; = 3% = %ijxk = ijéik =Fy; (121)

Podle konvence, kterou jsme se rozhodli pouzivat, je tedy deformaé¢ni gradient transpozici tenzoru, ktery
vznikne jako gradient zobrazeni puvodniho polohového vektoru na novy polohovy vektor, tj. plati F =
(VE)T.

V piipadé obecné (nerovnomeérné) deformace lze novou polohu popsat nelinedrni funkei £(x), kterou lze
také zapsat jako £(x) = x + u(x), kde u je pole posunu. Deformaéni gradient se pak chdpe jako tenzorové
pole

F=(V(x+u) =1+ (Vu)’ (122)

Je vidét, Ze tenzor oznaceny v tikolu 2.3 jako G je vlastné transponovanym gradientem pole posunu:
G=F-1=(Vu)" (123)

Tenzor deformace (nékdy presnéji oznac¢ovén jako tenzor malé deformace) je symetrickou ¢dsti tenzoru G,
takze vztah mezi tenzorem deformace a vektorem posunu lze zapsat jako

e=L1vu’ +1ivu=(Vu), =V.u (124)

sym
kde symbol Vg oznacuje operator “symetricky gradient” (aplikovany na vektorové pole u). Vztah (124)
predstavuje tenzorovy zapis geometrickych rovnic (v teorii malych deformaci).

Matematické nédstroje pro praci s integraly (dopliujici text)

Skaldrni i tenzorova pole obvykle popisuji rozlozeni rtznych fyzikdlnich veli¢in ve zkoumaném télese,
kterému matematicky odpovida jista oblast V v trojrozmérném prostoru. Ve fyzikédlnich rovnicich se ¢asto
objevuji integraly pres takovou oblast, piipadné pies jeji hranici S. Napiiklad celkovou hmotnost télesa se
spojité rozlozenou hmotou ziskdme jako integrél z hustoty (objemové hmotnosti). Pro tpravy integrélnich
vyrazu jsou uzitecnd pravidla, kterd predstavuji zobecnéni znamych vét pro jednoduché integraly funkei
jedné proménné na vicenasobné integraly funkci vice proménnych.

Pfipomente si nejprve tzv. zdkladni vétu integrélniho poctu (o integrovani derivace),

/ f'dz = f(b) - f(a) = [ (125)

Pfitom f’ zde oznacuje derivaci funkce f podle proménné z, tedy df/dz. Pokud ve vztahu (125) misto
funkce f napiSeme soucin dvou funkei fg a uplatnime pravidlo pro derivaci sou¢inu, ziskdme po jednoduché
uUpravé vzorec pro integraci per partes,

b b
/ fgdz = [fgll — / fo dz (126)

Pii rozsiteni na funkce vice proménnych nejprve prozkoumame nejjednodussi piipad, kdy se integruje
parcidlni derivace funkce dvou proménnych x a y pres rovinnou oblast A ve tvaru obdélnika, ktery je
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kartézskym sou¢inem intervalu [a, b] a [c, d]. Podle Fubiniovy véty lze dvojny integral pres obdélnik rozepsat
jako dva do sebe vnotené jednoduché integrély:

/AafxydA //WIZ/ (127)

Ve vnitinim integralu hraje proménnd y vlastné roli parametru a podle (125) lze napsat

[0 40 g3 iy -

ox

Po dosazeni do (127) dostaneme

/ / o dmdy:/cd”(b’w—f(aay)) dyz/cdf(b,wdy—/cdf(a,y)dy (129)

Nézorné to znamend, Ze jsme obdélnik A rozlozili na nekonec¢né tenké vodorovné prouzky a na kazdém
prouzku vyjadrili integrél z Of (z,y)/0x jako rozdil hodnot funkce f na pravém a levém konci prouzku
vynasobeny tloustkou prouzku dy. Poté zbyva integrovat vzhledem k y. Integral fcd f(b,y)dy je vlastné
integral z funkce f pies usecku odpovidajici jedné ze stran obdélnika A a integral fcd f(a,y) dy je integral
z funkce f ptes protilehlou stranu.

Odvozeny vysledek je sice uzitec¢ny, ale je zapsan ponékud kostrbaté a navic plati jen pro integraci
pres obdélnikovou oblast. Zkusme integrovat pres ponékud obecnéjsi rovinnou oblast, kterou lze popsat
podminkami

aly) <z <bly) a c<y<d (130)

kde a a b jsou dané funkce proménné y, zatimco ¢ a d jsou dané konstanty (nakreslete si obrazek). Postup
predvedeny pro obdélnik upravime takto:

af (z,y) T Y o (2 y) e _
/A 1) gy - / /a@) L) gy = / (F(bw).y) — fla(y)y)) dy =

d d
/ F(b(y).y) dy - / f(ay), v)dy (131)

V prvnim z integréla na pravé strané bod (x,y), ve kterém se funkce f vyhodnocuje, probiha “pravou ¢ést”
hranice oblasti A, kterou ozna¢ime ST, a ve druhém probihd jeji “levou €4st”, kterou oznacime S~ (viz
vémi nakresleny obrizek). Abychom vsak vysledek mohli pfepsat pomoci kiivkovych integralu, musime
diferencidl dy vyjadfit pomoci diferencidlu hranice ds. Jestlize symbolem n ozna¢ime jednotkovy vektor
kolmy na hranici a sméfujici ven z oblasti A, plati na pravé ¢dsti hranice dy = n,dy a na pravé ¢asti hranice
dy = —n,dy, kde n, je vodorovna slozka zminéného jednotkového vektoru (nakreslete opét odpovidajici
obrizek a tvrzeni zduvodnéte). Diky tomu muzeme vysledek odvozeny ve (131) zapsat v elegantnim tvaru

[ 2 sz [Crowa- [ sawma= [ meast [ gnas= [ as am

Piijemné je, ze nakonec zmizelo rozdéleni hranice na pravou a levou ¢ést a integruje se jednotnym zptusobem
po celé hranici S. Jde vlastné o kiivkovy integral po uzaviené kiivce, ale pro jednoduchost jej znacime jen
jako integral pres S. Vysledek lze s trochou fantazie rozsitit i na integraly pies prostorovou oblast V', kdy
funkce f zavisi na soutadnicich x, y a z. Ziskdvame tak tzv. Greenovu vétu ve tvaru

of ..
—de—/Snxde (133)

Hranici S je nyni jista plocha v prostoru a dS je jeji diferenciél, tedy nekonec¢né mald ploska na hranici
zkoumaného télesa.

Je zfejmé, Zze obdobné vztahy muzeme zapsat i pro integraly z parcidlnich derivaci podle y a podle z.
Na pravé strané se piitom misto slozky n, normalového vektoru n pouziji slozky n,, resp. n,. Po pfechodu
k tenzorovému oznaceni napiSeme

8:& Ly = / nifds (134)
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coz lze chapat jako slozkovy zapis vztahu

/VVde:/Snde (135)

Misto skaldrniho pole f muzeme pouzit vektorové pole, piipadné jeho slozky. Greenova véta tak nabyva
ruznych podob, ale jeji podstata zistdva stejnd. Uvedme nékolik piikladi:

of, . / B
/V av = [ wgas (136)
/Vde - /n®de (137)
1% S

ofi B "
/Vaxi v = /SnledS (138)

/V-de = /n~de (139)
Vv S

Vztahu (139) se nékdy ikd divergenéni véta, protoze na levé strané se integruje divergence vektorového
pole. Podobné vztahy lze samoziejmé zapsat i pro tenzorova pole. Vsimnéte si obecného pravidla — pfi
prechodu od integralu pies celou oblast k integralu pies jeji hranici se z diferencidlniho operatoru V; stane
n;, piipadné z V se stane n.

Zobecnénim vzorce pro integraci per partes na funkce vice proménnych je tzv. Gaussova-Ostrogradského
véta. Dosadime-1li do (134) misto funkce f soucin funkei f a g, dostaneme po tdpravdch

of B 4 _ Jg
/Vaxing7/SangdS /Vfaxi dv (140)

coz je slozkovy zapis vztahu
/(Vf)ng:/nfgdS—/ fVgdv (141)
1% s 1%

I zde muzeme misto skalarnich poli pouZzit pole tenzorova, je jen potieba dit pozor na indexy a spravnou
interpretaci operaci (napf. piimého souc¢inu nebo kontrakce).

Cviceni 4

4.1 Gradient

V predchozim textu byl popsdn diferencidln{ operator V (nabla) a zaveden pojem gradient skaldrniho nebo
tenzorového pole.

e V pifpadé skaldrniho pole (tedy skaldrni funkce prostorovych proménnych) ma gradient charakter
vektorového pole a uddva v kazdém bodé ”smér nejrychlejstho narustu funkéni hodnoty”. Vysvétlete,
proc¢ tomu tak je.

Névod: Vzpomente si na totalni diferencial funkce f a jeho zapis pomoci gradientu:

df = Vf-dx (142)

e Zjistéte, cemu odpovida vyraz V f - n, jestlize n je jednotkovy vektor.

4.2 Nazorny vyznam divergence
V piredchozim textu byl také zaveden pojem divergence tenzorového pole.

e Zkuste odhalit ndzorny vyznam divergence pole posunt, definované predpisem

8ui
V~u:Vz-ui:ui,i: -
&ri

[Ndvod: Rozepiste tento vyraz explicitné jako soucet tif clentu a zamyslete se, jaky maji jednotlivé
¢leny vyznam a jaky vyznam m4 jejich soucet.] Urcete, jaky je ndzorny vyznam podminky V-u = 0.

(143)
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e Piedstavte si vektorové pole q popisujici tepelny tok. Jeho vyznam je nésledujici: Elementarni ploskou
dS s jednotkovou normélou n projde za elementarni ¢asovy interval d¢ mnozstvi tepla dané vyrazem
q-ndSdt. Jinymi slovy, prumeét vektoru q do sméru n (tedy skaldrni sou¢in q-n) odpovidd mnozstv{
tepla, které protece ploskou kolmou na dany smér, vztazenému na jednotku ¢asu a jednotkovy obsah
plosky. Zkuste odhalit ndzorny vyznam divergence tepelného toku, tedy vyrazu

9q;
al‘i

V-q=Vq =¢q,= (144)

4.3 Divergence gradientu a stopa gradientu

Zjistéte, jaky operator vznikne, jestlize vytvorite divergenci z gradientu. Uvazujte libovolné skalarni pole
f(x) ana jeho gradient aplikujte operator divergence. Prepiste do slozkového zapisu a interpretujte vysledek.

Déle zjistéte, ¢emu odpovidd stopa gradientu vektorového pole. Stopou rozumime dvojitou kontrakci
s jednotkovym tenzorem 2. fadu. Je rozdil mezi stopou gradientu a stopou symetrické ¢asti gradientu
vektorového pole?

4.4 Vztah mezi polem napéti a polem posunu

Jiz vime, Ze zobecnény Hookeuv zakon muzeme v tenzorovém zépisu prezentovat ve tvaru o = Dy : €, kde o
je tenzor napéti, D, je tenzor pruzné tuhosti a € je tenzor deformace. Ukazali jsme také, ze tenzor deformace
je symetrickou ¢asti gradientu posunt, tj. plati € = V u. Spojenim téchto dvou vztahu dostdvame

oc=D.:V,u (145)

Vysvétlete, pro¢ neni chybou, pokud v této rovnici nahradime symetrickou ¢ast gradientu samotnym gra-
dientem, tj. prepiseme (145) jako
oc=D.,:Vu (146)

4.5 Odvozeni Cauchyho rovnic rovnovahy

Piipomeiite si, ze tenzor napéti o lze zavést pomoci bilinedrni formy o(a,u), jez vektoru a popisujicimu
(nekonecéné malou) plosku a vektoru u popisujicimu posun priradi praci, kterou by sily pusobici na tuto
plosku vykonaly na daném posunu. Pritom vektor a je kolmy na danou plosku a jeho velikost odpovida
jejimu obsahu. Pokud vektor a zafixujeme, ziskdme linearni formu, ktera kazdému posunu u pfifazuje praci
vykonanou jistou silou. Takové linearni formé odpovidd vektor sily pusobici na plosku a, vyjadieny jako
a - o. Pokud za a dosadime jednotkovy vektor n, bude n - o predstavovat tzv. vektor napéti, protoze sila
bude vztazena na jednotku obsahu.

Na téleso vypliujici oblast V' mohou pusobit vngjsi sily dvojiho druhu. Objemové sily jsou spojité
rozlozeny po objemu télesa a popsany vektorovym polem b. Velikost vektoru b odpovida intenzité obje-
movych sil, chdpané jako sila na jednotku objemu. Objemové sily obvykle predstavuji vlastni tihu télesa,
ale podobny charakter maji i setrvacné sily uvazované v dynamice. Druhym typem vnéjsich sil jsou sily
povrchové, t, které jsou spojité rozlozeny po povrchu télesa S (tedy po hranici oblasti V') a jejich intenzita
odpovid4 sile na jednotku obsahu. Tyto sily predstavuji silové puisobeni sousednich téles na zkoumané téleso,
prenasené kontaktem na spolecné hranici. Na podepfené ¢asti hranice nejsou povrchové sily predem znamé,
protoze maji charakter reakci vznikajicich ve vazbach. Na zbylé (volné) ¢dsti hranice jsou pak predepsané
a maji charakter zatizeni. Jestlize obecnou plosku a uvazovanou v definici napéti umistime na hranici a
piseme a = ndS, kde n je jednotkovy vektor kolmy na hranici a dS je obsah diferencidlni plosky, odpovida
povrchova sila vektoru napéti a platit =n - o.

Nyni muzeme zapsat podminky rovnovihy zkoumaného télesa jako celku. Vyslednice vSech vnéjsich sil
pusobicich na téleso (véetné reakci) musi byt nulova. Silovou ¢dst této vyslednice muzeme vyjadiit jako
soucet integralu objemovych sil a integralu povrchovych sil, takze silovd podminka rovnovahy mé tvar

/BdV+/tdS:0 (147)
|4 S

Uvédomte si, ze bdV je elementdrni vnéjsf sila ptisobici na nekoneéné maly objem dV atdS je elementarni
sila pusobici na nekoneéné malou plosku dS na hranici télesa.
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V rovnici (147) vyjadiete povrchové sily pomoci tenzoru napéti a nasledné s vyuzitim Greenovy véty
pfeved'te druhy integral na levé strané této rovnice na integral pfes objem télesa. Po slou¢eni integrali
dostanete podminku rovnovahy ve tvaru

/ (.)dv =0 (148)
,

Protoze vsak v rovnovaze ma byt nejen celé téleso, ale i kazda jeho ¢ast, musi obdobna podminka platit pro
integrél z téhoz vyrazu pres kazdou podoblast oblasti V. Tuto podoblast muzeme volit libovolné malou a v
limité dostaneme podminku, ze samotny integrand (tj. vyteckovany vyraz v (148)) musi byt roven nulovému
vektoru, a to v kazdém bodé zkoumaného télesa (pii pfesné matematické analyze se dospéje k zavéru, ze
tato podminka musi byt splnéna “skoro vsude”, tj. az na mnozinu nulové miry, v nasem piipadé nulového
objemu). Takto lokalné zapsand podminka rovnovahy odpovida zndmym Cauchyho rovnicim. Odvod'te tyto
rovnice v kompaktnim tenzorovém zapisu a poté je prepiste do slozkového zapisu a porovnejte s rovnicemi,
které znéte z teorie pruznosti (kde se obvykle odvozuji ze silovych podminek rovnovdhy elementdrniho
kvadru).
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Prednaska 5

Okrajové podminky

Pro jednoduchost uvazujeme jen podepieni, které se tyka vSech slozek posunt, tedy vetknuti. Na podepiené
¢asti hranice, oznacené jako S, jsou piedepsdny posuny, obvykle jako nulové, ale obecné muze dojit k
pohybu hranice a posuny jsou rovny predepsanym hodnotdm u. V podporach vznikaji reakce, které jsou v
naSem piipadé popsany vektorem vyjadiujicim v kazdém bodé hranice .S,, intenzitu sil ptisobicich od podpor
na zkoumané téleso, vztazenou na jednotku obsahu hranice. Tyto sily, oznacené tg, zaroven odpovidaji
napéti, které na hrani¢nich ploskach vznika. Protoze jde o napéti na ploskach s pevné danou normaélou
n, hovoiime o vektoru napéti t, ktery se z tenzoru napéti o vypocte jako t = n - o. Pfitom n oznacuje
jednotkovy vektor kolmy na hranici a orientovany ven ze zkoumaného télesa, tedy takzvanou vnéjsi normalu
télesa. Hranice télesa samoziejmé muze byt zakiivend, takze v kazdém jejim bodé muze byt n jiny vektor.

Zbyld ¢ast hranice, oznacend jako Sy, je nepodepfend a muZze se volné posouvat. Na této volné ¢asti
hranice mohou byt piedepsiny plogné rozlozené vnéjsi sily, charakterizované vektorem t. Témto zndmym
sildim pak musi odpovidat vektor napéti, ziskany kontrakci tenzoru napéti s vnéjsi normdalou. Statické
okrajové podminky tedy maji tvar n - o = t. Pokud je v nékterych bodech voln4 hranice nezatiZens, maji
okrajové podminky stejny tvar, jen je vektor piedepsanych povrchovych sil t nulovy.

Piehled zakladnich rovnic linearni pruznosti v tenzorovém zapisu

geometrické e =V,u

materidlové o=D.:¢ ve V
statické V-o+b=0
geometrické okrajové podminky u=1u na Sy
statické okrajové podminky n-o=t na Sy

Clapeyronova véta

S vyuzitim Gaussovy-Ostrogradského véty lze odvodit nasledujici identitu zndmou jako Clapeyronova véta:

/a:VudV:/n~0'~udS—/(V~0')~udV (149)
v 5 1%

Proved'te si podrobné odvozeni ve slozkovém zapisu.

Rovnice (149) byla odvozena jednoduchou forméln{ ipravou, ale jeji vyznam spoc¢iva v tom, Ze jednotlivé
¢leny maji nazorny fyzikalni vyznam. Symboly o a u samoziejmé odpovidaji poli napéti a poli posunt. Na
levé strané lze soucin o : Vu nahradit sou¢inem o : Vg u, protoze tenzor o je symetricky. Jelikoz V ,u,
tedy symetrickd ¢ast gradientu posunu, odpovida tenzoru malé deformace €, lze sou¢in o : Voau =0 : €
chépat jako préci, kterou by napéti o vykonalo na deformaci €. Presnéji feceno jde o hustotu prace, tedy
veli¢inu vztazenou na jednotkovy objem materidlu. Jeji integraci pfes objem télesa ziskame celkovou praci
vnitinich sil. Nejednd se vSak o skuteéné vykonanou préci, ale o myslenou (tedy virtudlnf) veli¢inu. Napéti
zde vlastné nahrazuje silu (na jednotkovou plochu) a deformace nahrazuje posun (odpovidé rozdilu posunu
vztazenému na jednotkovou vzdédlenost bodu, jejichz vzéjemny posun zkouméme). Uvédomte si, ze préce
je dana jednoduse sou¢inem sily a posunu pouze, pokud je béhem posunu sila konstantni. Pokud se sila
méni, je tfeba pocitat infinitezimalni piirustky prace, konané okamzitou hodnotou sily na nekone¢né malém
piirustku posunu, a ty pak integrovat pies cely deformacni proces. Z tohoto duvodu tedy hovotime o levé
strané rovnice (149) jako o virtudlni préaci vnitinich sil.

Vyrazy na pravé strané rovnice (149) upravime s vyuzitim vztahit V-0 = —b an-o = t a celou rovnici

prepiseme jako
/a:st:/B-udV+/t-udS (150)
% v s

Pravou stranu pak interpretujeme jako virtudlni préci vnéjsich sil (objemovych a povrchovych). Opét jde o
myslenou veli¢inu, protoze ve skutec¢nosti se objemové a povrchové sily béhem deformace télesa zpravidla
méni.
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Obecny princip virtualnich praci (PVP)

Pfi odvozeni rovnic (149)—(150) jsme pod symboly o a u chdpali skutetné pole napéti a skutecné pole
posunt odpovidajici jednomu zkoumanému stavu télesa. Rovnost (150) vsak plati i v pfipadé, ze pole
napéti odpovidd jednomu moznému stavu télesa a pole posunt odpovidd jinému stavu. Pole napéti, které
je v rovnovaze s jistymi objemovymi a povrchovymi silami, predstavuje tzv. staticky pripustny stav. Pole
posunt a z né&j odvozené pole deformace piedstavuji tzv. kinematicky piipustny stav. Provedme si jesté
jednou kompletni odvozeni rovnosti virtudlnich praci pro vSechny staticky piipustné stavy A a kinematicky
pripustné stavy B (navzdjem zcela nezdvislé):

Pro libovolna (dostatecné hladka) tenzorovd pole o4 a u®? podle Clapeyronovy véty (pfimo plynouci z
Gaussovy véty) plati

/UA:VquV:/n-UA-quS—/(V~o'A)~quV (151)
14 S 14
Po pridani predpokladu
V-o?+b? = 0 ve V (152)
n-ot = t4 na S (153)
ef = vauP ve V (154)

a predpokladu, ze tenzor o je symetricky, mizeme identitu (151) prepsat jako
/aA;sBdV:/bA~quV+/tA.qus (155)
v 1% s

a interpretovat jako rovnost virtudln{ préce vnitinich sil (kterou by napéti stavu A vykonala na deformacich
stavu B) a virtudlni préce vnéjsich sil (kterou by vnéjsi sily stavu A vykonaly na posunech stavu B).
Princip virtudlnich posunuti (PVp)

Jestlize specidlné zvolime staticky pripustny stav A jako skutec¢ny a kinematicky piipustny stav B jako
virtudlni, pak rovnice (155) pFedstavuje rovnost prdce skuteénych napét{ na virtudlnich deformacich a
prace skutecnych vnéjsich sil na virtudlnich posunech:

/a’:éedV:/B~6udV—|—/t-(5udS (156)
% % S

Pokud navic zvolime virtudlni posuny du tak, aby byly nulové na podepiené ¢ésti hranice Sy, a uvazime
statické okrajové podminky n - o = t na S;, prepise se (156) jako

/0':5€dV:/l_)'5udV+/ t-dudS (157)
v 1% N

Tato rovnost predstavuje slabou formulaci podminek rovnovahy. Muzeme ji vyuzit k ovéfeni, Ze pole
napéti o je v rovnovaze s danymi objemovymi silami b a povrchovymi silami t.

Princip virtudlnich sil (PVs)

Jestlize specidlné zvolime staticky pripustny stav A jako virtudlni a kinematicky piipustny stav B jako
skuteény, pak rovnice (155) predstavuje rovnost préce virtudlnich napéti na skuteénych deformacich a
prace virtualnich vnéjsich sil na skutec¢nych posunech:

/60’:€de/ 5b~udV—|—/5t-udS (158)
1% v S

Pokud navic sestrojime virtualni napéti do tak, aby bylo uvniti télesa i na nepodepiené ¢asti hranice S;
v rovnovaze s nulovymi virtudlnimi vnéjsimi silami, a uvéazime kinematické okrajové podminky u = u na
Su, prepise se (158) jako

/50’:€de/ Otp-udS (159)
1% Su
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kde étgp = n-do na S, jsou virtualni reakce. Dokonce lze najit samorovnovazna pole napéti do, ktera jsou
v rovnovéaze s nulovymi povrchovymi silami na celé hranici télesa (véetné jeji podepiené ¢asti). Pro takovéd
virtualni napéti pak plati

/50:5—:de0 (160)
1%

Tato rovnost predstavuje slabou formulaci podminek kompatibility. Muzeme ji vyuzit k ovéfeni, zda
pro dané pole deformaci € existuje pole posunu u tak, aby platilo € = Vu.

Cviceni 5

5.1 Laméovy rovnice

V doplnujicich poznamkach k prednasce najdete prehled zakladnich rovnic pro linedrné pruzné téleso podro-
bené malym deformacim a malym rotacim, mezi které patii rovnice geometrické, materidlové a statické.
Spojenim téchto rovnic vzniknou znamé Laméovy rovnice. Jsou to vlastné podminky rovnovéhy zapsané
pomoci pole posunuti.

Napiste Laméovy rovnice jednak v kompaktnim tenzorovém zapisu (viz prednéska), jednak ve slozkovém
zapisu. Nejprve pracujte s obecnym symbolem pro tenzor pruzné tuhosti D, resp. jeho slozky Dips a
potom rovnice zjednoduste za predpokladu, Ze materidl je homogenni (tj. D, nezdvisi na prostorovych
soufadnicich) a izotropni. Zépis vyslednych rovnic se pokuste co nejvic zjednodusit. Nejvyhodnéjsi ziejme
je pouzit reprezentaci tuhosti zalozenou na Laméovych koeficientech, tj. D, = A1 ® 1 4 2uls.

5.2 Greenova véta

Aplikujte Greenovu vétu na pravou stranu rovnice

/st:/ V.udV (161)
v 1%

a integral pies objem télesa pieved'te na integral pies jeho povrch. Nésledné vytvoite stopu vyrazii na
obou strandch (tj. rovnici dvojité kontrahujte s jednotkovym tenzorem) a interpretujte fyzikalni (resp. spis
geometricky) vyznam vysledné rovnice.

Déle ukazte, ze k podobnému vysledku bychom dospéli s vyuzitim principu virtualnich sil, kdybychom
virtualni pole napéti volili jako do = 1. Jak by vypadala odpovidajici pole virtudlnich povrchovych a
objemovych sil? Co bychom pak ziskali z rovnosti virtudlnich praci?

V podobném duchu potom zkuste vyuzit princip virtudlnich posunu tak, ze virtudlni pole deformaci
zvolite jako de = 1. Jak by vypadalo odpovidajici pole virtudlnich posuni? Co bychom ziskali z rovnosti
virtualnich praci?

5.3 Podminky kompatibility deformaci

Jak je zminéno v podkladech k predndsce, rovnice (12) predstavuje slabou formulaci podminek kompati-
bility. Tyto podminky souviseji se skutec¢nosti, ze pocet slozek deformaci prevysuje pocet slozek posunt.
Pokud bychom zcela libovolné zvolili pole deformace, nebylo by zaruceno, ze k nému existuje odpovidajici
pole posuni, jehoz je zvolené pole deformace symetrickym gradientem. Podminky, které existenci takového
pole posunu zarucuji, jsou pravé podminky kompatibility.

Zamyslete se nad tim, kolik nezdvislych podminek kompatibility lze sestrojit. Pak se je pokuste najit.

Ndvod: Zapiste geometrické rovnice (vztahy mezi deformacemi a posuny) pro slozky deformace 11, €12 and
€99. Na pravé strané se objevi prvni derivace slozek posunt u; a us. Pak zkuste kazdy ze zapsanych vztahu
dvakrat derivovat tak, aby ¢leny obsahujici tfeti derivace slozek posunu u; a usg, které se objevi na pravé
strané, mély podobny charakter a bylo mozno mezi nimi najit zavislost. Pii odvozeni se uplatni véta o
vzajemnosti smiSenych parcidlnich derivaci.
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5.4 Samorovnovazné pole napéti

Ovéite, ze lze sestrojit nenulové pole napéti, které spliiuje podminky rovnovahy s nulovymi vnéjsimi silami.
Pro jednoduchost predpokladejte rovinnou napjatost a pracujte pouze se slozkami napéti 011, 012 = 0921
a 099. Rozepiste dvé Cauchyho rovnice rovnovahy pro tento pifpad (s nulovymi objemovymi silami). Poté
ukazte, Ze jsou tyto rovnice identicky splnény, pokud zvolime slozky napéti ve tvaru

0’F
J11 = 87:[;% (162)
0’F
022 = TZC% (163)
O*F
_ 164
g1z 8,%1856’2 ( 6 )

kde F(x1,x2) je libovolna (dvakrat spojité diferencovatelna) funkce.®

Kromé rovnovahy s nulovymi objemovymi silami uvniti télesa muzeme také pozadovat splnéni rov-
novahy s nulovymi povrchovymi silami na jeho hranici. Pro rovinnou oblast ve tvaru obdélnika o stranach
a a b (s jednim z vrcholi umisténym do pocatku) zvolte funkci F' ve tvaru

F(zy,m0) =c¢ (1 — cos 27m:1) <1 — cos 27?2) (165)
a

kde ¢ je libovolnd konstanta. Odvodte odpovidajici pole napéti a ovéite, Ze na celé hranici zkoumaného
obdélnika jsou splnény homogenni statické okrajové podminky (tj. rovnovdha s nulovymi povrchovymi
silami).

8Funkci F slouzici ke konstrukei pole napét{ podle vatahti (162)—(164) se i{kd Airyova funkce napéti.
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Piednaska 6

Prace vnitinich sil a potencidlni energie pruzné deformace

Na prednésce jsme se zbézné seznamili s potencidlni energii pruzné deformace a jeji hustotou. Tato energie
se ukldda v materidlu pii jeho deformaci a je mozné ji opét uvolnit pii odtizeni (je tedy vratnd). Jestlize
se material chova pruzné, nedochazi pfi jeho pretvareni k disipaci energie. Veskerd vykonana prace se pak
pii statickém zatézovani preméni na potencidlni energii pruzné deformace. Pokud dochézi k dynamickym
ucinkum, ¢ast vykonané prace se muze premeénit na kinetickou energii. V néasledujicich ivahéch se omezime
na statické procesy s nulovou kinetickou energii.

Z pohledu celého télesa konaji praci vnéjsi sily na posunech svého pusobisté. Muzeme vsak také zkou-
mat elementarni dilek télesa o objemu dV, na ktery pusobi okolni dilky, coz je popsano pomoci napéti.
V ramci doméciho tkolu si ovérite, ze praci vykonanou na takovém dilku pii zméné deformace o de lze
vyjadiit jako o : de dV. Préci tedy kond napéti na ptirustcich deformace. Pokud bychom napéti vynédsobili
celkovou deformaci, &, dostali bychom jen fiktivni préci, protoze ve skutecnosti se pii postupné deformaci
meéni i napéti podle piislusného konstitutivniho vztahu, napt. podle Hookeova zédkona. Pii vypoctu skuteéné
vykonané prace tedy musime kumulovat jeji prirtstky v nekone¢né malych ¢asovych intervalech a prubézné
upravovat hodnotu napéti. Zménu deformace, ke které doslo béhem ¢asového intervalu dt, lze zapsat jako
de = £d¢, kde € je rychlost deformace (tecka oznacuje derivaci podle ¢asu). Abychom vyjadrili praci vyko-
nanou vnitfnimi silami v celém télese beéhem ¢asového intervalu [0, T'], musime elementdrn{ praci integrovat

v Case i prostoru:
T T
Wint = / / o:edtdV = / / Pine dt dV (166)
v Jo v .Jo

P = o ¢ (167)

Integruje se zde veli¢ina

kterd predstavuje praci vykonanou napétim, vztazenou na jednotku objemu a jednotku ¢asu. Jde tedy
o hustotu vykonu vnitinich sil. Slovo “hustota” zde oznacuje veli¢inu vztazenou na jednotku objemu a
“vykon” odpovida préci za jednotku casu.

Jak uz bylo Feteno, pro pruzny material se veskerd préace vykonana napétim na ptirustcich deformace
preméni na potencialni energii pruzné deformace. Toto tvrzeni predstavuje zjednoduSenou podobu prvniho
zékona termodynamiky.® Potencidlni energie zavisi pouze na okamzitém stavu, nikoli na zpfisobu, jakym
se objekt do tohoto stavu dostal. Pro pruzné téleso to znamend, ze potencialni energie pruzné deformace
z4visi jen na okamzité deformaci a lze sestrojit funkci £, (€), kterd popisuje jeji hustotu. Potencidlni energii
pruzné deformace celého télesa pak ziskdme integraci jeji hustoty:

Eint = / Eint(e)dV (168)
14

Abychom hodnotu FEj;,; mohli vypocitat, musime znat rozlozeni deformace v celém télese. Potencialni
energie pruzné deformace tedy zavisi na celém poli deformace a z matematického hlediska se jedna o
funkciondl, neboli zobrazeni, které kazdé funkci z jistého prostoru funkci pfitazuje realné ¢islo.

Energetickou bilanci lze provést nejen pro celé téleso, ale i pro kazdy jeho elementarni dilek. Zaroven
misto kone¢ného ¢asového intervalu muzeme uvazovat nekoneéné maly piirustek casu dt. Préce vykonand
napétim na dilku o objemu dV za ¢as dt je pfi pruzném chovani materidlu rovna piirustku potencialni
energie pruzné deformace tohoto dilku, coz se zapiSe jako

o:edtdV =d&,: dV (169)
Po vydéleni infinitezimalnimi veli¢inami d¢ a dV dostaneme vztah

o= gint (170)

9V obecném piipadé je tieba do bilance energie zahrnout i pfenos tepla. Stav pruzného materidlu je pak charakterizovan
deformaci a dalsi nezdvislou stavovou veli¢inou, kterou muze byt teplota, nebo mérnéd entropie. Pfi izotermédlnim procesu
je dodand prace rovna pifrustku Helmholtzovy volné energie, zatimco pfi izentropickém (adiabatickém) procesu je rovna
prirtustku vnitfni energie.
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ktery popisuje rovnost hustoty vykonu vnitinich sil a ¢asové derivace hustoty potencidlni energie pruzné
deformace. Jelikoz &;,4 je primarné funkei deformace a na Case zavisi jen v dusledku promény deformace,
ziskame jeho ¢asovou derivaci podle pravidla o derivaci slozené funkce:

5 agint .
Em = : 171
K ge € (171)
Rovnost (170) pak muzeme prepsat jako
8gint .
(€= : 172
o:é 9 ‘€ (172)

Tato rovnost musi platit pro libovolny tenzor rychlosti deformace €. Rychlost deformace muze byt predepsana
zcela libovolné (nezdvisle na okamzité hodnoté deformace ¢i napéti), nicméné je vzdy dédna symetrickym
tenzorem. Odtud plyne, Zze symetrickd ¢dst tenzoru o musi byt rovna symetrické ¢dsti tenzoru 0F;,;/0e.
Tenzor napéti o je vzdy symetricky. Funkéni predpis pro &;,; muzeme prezentovat tak, aby smykové de-
formace €;; a €;; (i # j) byly zastoupeny “rovnocenné”. Pak je symetricky i tenzor dFE;,:/0e a z rovnosti
(172) plyne
o i
Oe

Odvozeny vztah (173) vyjadiuje napéti jako funkci deformace a pfedstavuje obecny tvar materidlovych
rovnic pro pruzny materidl.!? Pii specidlni volbé funkéniho piedpisu pro £, tento vztah miize byt linedrni
a odpovidat Hookeovu zdkonu, ale obecné bude vysledny vztah mezi napétim a deformaci nelinearni. Jak je
ale vidét, ani pro nelinedrné pruzny materidl nemuze byt zdvislost napéti na deformaci zcela libovolna, ale
musi byt odvozena (resp. musi byt mozné ji odvodit) z jisté skaldrni funkce &;,,¢, kterd v této souvislosti hraje
roli tzv. potencidlu. Takovy postup zarucuje, ze materidlovy model respektuje prvni zdkon termodynamiky
(zachovéni energie).

V souvislosti s pojmem potencidl je dobré ptipomenout, Ze v teorii plasticity se pouziva pojem “plasticky
potencidl” pro funkci, jejiz derivace podle napéti urcuje smér prirustku plastické deformace (viz nesdruzeny
zékon plastického pretvéreni, €, = A0g/0o). Podobné jako v rovnici (173) se zde jako potencidl chdpe
skalarni funkce, jejiz gradient vystupuje v jistém vztahu popisujicim tenzorovou veli¢inu. Dalsim piikladem
je potencial gravitaéniho nebo elektrostatického pole, jehoz gradient odpovidd sile pusobici na ¢astici o
jednotkové hmotnosti nebo jednotkovém naboji.

(173)

Piehled novych pojmu

Nékteré z nize uvedenych veli¢in jiz byly definovdny na pfednésce nebo v predchozim textu, dalsi k nim
pridavame:

hustota vykonu vnitinich sil Pint =0 : €

vykon vnitinich sil Py = [, 0 :€dV

vykon vnéjsich sil Pewt = [, b-udV + Jgt-udS

hustota potencidln{ energie pruzné deformace E;n(e) = € : D¢ : € (pro linedrné pruzny materidl)
potencialni energie pruzné deformace Eine = fV Eint(e)dV

potencialni energie vnéjsich sil Eeot =— [ b-udV — fSt t-udsS

Definice potencidlni energie vnéjsich sil v poslednim radku vyzaduje vysvétleni. Uvedeny vzorec odpovida
pripadu, kdy jsou vnéjsi sily pevné predepsané. Nelze jej tedy pouzit, pokud se vnéjsi sily méni, napt.
v zavislosti na zméné tvaru zatizeného télesa. Vsimnéte si také, ze integral pfes hranici je zde omezen
na nepodepfenou &4st hranice S;. Proto ma t skuteéné vyznam pfedepsanych povrchovych sil. Naproti
tomu v definici vykonu vnéjsich sil P, se provadi integrace po celé hranici S, protoze v piipadé pohybu

10V literatuie se pro popis pruzného materidlu odvozeny z energetického potencidlu pouzivé termin hyperelasticita nebo
Greenova elasticita. Naproti tomu Cauchyho elasticita popisuje napéti pfimo jako vhodné zvolenou funkci deformace. Tento
pristup je sice obecnéjsi, ale pokud pro zvolenou funkci neexistuje potencidl, ze kterého lze vztah mezi napétim a deformaci
odvodit, neni takovy model v souladu se zakony termodynamiky. Totéz plati i pro hypoelasticitu, kterd popisuje vztah mezi
nekoneéné malymi piirastky (nebo rychlostmi) napéti a deformace.
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podepiené ¢asti konaji préaci i reakce. Proto povrchové sily oznacujeme t. Na volné ¢asti hranice S; plati
t = t = pfedepsané povrchové sily, ale na podepfené ¢4sti hranice S, plati t = tp = neznamé reakce.

Pridejme jesté dalsi dva uzitecné pojmy. Soucet potencidlni energie pruzné deformace a potencialni
energie vnéjsich sil nazveme celkovou potencidlni energii (soustavy téleso + zatizeni):

E,=FEip + Eeyy = / 5int(€) dVv — / b-udvV — t-udsS (174)
\% \4 St

Kinetickou energii
1
By = f/ pit - dV (175)
2 Jv
spocitame integraci vyrazu pu - u/2, ktery piedstavuje jeji hustotu. Pfitom p je objemovd hmotnost ma-
terialu, pdV vyjadfuje hmotnost elementdrni kosticky o objemu dV a -1 = [1]|? je druhd mocnina
velikosti (normy) vektoru rychlosti.

Variace funkcionalu

Pripomente si, ze pod pojmem funkciondl se rozumi zobrazeni II, které kazdé funkci w z jistého vhodné
zvoleného prostoru funkei U piifadi redlné éislo. Piikladem muze byt t¥eba funkcional definovany predpisem

(u) = /OL u? da (176)

Prostor U je v tomto piipadé potieba volit tak, aby pro kazdy jeho prvek u vyse uvedeny integral existoval
a mél konecnou hodnotu. Logickou volbou je proto U = Ls(0, L), kde Ly(0,L) je prostor vsech funkci
integrovatelnych s kvadratem v Lebesgueové smyslu na intervalu (0, L). Za U vsak muzeme zvolit i jakykoliv
podprostor prostoru Ls(0, L), napiiklad vybrat jen ty funkce u € Lo, které spliiuji podminku u(0) = 0.

Ukazme si, jak je mozné matematicky definovat variaci daného funkciondlu II. Pro dvé dané funkce
u € U a du € U nejprve sestrojime pomocnou funkci proménné h, definovanou predpisem

F(h) = T(u + héu) (177)

Nézorné si predstavime, ze zkoumdame, jak se méni hodnota funkcionalu II, jestlize vyjdeme ze zvoleného
,bodu“ u a vydame se ve ,sméru“ du. Pomocnd proménnd udava, ,jak daleko“ jsme z vychoziho bodu
dosli. Pro h = 0 jsme pifmo v bodu u a F(0) odpovidd II(u). Pokud je funkce F' v bodu 0 klesajici, pak
funkciondl IT nemuze pro funkci u nabyvat lokalniho minima, protoze pro dostateéné malé kladné h bude
F(h) < F(0) a tedy II(u+ hdu) < II(u). Ovem i v piipadé, ze funkce F' je v bodu 0 rostouci, by nemohlo
jit o minimum, protoze by platilo F'(h) < F(0) pro dostatetné malé zéporné hodnoty h. Pokud tedy mé
funkciondl nabyvat pro funkci » minima, musi byt derivace funkce F' v bodé h = 0 rovna nule, a to pro
libovolnou volbu funkce du.

Pii zdpisu pomocné funkce F(h) = II(u + hdu) jsme pro jednoduchost povazovali funkce u a du za
pevné dané, ale takovou funkci muzeme sestrojit pro ruzné kombinace u a du. Prvni variaci funkciondlu
I nazyvame funkciondl 611, ktery libovolnym dvéma funkcim v € U a du € U pritadi prvni derivaci pomocné
funkce F'(h) = II(u 4 hdu) v bodé h = 0. Muzeme tedy psat

_dF L F() = F(0) _ Tl hou) —Ti(u)

_ dar _
OTM(u, 0u) = F7(0) = dh lh=o — 550 h B0 h

(178)

V poslednim vyrazu na pravé strané jsme opustili pomocnou funkci F' a zapsali prvni variaci piimo pomoci
puvodniho funkcionalu IT a funkei u a du. V matematické literatuie se vyrazem tohoto typu definuje tzv.
Gateauxuv diferencidl nebo Gateauxova derivace. Tento pojem m4 §ir§{ vyznam nez variace funkciondlu,
protoze jej lze zavést i pro zobrazeni, jejichz oborem hodnot neni pfimo mnozina redlnych ¢isel, ale obecné
jakykoliv Banachuv prostor (iplny normovany vektorovy prostor).

Obdobné muzeme definovat i druhou variaci §%II jako druhou derivaci pomocné funkce F' v bodé
h=0:

d?F

~ dh? lh=0
V tomto piipadé uz by byl prepis pomoci puvodniho funkcionalu IT zbyteéné slozity, protoze bychom museli
pouzit dvojnasobnou limitu.

62T (u, su) = F"(0) (179)
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Predvedme si odvozeni prvni a druhé variace pro funkciondl definovany predpisem (176). V tomto
pripadé dostavame

L L
F(h) = H(u+h5u)=/ (u—|—h5u)2dx:/ (u? 4 2hu du + h26u?) dx =
0 0
L L L
= /u2dx+2h/ u(5udx+h2/ Su? dz (180)
0 0 0
L L
F'(h) = 2/ u5udx—|—2h/ du? dx (181)
0 0
L
F'"(h) = 2 [ ou’dx (182)
0
L
FO) = 2 / woudz (183)
0
L
F'0) = 2 [ sude (184)
0

Prvni variaci je tedy funkcional

L
oIl(u, du) = 2/ ududz (185)
0

a druhou variaci je funkcional

L
82T (u, Su) = 2/ du® dx (186)
0

Moznd vas zarazi, ze druhd variace v tomto pfipadé nezavisi na u, ale jen na du. Je to zpusobeno tim,
ze puvodni funkcional byl kvadraticky. Podobné jako druhd derivace kvadratické funkce je konstanta, je
druha variace kvadratického funkcionalu nezdvisld na tom, ve kterém ,,bodu“ prostoru funkei ji sestrojime.
V obecném pifpadé 6211 miize zaviset na u i du.

Jak bylo vySe naznaceno, funkcional II muze nabyvat lokdlntho minima pro jistou funkci u pouze v
piipadé, Ze jeho prvni variace vymizi pro vSechna du. Podminka

Ol (u, du) =0 You e U (187)

je analogickd podmince nulovych prvnich derivaci pro funkci vice proménnych a nazyvame ji podminkou
stacionarity. Pokud je navic druh& variace kladna pro libovolné nenulové du, muzeme s jistotou rici, ze
se jedna o ostré lokalni minimum. Tuto podminku muzeme zapsat jako

62 (u, du) >0 You € U\ {0} (188)

kde U \ {0} je prostor U bez nulového prvku (identicky nulové funkee).

Vyse uvedend podminka (188) je ndzornd pro inZenyra, ale z matematického hlediska neni postacujici.
Abychom mohli mluvit o lokalnim minimu, musime v prostoru I definovat vzdalenost mezi jeho prvky,
kterymi jsou ovsem funkce. To se nejlépe udéla pomoci vhodné zvolené normy. V prostoru Lo je norma
definovana predpisem

L
lull = / u? da (189)
0

Misto podminky (188) by méla byt splnéna piisnéjsi podminka, vyzadujic{ existenci takové konstanty C' > 0,
pro kterou plati
8T (u, du) > C||6ul? You € U (190)

Cviceni 6
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6.1 Prace vnitrnich sil

Pri dvahach o potencidlni energie deformace jsme vyuzili toho, ze prace, kterou vykona napéti o na ele-
mentarnim dilku o objemu dV pii zméné jeho deformace o de je ddna vyrazem o : de dV. Rozepiste vyraz
o : de po slozkach v tenzorovém zépisu a pak jej prepiste v inzenyrském zépisu. Zduvodnéte, pro¢ jde
o vykonanou praci na jednotku objemu. Pfitom si predstavte elementarni kvadr o délkach hran dz, dy a
dz, na ktery pusobi na jeho sténédch elementarni sily odvozené z danych slozek napéti. Napiiklad kolmo na
protilehlé stény s normaéalou = pusobf sila o, dy dz, orientovana souhlasné s kladnou poloosou x na sténé s
kladnou vnéjsi normélou a opatné na protéjsi sténé se zdpornou vnéjsi normalou. Pii deformaci tyto sily ko-
naji praci na posunech u ve sméru osy x a vysledny piispévek k elementarni praci je sou¢inem sily o, dy dz
a vzdjemného posunu u(xg + dz/2,yo, 20) — u(xg — dz/2,y0,20) = (Ou(xo, Yo, 20)/0x) dx, kde (z0, Yo, 20)
jsou soufadnice bodu uprostfed elementarniho kvadru. Podobné vyjadrete prispévky dalsich slozek napéti,
seCtéte a upravte.
Pokud vam na tomto odvozeni pfipada néco podezrelé, nevéhejte své pochybnosti popsat.

6.2 Vypocet variace funkcionalu

Sestrojte prvni a druhou variaci nasledujicich funkcionéli:
L
IM(w) = / gudz (191)
0
L
My(u) = / ud dx (192)
0

L
M3(u) = /0 (u")? dz (193)

L
My(u) = / sinu dz (194)
0
U5(u) = u(L/2) (195)
Pfitom ¢ znaé¢f danou funkci proménné z, misto (u”)? se pro jednoduchost miize psat jen v a v definici
II; je na pravé strané hodnota funkce u v bodé © = L/2.
Zkuste vymyslet obecné pravidlo pro vypocet prvni variace funkcionalu, ktery ma tvar
L
(u) =/ G(z,u,v',u")dz (196)
0
kde G je dand spojité diferencovatelnd funkce ¢tyt realnych proménnych.
Sestrojte prvni a druhou variaci nasledujicich funkciondli:
Mg(u) = /g~udV+/h-udS (197)
\% S
II;(u) = / V.-udV (198)
1%
g(u) = / Vu: VudV (199)
1%
Mg(u) = / Vu:A:VudV (200)
1%

Ptitom g a h jsou dand vektorova pole a A je dané tenzorové pole 2. Fadu.

6.3 Vlastnosti variace funkcionalu

Zamyslete se nad tim, zda obecné plati nasledujici tvrzeni:

e Jestlize funkciondl IT je souctem funkciondlu IT; a Iy, neboli II(u) = II; (u) + Iz (u) pro kazdé u € U,
pak pro jeho variaci plati 6II(u, du) = 6111 (u, du) + 61z (u, du).
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o Jestlize funkciondl IT je a-ndsobkem funkciondlu Iy, neboli II(u) = oIl (u) pro kazdé u € U, pak pro
jeho variaci plati 6II(u, du) = « 611 (u, ou).

o Jestlize je funkciondl II linedrni, neboli II(u + v) = II(u) + II(v) pro kazdé u,v € U a zédroven
II(ou) = oll(u) pro kazdé u € U a o € R, pak je jeho variace ... (vhodné doplite).

e Pro kazdy funkciondl IT je jeho prvni variace linedrn{ funkciondl vzhledem k du, neboli plati §II(u, du; +
dug) = 0II(u, duy) + 0Il(u, dus) pro kazdé u, duy,dus € U a zéroven 6II(u, o du) = a0Il(u, du) pro
kazdé u,0u € U a a € R.



35

Piednaska 7

Princip minima potencialni energie pro pruzné téleso

Jiz na minulé pfedndsce jsme si vysvétlili, Ze potencidlni energie E, systému slozeného z pruzného télesa
a jeho zatizeni je souc¢tem potencidlni energie pruzné deformace F;,; a potencidlni energie zatizeni F.,;.
Jestlize v jistém stavu nabyva potencialni energie I, staciondrni hodnoty, je tento stav rovnovazny. Pokud
jde navic o ostré minimum potencialni energie, je rovnovéha stabilni.

Vyraz pro potencialni energie soustavy skladajici se z pruzného télesa a jeho zatizeni se skldda ze dvou
prispévkiu, z nichz jeden zdvisi na poli deformace a druhy na poli posunu. Tato pole ale nejsou nezavisla
a pole deformace lze piimo vyjadrit z pole posunu (naopak by to Slo udélat pouze, pokud by bylo zadano
kompatibilni pole deformace). Proto muzeme potencidlni energii povazovat za funkciondl zavisly na poli
posunu a zapsat ji pro linedrné pruzné téleso jako

Ep(u):%/ Vsu:De:VSudV—/ b-udV - [ t-udS (201)
\% \4 St

Aby bylo mozné prvn{ integral v (201) vyhodnotit, musi byt uvazované pole posuntu dostate¢né hladké.
Napriklad pokud by bylo nespojité, vedlo by to k singularité v poli deformaci a odpovidajici potencidlni
energie by neméla kone¢nou hodnotu. D4 se ukazat, ze vSechny integraly v (201) maji kone¢nou hodnotu pro
takové vektorové funkce u vektorové proménné x, které maji na oblasti V' zobecnéné derivace integrovatelné
s kvadratem v Lebesgueové smyslu. V matematické literatufe se prostor skalarnich funkeci, které maji na
oblasti V' zobecnéné derivace az do fadu n integrovatelné s kvadriatem v Lebesgueové smyslu oznacuje
jako H, (V). Jednotlivé slozky pole posuna u;, ¢ = 1,2,3, museji patfit do prostoru Hi(V'), takze celé
pole posunt patif do kartézského sou¢inu Hy (V) x Hy(V) x Hy(V), ktery ozna¢ime H$ (V). Navic je pti
minimalizaci potencialni energie potieba brat v uvahu pouze takové kinematické stavy, které respektuji
predepsané vazby, neboli takova pole posunt, kterd spliuji geometrické okrajové podminky u = @ na
podepiené ¢asti hranice, S,. Pro dalsi pouziti tedy zavedeme mnoziny funkci

U = {uecH}V)
U = {ueH(V)

una Sy} (202)
=0na S,} (203)

Mnozina Uy ma charakter vektorového prostoru, protoze soucet dvou funkei patiicich do Uy je opét prvkem
Uy a stejné tak libovolny skaldrni nasobek funkce z Uy patii do Uy. Pro mnozinu U takové tvrzeni plati
pouze, pokud jsou piedepsané okrajové podminky homogenni, tj. pokud = 0. Pro obecné nehomogenni
okrajové podminky to vektorovy prostor neni, ale presto budeme nékdy ponékud nepiesné mluvit o prostoru
U. Samoziejmé pokud je 1 = 0, prostory U a Uy splyvaji. Obecné hleddme pole posunt v “prostoru” U,
zatimco z prostoru Uy bereme variace pole posunt, chdpané jako mozné zmény du, které lze piidat k
vySetfovanému konkrétnimu poli u € U tak, aby modifikované pole u + du patiilo do U.

Déle jsme zkoumali, za jakych podminek nabyva pro jistou funkci'® @ tento funkciondl minima v
prostoru v8ech funkei spliiujicich kinematické okrajové podminky u = @ na S,. Pii vySetfovani podminek
minima je tieba zjistit, jak se zméni hodnota E,, jestlize posuny @ zménime o du. Jelikoz i po této zméne
maji byt splnény okrajové podminky na S,, musime du volit na S, jako nulové, ale jinak je libovolné
(pFesnéji feceno opét pozadujeme existenci zobecnénych derivaci integrovatelnych s kvadratem). Po ponékud
zdlouhavych, ale jinak jednoduchych tupravéch jsme dospéli k vyjddieni piirustku potencidlni energie ve

tvarul?

1 _ -

Ep(ﬁ+(5u)—Ep(f1):/ Vsﬁ:De:VSJudV+§/ Vséu:De:VséudV—/ b-5udV—/ t-suds
1% 14 14 St

(204)

1 Na prednésce jsme psali u, ale je dobré vinkou odlisit konkrétni funkci 11, pro kterou minumum nastdvd, od obecného
pole posunii u.

12V nékterych krocich odvozeni jsme vynechdvali index s u symbolu V, tj. pracovali jsme s gradientem posunt misto
jeho symetrické casti. Vzhledem k malé symetrii tenzoru tuhosti D¢ jsou kvadratické vyrazy typu Vsu : De : Vgdu a
Vi : De : Viu zcela ekvivalentni.
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Vyraz na pravé strané (204) obsahuje ¢leny, které na zméné posunu du zaviseji linedrné, a ¢leny, které
na ni zaviseji kvadraticky. Neni ndhodou, Ze linedrni ¢dst prirustku odpovida prvni variaci

dE, (0, du) = / Viia:De: VioudV —/ b-dudV —/ t-oudS (205)
1% v S
a kvadratickd ¢ast prirustku (az na faktor 1/2) odpovida druhé variaci
62E,(0u) = / V.u: D, : VioudV (206)
1%

Vsimnéte si, Ze se v obou piipadech opét jedna o funkciondly, nebot funkei piifazuji &slo. Prvni variace
0E, zavisi nejen na uvazovaném poli posunti 1, ale také na jeho zméné du, které v této souvislosti fikdme
variace posuni. Jiz vime, ze pro pevné zvolené u se §£, chova jako linedrni forma argumentu du. Plati
totiz

dE,(0,0u; +duz) = J0E,(0,0ur)+ dE,(a,dus) (207)
JE,(0,adu) = adE,(q,d0u) (208)

coz lze snadno ovéfit dosazenim podle (205). Podobné druhd variace 4% E, se chova jako kvadratickd forma.
Podle (206) druhd variace zavisi pouze na du, coz souvisi s tim, ze vychoz{ funkcional FE, byl kvadraticky
(jak vime, v obecném piipadé muze druhd variace zdviset i na ).

Na zéklade (205) a (206) muZzeme piirustek potencidlni energie popsany vztahem (204) pfepsat jako
soucet prvni variace a druhé variace délené dvéma:

E,(a+ 6u) — E,(0) = 0E, (1, 6u) + 30°E,(5u) (209)

Zkoumame nyni podminky, za kterych je ptirustek E,(a+du)— E, (1) kladny pro kazdou nenulovou variaci
posunt du, takze funkcional potencidlni energie £, nabyva pro pole posunt u ostrého minima. Piedstavte
si, ze by pro jistou variaci posunit du meéla prvni variace potencialni energie d F,, zdpornou hodnotu. Z této
skutecnosti zatim neplyne, Ze cely piirustek potencidlni energie je zdporny, protoze ten se sklddd ze souc¢tu
prvni a poloviny druhé variace. Nicméné pokud uvazovanou variaci posunii vyndsobime obecnym skalarem
«, muzeme vysledny pfirustek potencidlni energie napsat jako

E,(a+ adu) — E,() = 6E,(0, adu) + 36°E,(adu) = a6 E,(0,0u) + o*16*E,(0u) (210)

Zde jsme pravé vyuzili toho, ze prvni variace se chova jako linearni forma a druha jako kvadraticka forma.
Skalarni nésobitel & muzeme zvolit kladny, ale tak maly, aby kvadratickd ¢dst vyrazu na pravé strané (210)
byla zanedbatelné oproti linedrni a vyslednd hodnota tedy byla zaporna. Vidime tedy, ze ma-li byt splnéna
podminka minima, nesmi prvni variace pro zadné du nabyvat zaporné hodnoty. To vSak znamend, ze musi
byt identicky nulova, protoze kdyby pro nékteré du nabyvala kladné hodnoty, pak pro —du by nabyvala
zaporné hodnoty a podminka by nebyla splnéna. Touto tvahou jsme dospéli k dilé¢imu zavéru, ze nutnou
podminkou minima funkciondlu F, je nulova hodnota jeho prvni variace pro kazdé du (splaujici
okrajovou podminku du = 0 na S,,). Toto je podminka stacionarity, kterd je obdobou podminky nulovych
prvnich derivaci pii hleddni minima funkce.

Jestlize je prvni variace funkcionalu skute¢né identicky nulova, pak o prirustku jeho hodnoty rozhoduje
druhd variace a ta musi nabyvat kladné hodnoty pro kazdé nenulové du (opét spliujici zminénou
okrajovou podminku). Toto je obdoba podminky kladné druhé derivace pro funkei jedné proménné a pozi-
tivni definitnosti matice druhych derivaci v pripadé funkce vice proménnych.

Podminku nulové prvni variace muzeme v uvazovaném piipadé prepsat jako rovnici

/Vsﬁ:De:Vs6udV:/B-6udV+/ t-duds VYéu,du =0 na S, (211)
\% v St

kterd ma byt splnéna pro kazdé du spliujici homogenni geometrické okrajové podminky. V této rovnici
poznévame princip virtudlnich posuna, ktery (jak vime) pfedstavuje slabou formulaci podminek rovnovahy.
Variaci posunu du interpretujeme jako virtudlni pole posunu a vyraz Vgdu pak predstavuje odpovidajici
virtudlni pole deformace de. Soucin Viu : D, odpovidd napéti vypoctenému ze skuteéného pole posunt u
s vyuzitim geometrickych rovnic a Hookeova zdkona.
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Podminku kladné druhé variace muzeme zapsat jako
/ Vu: D, : VioudV >0 Vou # 0 (212)
v

Jestlize je tenzor pruzné tuhosti D, pozitivné definitni, plati
0e:Dg:0e>0 Vée #0 (213)

a po integraci kladného vyrazu dostaneme samoziejmé kladny vysledek. Musime ale dat pozor, aby se
nemohlo stat, ze pro nékteré piipustné nenulové du je de nulové na celé oblasti V. Jinymi slovy, nesmi exis-
tovat nenulové pole posunt, které ma nulové hodnoty na podeptené ¢asti hranice a odpovidaji mu identicky
nulové deformace v celém télese. Kdyby takové pole existovalo, znamenalo by to, ze dané téleso se muze
pohybovat jako mechanismus, aniz by se deformovalo. Pii takovém pohybu by potencidlni energie defor-
mace zustavala nulové, ale vnéjsi sily by mohly konat préci a jejich potencidlni energie by se zmenSovala,
teoreticky bez jakéhokoli omezeni. Funkcional potencidlni energie by nebyl zdola omezen a jeho minimum
by neexistovalo.

Cviceni 7

7.1 Princip minima potencialni energie pro nelinedrné pruzné téleso

Piipomeiite si, ze v obecném pifpadé (nelinedrné) pruzného télesa je potencidlni energie pruzné deformace
déna vyrazem

Eint:/gint(e) dv (214)
14

kde &;y,; je hustota potencidlni energie pruzné deformace, uvazovana zde jako funkce tenzoru malé deformace.
Vyraz pro potencidlni energii vnéjsich sil,

Em:f/ 5~udV—/ t-udS (215)
|4 St

zustava beze zmény.

Odvod'te vyraz pro prvni variaci funkciondlu potencidlni energie pro nelinearné pruzné téleso, zapiste
podminku stacionarity tohoto funkcionalu a jeji vhodnou upravou dospéjte k odpovidajici diferencialni
rovnici a okrajovym podminkam, které lze odvodit z principu minima.

Déle odvod'te vyraz pro druhou variaci a zjistéte, za jakych podminek je nezaporné pro kazdou nenulovou
geometricky pfipustnou variaci posuni.
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Piednaska 8

Castigliantv variacni princip

V posledni dobé jsme se podrobné zabyvali Lagrangeovym principem, tedy principem minima po-
tencialni energie, ktery lze motivovat pfirozenymi fyzikalnimi divahami a kazdodenni zkusenosti. Slovné
Ize Lagrangeuv princip formulovat takto: Ze vSech kinematicky pfipustnych stava nastane ten,
ktery minimalizuje potencialni energii systému. Pritom “kinematicky pfipustnym stavem” rozumime
stav pfemisténi a z néj odvozené deformace, ktery spliuje geometrické okrajové podminky na podeptené
¢asti hranice. Obecna podoba Lagrangeova principu je univerzélni, jeho konkrétni zapis pro jednotlivé typy
modelu (trojrozmérné kontinuum, tazeny prut, ohybany prut, diskrétni soustavu, atd.) se lis{ pouze tim,
jak se vyjadii potencidlni energie a okrajové podminky odpovidajici vazbam.

Nyni se budeme vénovat jinému, ale pribuznému principu, ktery je v jistém smyslu dudlni k Lagrange-
ovu principu. Jedna se o Castigliantiv princip minima doplikové energie, ktery lze slovné formulovat
takto: Ze vSech staticky pripustnych stavili nastane ten, ktery minimalizuje doplintkovou energii
systému. Jde také o jeden z univerzalnich principt mechaniky, ktery lze aplikovat na nejriznéjsi mecha-
nické modely.

Pojem “doplikova energie” neni zcela bézny a motivace pro jeho zavedeni byla vysvétlena na prednasce.
Cilem bylo najit takovy funkciondl, jehoz podminka stacionarity bude odpovidat rovnosti virtudlnich praci
konanych virtualnimi silovymi veli¢inami na skuteénych geometrickych veli¢inach. Pomoci logickych tvah
jsme pro linearné pruzné téleso dospéli k funkciondlu dopliikové energie

E;(a):%/azce:a'dv-/ n-o-uadS (216)
1% S

Prvnf integral predstavuje tzv. doplikovou energii vnitinich sil, druhy dopliikovou energii vngjsich sil (v
tomto piipadé reakci tgp = n- o). Pripomeiite si, ze C, je tenzor pruzné poddajnosti (tedy inverzni tenzor k
tenzoru pruzné tuhosti D), S, je podepfend ¢ast hranice, n je jednotkovy vektor vnéjsi normély k hranici
a u jsou posuny piedepsané na S, (obvykle nulové, s vyjimkou pifpadu, kdy dojde k pfemisténi podpor).
Minimum funkciondlu EJ se hledd v prostoru (pfesnéji feceno linedrni varieté) vSech rovnovdznych polf
napéti, tj. na mnoziné vsech poli o spliujicich podminky

V.o+b = 0 veV (217)
n-o = t naS (218)

Mnozinu v8ech takovych poli napéti ozna¢ime symbolem S, zatimco Sy bude oznacovat prostor vsech
samorovnovaznych poli napéti, tj. téch, kterd spliuji podminky rovnovdhy s nulovymi objemovymi silami
a nulovymi povrchovymi silami na ¢ésti hranice S;.

Funkciondl (216) je kvadraticky a jeho prvni a druhou variaci vyjadifme snadno jako

SE,(0,00) = /U:Ceséadvf/ n-jo-uds (219)
v S

52E;(o',50') = / 00 : Ce:dodV (220)
v

Z podminky dE;(o,d0) = 0 oviem tentokrdt nemuzeme vyvodit, ze o : C. = 0, protoze tato podminka
musi byt nutné splnéna pouze pro do € Sy, tedy pro samorovnovazna pole o, nikoli pro zcela libovolnd pole.
Podminka 0E;(o,00) = 0 je slabou formou podminky kompatibility pro deformace vypoctené z napéti.
Obecné je obtizné ji prevést na diferencidlni rovnici, protoze do hry vstupuji také predepsané posuny na
hranici. Aplikace v ramci teorie prutu bude predvedena v doméacim tkolu.

Platnost Castiglianova principu lze rozsitit i na obecné nelinearné pruzné téleso. Funkcional doplikové
energie ma v tomto pripadé zobecnénou podobu

E;(a):/Vé’fm(a)dV—/Sun-a-udS (221)

kde &, je hustota doplitkové energie vnitinich sil (nékdy se mluvi o dopliikové energii napéti). Tuto veli¢inu

Ize chépat jako integrovanou podobu dopliikové préce, jejiz elementarni prirtustek je ddn soucinem do : g,
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*

kde do je pfirtstek tenzoru napéti a € je tenzor deformace. M4 tedy platit d&,
jako

, =do : e, coz lze piepsat

* a')
€= i) 222
oy (222)
Vztah (222) predstavuje inverzni podobu materidlového zdkona, neboli pfedpis, jak vypocitat deformaci z

napéti. Veli¢ina &, zde hraje roli potencidlu. Pokud tento potencidl zvolime v kvadratickém tvaru

&x

rio)=30:C.:o (223)
pak bude vztah mezi deformaci a napétim linedrni a rovnice (222) bude mit podobu inverzniho Hookeova
zékona

e=Ce:0 (224)

Legendrova transformace

Jak uz jsme vysvétlili difve, materidlové rovnice pro pruzny (hyperelasticky) materidl muzeme zapsat ve
tvaru

agint (5)
=5 (225)
kde &;y+ je hustota potenciadlni energie pruzné deformace, tj. energie vratnym zpusobem ulozend v deformaci
materialu, vztazend na jednotku objemu. Zaroven lze stejny materidlovy zakon zapsat v inverzni podobé
(222). Je jasné, ze mezi potencidly &;n: a £, musi byt Gzka souvislost. Jak jsme ukdzali na prednésce,
tuto souvislost lze popsat Legendrovou transformaci, na jejimz zakladé lze ze znalosti jednoho z téchto
potenciala odvodit ten druhy:

int

Eint(e) = max|o:e—E&;,(0)] (227)

(o) = max [o:e—Eint(e)] (226)

Maximum je urc¢eno jednozna¢né, pokud je vychozi potencidl ryze konvexni. Legendrova transformace pak
vede k dudlnimu potencidlu, ktery je také ryze konvexni.

Cviceni 8

8.1 Pozitivni definitnost tenzoru pruzné tuhosti

Ukazte, ze kvadraticky potencidl £;,¢(e) = € : D, : €/2 je ryze konvexni pravé tehdy, kdyz je tenzor pruzné
tuhosti D, pozitivné definitni.

Déle uvazujte tenzor pruzné tuhosti odpovidajici izotropnimu materidlu. Rozepiste podminku jeho po-
zitivni definitnosti a zjistéte, k jakym podminkam pro pruzné konstanty vede. Uvazte pfitom vSechny diive
zminéné kombinace pruznych konstant, tedy F a v, K a G, nebo Laméovy konstanty.

8.2 Legendrova transformace

Na prednésce jsme ukdzali, ze Legendrovou transformaci kvadratického potencidlu E;,:(e) = € : D¢ : €/2
dostaneme kvadraticky potencidl & ,(o) = o : D! : 0 /2.

Déle pracujte s jednoosou napjatosti a prozkoumejte, jaky materialovy zakon vznikne, pokud sestrojime
hyperelasticky model zalozeny na potencidlu E;,:(¢) = cle|”, kde ¢ je dany parametr o rozméru Nm~—2 a
n je dany bezrozmérny parametr. Sestrojte odpovidajici vztah pro vypocet napéti z dané deformace. Poté
proved te Legendrovu transformaci, sestrojte dudlni potencidl £, (o) a z néj pak odvod'te vztah pro vypocet
deformace z daného napéti. Porovnejte se vztahem, ktery by vznikl piimou inverz{ vztahu pro vypocet napéti
z dané deformace. Urcete také, pro jaké hodnoty parametri jsou uvazované potencidly konvexni a jaké to

ma dusledky pro vztah mezi napétim a deformaci.
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8.3 Vyuziti Castiglianova principu pfi analyze nosniku

Na pfednésce jsme zminili, ze Castiglianuv princip lze vyuzit pii analyze prutovych konstrukeci a souvisi
se silovou metodou. Piedvedme to na jednoduchém piikladu nosniku o rozpéti L, ktery je vlevo vetknuty
a vpravo prosté podepfeny. Nosnik je pfiéné zatiZzen danym spojitym zatizenim o intenzité f(z). Pro
konkrétnost uvazujme linedrné proménné zatizeni, f(z) = a + bx, kde a a b jsou dané konstanty.

Staticky piipustny stav nosniku je dédn takovym rozlozenim ohybovych momentu M (x), které splituje
statickou rovnici

M"(x) = —f(x) (228)

a statickou okrajovou podminku
M(L)=0 (229)

Mezi vsemi funkcemi M (z) spliujicimi tyto podminky je skuteénym rozloZzenim ohybovych momentu ta,
ktera minimalizuje Castiglianuv funkciondl dopliikové energie. Zkuste vysvétlit, pro¢ je tento funkciondl
dan vyrazem

L M2(£L')
o El(z)

Ej(M) = (230)
kde E je Younguv modul pruznosti a I je moment setrvacnosti prufezu. (Ndvod: vyjdéte z rozlozeni
normélového napéti daného predpisem o(z,z) = M(x)z/I a z definice hustoty doplitkové energie pro
linedrné pruzny materidl.)

V dalsim kroku pak charakterizujte obecné feseni dlohy (13)—(14) pro konkrétni zatizeni f(z) = a + bx.
Toto FeSeni lze parametrizovat jednou veli¢inou, kterd pak bude hrat roli zdkladni neznamé. Doplikovou
energii vyjadrete jako funkci této neznamé a najdéte jeji minimum. Pokuste se o fyzikdlni interpretaci
tohoto postupu (tj. zamyslete se nad ndzornym vyznamem zvolené zékladn{ nezndmé a piislusné rovnice,
vzniklé jako podminka nulové derivace).
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Prednaska 10

Podminky stacionarity Hellingerova-Reissnerova funkcionalu

Na prednasSce jsme ukazali, ze pfi vySetfovani minima Castiglianova funkcionalu pii respektovani statickych
rovnic a statickych okrajovych podminek muzeme vyuZzit techniku Lagrangeovych multiplikdtor, coz mo-
tivuje zavedeni funkciondlu'?

H(a’,)\,u):%/vo':ce:adV—/s n~cr~ﬁdS—|—/v)\-(V-0'+B)dV+/u~(n~o'—f)dS (231)

ktery jsme pak s vyuzitim Gaussovy véty upravili do tvaru

(o, A\, p) = %/ o:C.: a'dV—/ n.o-a dS+/ no-A dS—/ o: V)\dV—i—/ )x-l_)dV—F/ p(no—t) ds
v S, s v v

S
' (232)
Odvodili jsme podminky stacionarity tohoto funkciondlu a na jejich zakladé identifikovali nézorny
vyznam Lagrangeovych multiplikatora A a p. Ukazali jsme, ze multiplikdtory A odpovidaji poli posunu
uvnitt télesa a multiplikdtory pu odpovidaji zédporné vzatym posunum na volné ¢dsti hranice. Polozili jsme

proto A = u a g = —u a sestrojili upraveny funkciondl
ygr(u,o) = -I(o,u,—u)=
= /a:VsudV—%/ U:Ce:UdV+/ n-o-(u—u) dS—/ b-udV - [ t-udS
\% \% Su |4 St

(233)

Souvislost Hellingerova-Reissnerova principu s Lagrangeovym principem

Pokud volime pole posunu tak, aby spliiovalo geometrické okrajové podminky u = @ na ¢édsti hranice S,
pak se funkciondl (233) zjednodusi na

Hpr(u,0) :/

(UZVSuféc:CC:U) de/
1%

B-udV—/f~udS (234)
1% St

Pokud zvolime pole napét{ ve tvaru o = D, : V, u a dosadime do (234), vznikne Lagrangeuv funkcionél
potencidlni energie. Jinymi slovy, plati

IIgr(u,De : Vou) = E,(u) (235)

To nés inspirovalo k myslence, ze Hellingeruv-Reissneruv princip 1zce souvisi s Langrangeovym principem,
coz lze vysvétlit na zékladé Legendreovy transformace

1 1
max |0 : V,u — 30 C.:0| = §Vsu :D.: V,u (236)

ve které na levé strané povazujeme Vg u za pevné dané a maximalizujeme vzhledem k o. Integraci vztahu
(236) pies objem télesa ziskdme na pravé strané potencidlni energii deformace a na levé strané vysledek
velice podobny prvnimu integralu v rovnici (234), az na pfitomnost symbolu “max”. To nés piivadi k jesté
hlubsimu pochopeni souvislosti mezi Lagrangeovym a Hellingerovym-Reissnerovym principem.

Podle Lagrangeova principu se minimalizuje funkciondl celkové potencidlni energie

1
Eyu) = /V Vou: Dy : VoudV + B (u) (237)

13Na piednasce jsme pracovali s obecngjsi variantou nelinedrné pruzného (hyperelastického) chovani materialu, ale zde pro
jednoduchost pouzivame hustotu dopliikové energie v kvadratické podobé, kterd odpovida linedrni pruznosti.
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Hledani minima celkové potencidlni energie muzeme piepsat nasledujicim zpusobem:

1
min Ey(u) = min {/ max <0' :Vsu— 79 Ce.: a‘> dv + Eext(u)} =
u u 1% o

= minmax {/ (a :Vsu— 10’ 1 Ce: o-) dVv + Eext(u)} = minmax Iy r(u, o) (238)
u o v 2 u o
Tim se znovu potvrzuje, ze Hellingeruv-Reissneruv princip neni principem minima, ale principem “mi-
nimaxu”, tedy stacionarniho bodu, ve kterém je piislusny funkcional vzhledem k napéti maximalizovan
a vzhledem k posuntim minimalizovan, podobné jako je tomu v horském sedle. Pokud pro pevné zvo-
lené pole posunuti u nejprve maximalizujeme Iy gr(u, o) vzhledem k o, ziskdme vlastné odpovidajic
potencidlni energii E,(u), a jeji minimalizac{ pak najdeme skuteéné pole posunuti. P¥i “pfesném feseni”
tedy uplatnénim Lagrangeova a Hellingerova-Reissnerova principu dospéjeme k naprosto stejnému vysledku.
Pouzijeme-li vsak priblizné feSeni, napiiklad metodou koneénych prvku, splnime pii postupu podle Lagran-
geova principu podminky kompatibility pfesné a podminky rovnovéhy jen pfiblizné (ve slabém smyslu),
zatimco podle Hellingerova-Reissnerova principu splnime obé skupiny rovnic jen pfiblizné. To sice vypada
jako nevyhoda, ale v fadé pripadu je mozné timto postupem chovani prvku vylepsit. Vynuceni kompatibi-
lity v silném smyslu muze byt pfi¢inou ruznych projevu “zamykédni” (anglicky locking), pti kterém se model
chové jako piili§ tuhy a vypoctené prihyby jsou mnohem mensi nez skute¢né. Hellingeruv-Reissneruv prin-
cip muze poslouzit jako zéklad tzv. smiSenych formulaci, které aproximuji pole napéti nezavisle na poli
posunuti a vztah mezi nimi zabezpecuji pouze v slabém smyslu.

Pouziti Hellingerova-Reissnerova principu

Jako konkrétni piiklad vyuziti Hellingerova-Reissnerova principu uvedeme téméf nestlacitelny material,
tedy materidl s Poissonovym soucinitelem v blizkym mezni hodnoté 0.5. Pro takovy materidl jsou nékteré
slozky tenzoru tuhosti D, obrovské a v limité pro v — 0.5 se blizi nekoneénu, coz pochopitelné vede k
numerickym problémum pfi pouziti Lagrangeova principu zaloZzeného na funkciondlu (237). Naproti tomu
ve (234) se nékteré slozky tenzoru poddajnosti C, blizi nule, coz nemusi byt na zévadu. Pouzit{ Hellingerova-
Reissnerova principu je tedy pro tento typ tloh vyhodnéjsi. Neni ale tfeba konstruovat nezavislé aproximace
vSech slozek napéti, protoze vysSe popsany problém souvisi pouze s objemovou ¢asti deformace a napéti.
Hustotu potencidlni energie deformace tedy rozdélime na objemovou a deviatorickou ¢ast'4 a pouze pro
objemovou piejdeme k vyjadfeni pouzitému ve (234). Vysledkem je pak funkciondl

ML (w,0) = [

2
(crmV u-2m GV Ip Vsu) AV + Euyi(u) (239)
|4

2K

V literatufe se pro stfednf napét{ o,, v tomto kontextu pouziva ¢asto symbol p (chdpany jako hydrostaticky
tlak, nékdy s opaénym znaménkem), odtud tedy oznaceni "u-p formulace”a index up. Piipomente si, ze
divergence pole posunuti V - u odpovidd objemové deformaci, K je objemovy modul pruznosti a G je
smykovy modul pruznosti. Pokud je materidl dokonale nestlacitelny, stacf polozit 1/K = 0 a élen 02, /(2K)
pak vypadne.

Cviceni 10

10.1 Druha variace Hellingerova-Reissnerova funkcionalu

Vyjédiete druhou variaci funkciondlu Iy g definovaného ve (233) a ukazte, ze staciondrni bod tohoto
funkcionédlu neodpovidd minimu ani maximu.

10.2 Formulace u — p

Ukazte, ze pro dokonale nestla¢itelny material by bylo mozno funkcionél II,,(u, o,,) sestrojit z funkciondlu
E,(u) piidénim podminky V - u = 0 s vyuzitim Lagrangeova multiplikdtoru.

Dale se vrafte k obecnéjsimu tvaru funkciondlu IT,,(u, 0,,) podle (239). Vyjadiete prvni variaci tohoto
funkcionalu a odvod'te podminky jeho stacionarity. Jaky je ndzorny vyznam téchto podminek?

140ddéleni objemovych a tvarovych zmén je samozfejmé mozné pouze pro izotropni materidl.
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10.3 Diskretizace

Provedte diskretizaci funkciondlu II,,(u, 0,,), zaloZzenou na aproximaci pole posunut{ a pole stfedniho
napéti v obecném tvaru

u(x)

Z Ni(x)ur (240)
I

on(x) = Y Ni(x)ps (241)
J

kde Ny jsou zvolené bazové funkce pro aproximaci posunuti, N7 jsou zvolené bazové funkce pro aproximaci
stfedniho napéti a uy a py jsou piislusné stupné volnosti (uzlové hodnoty posunu a stiedniho napéti).

Po diskretizaci se z funkciondlu stane funkce proménnych u; a p s, které muzeme uspotradat do sloupcové
matice (nejprve viechny posuny, poté viechna stFedni napét{). Odvod'te podminky stacionarity této funkce.
Vysledkem bude soustava linearnich rovnic s blokovou strukturou. Zamyslete se nad vlastnostmi matice
této soustavy, kterd je v jistém smyslu zobecnénim matice tuhosti. Je tato matice symetrickd? Je pozitivné
definitni? Je regularni?
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Piednaska 11

Cviceni 11

11.1 Princip Hu-Washizu

Obecny varia¢ni princip nesouci{ jméno autori Hu a Washizu (tedy Huuv-Washizuuv princip, coz vy-
padd v ¢estiné ponékud bizarné, a proto mu budeme fikat princip Hu-Washizu) pracuje dokonce se tfemi
nezavislymi poli. Lze k nému dospét naptiklad tak, ze pii vypoctu celkové potencidlni energie vyjadiime
potencialni energii deformace v zavislosti na deformaci, chdpané jako nezavislé pole, a geometrické rovnice
zavedeme jako omezujici podminku. Hledame tedy

Ilrlnsn [Eint(€) + Eext(u)] (242)

pfes vSechny dvojice poli u a e splnujici geometrické rovnice
e—V,u=0 (243)

a geometrické okrajové podminky
u=nu na S, (244)

Kdybychom jednoduse dosadili € = V4u, stacilo by minimalizovat pies vSechna pole posunuti u a dospéli
bychom k obvyklému principu minima potencidlni energie. Pokud ale misto toho podminku (243) vynutime
pomoci Lagrangeovych multiplikdtora A, budeme hledat staciondrni bod jistého funkciondlu I (u, €, A).
Sestrojte tento funkcional, odvod’te podminky jeho stacionarity a vysvétlete jejich ndzorny vyznam. Uvazujte
pritom jednak kvadratickou podobu potencidlni energie deformace

1
Eini(e) = B /Ve D, :edV (245)

a jednak jeji obecnéjsi podobu
Eini(e) = / Eine(e) AV (246)
1%

Zatim jsme piedpoklddali, Zze geometrické okrajové podminky (3) jsou splnény “predem”, tj. uvazovali
jsme jen takova pole posunuti, kterd tyto podminky spliuji. Dalsi mozné rozsifeni principu Hu-Washizu
by spocivalo v tom, Ze i tyto podminky vynutime pomoci dalsich Lagrangeovych multiplikdtora p. Zapiste
pifslugny funkciondl, odvod'te jeho podminky stacionarity a na zakladé jedné z nich najdéte vztah mezi p
a A a prepiSte vysledny funkciondl pouze pomoci poli, kterd maji ndzorny vyznam.

11.2 Interpretace principu Hu-Washizu jako principu “minimaxminu”

Pokuste se podminku stacionarity funkcionalu Il sestrojeného v predchozi tiloze zapsat jako podminku
“minimaxminu”. Ukazte pfitom, jak se princip Hu-Washizu s vyuzitim Legendrovy transformace d& prepsat
do tvaru, ve kterém lze rozpoznat piibuznost s Hellingerovym-Reissnerovym a Lagrangeovym principem.





