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Pfedmliuva

Predkladany text slouZ{ jako studijni opora k pfedmétu Matematicka analyza II, ktery bezprostifedné
navazuje na predmét Matematickd analyza I. Oba jsou vyucovany na Fakulte strojniho inZenyrstvi VUT
v Brné pro studenty prvniho ro¢niku oborti Matematické inZenyrstvi a Fyzikalni inZenyrstvi.

Latka se vénuje predevsim diferencidlnimu a integrdlnimu poctu funkce vice proménnych (tedy
zobrazeni R” — R, pfipadné R” — R™). Uvedeny budou také zdkladni poznatky z teorie k¥ivkového
a plo$ného integralu.

Pro¢ se zabyvat funkcemi vice proménnych? V praxi je Casto tfeba uvazovat veliCiny, které zaviseji na
vice neZ jedné proménné, napf. objem rota¢niho kuZele z4visi na poloméru podstavy r a vySce £, teplota
v kovovém prutu miiZe zdviset na misté x a Case 7, hustota té€lesa se miize ménit v zdvislosti na bodu X
o soufadnicich [x, y, z], vektor sily f = (f1, f2) v roviné miZe zdviset na soufadnicich bodu v roving (tj.
mdme ]7 = ( f1(x,y), f2(x, y))), apod. Uvedené naznacuje, Ze ndm ptijde o geometricko-fyzikélni popis
situace.

Pripomeiime, Ze v SA1 jsme mnoZinu R chdpali nejenom jako mnoZinu néjakych prvki (redlnych
¢isel), ale byla zde jasné€ ddna algebraickd struktura (s¢itdni, ndsobeni, R je vybavena relaci usporddani,
kli¢ovy byl také axiom o suprému). Podobné, R” := R x R x - -- x R (n-krdt) nebude chépana pouze jako
mnoZina uspofddanych n-tic, ale jako mnoZina, na které je zavedena urcitd struktura. Zejména, soucet
kazdych dvou prvkd X = [x1,...,xs] € R", Y = [y1,..., yn] € R” je definovén jako

X+Y=[x1+y1.....x0 + yn] e R"
a nasobek libovolnym skaldrem ¢ € R je pro kazdé X € R”" definovan jako
cX =[cx1,...,cxp] € R,

Lze ukézat, e R" s takto definovanymi operacemi tvoii vektorovy prostor dimenze n (viz predmét Linedrni
algebra). Prvky R” budeme nazyvat bud’body, nebo vektory (podle situace). Interpretujeme-li prvky X
a Y jako body, pak rozdil ¥ — X bude chdpan jako vektor (to je v souladu s tim, co zndme z analytické
geometrie).

Dal3i podstatnou vlastnosti je, Ze v R” umime méfit vzdélenosti bodi. Matematickd abstrakce pojmu
vzddlenosti dvou prvkl néjaké mnoZiny vedla ke vzniku teorie metrickych prostord, velmi stru¢ny uvod do
této teorie je obsahem prvni kapitoly.

Pokud si ¢tendf bude chtit znalosti doplnit nad rdmec probiranych stati nebo bude potfebovat vice
prikladd k procvicenti, lze se inspirovat literaturou uvedenou na konci tohoto textu.

Brno srpen 2022 Autor
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Kapitola 1

Uvod do metrickych prostort

1 Metrika a metricky prostor

Definice 1.1 — metriky a metrického prostoru. Bud' M # @ libovolnd mnoZinaa p : M x M — (0, 00)
zobrazeni, které pro vSechna x, y,z € M spliiuje

(ml) p(x,y) =0 x=y (axiom totoZnosti),
(m2) p(x,y) = p(y,x) (axiom symetrie),
(m3) p(x,y) < px,z)+ p(z,y) (trojihelnikova nerovnost)

Zobrazeni p nazyvame metrika na M, prvky mnoZiny M nazyvame body metrického prostoru (M, p),
¢islo p(x, y) nazyvame vzddlenost bodii x, y.

1 prox#y

, pak (M, p) je metricky prostor
0 prox =y

Priklad 1.2. 1. Je-li M libovolnd mnoZinaa p(x, y) =

(nazyva se diskrétni).
2. Je-li M = R, pak p(x, y) = |x — y| je metrika.
3. Je-liM =R", x = [x1,X2,...,Xn], ¥ = [V1,Y2,-.., yn] € R"?, pak
p1(x,y) = [x1 = y1l + [x2 = y2| + -+ + lxn — yul,
p2(x.y) = V1 —y0)? + (x2 = y2)% + - + (xn — yn)?
Poo(x,y) = max{lx1 — y1l.[x2 = y2l..... |[Xn — ynl}
jsou metriky. Metrika p; se nazyva souctovd (manhattanskd, taxikdaiskd), metrika pp se nazyva
eukleidovska!, metrika poo Se nazyva maximdlni (Sachovnicovd, Cebysevova?). Axiomy (ml), (m2)
zfejmé plati. Ovéfme (m3).
» V piipad€ metriky p; mame

n n n
p1(x,2) + p1(z,3) = D i —zil + ) |z —yil = D (1xi —zil + |z — yil)
i=1 i=1 i=1
n
=Y ki —zi+zi =il = pr(x, ).

i=1

» V pifpadé metriky pp vyjdeme z Cauchyho—Schwarzovy3nerovnosti (ta se nékdy téZ nazyva
Cauchyho-Bumniakovského4—Schwarzova)

n
E Ujvj =

i=1

1Eukleidés 3. stol. pf.n.l., Rek Zijici v Alexandrii v Egypté
2Pafnutij Lvovi¢ Cebysev 1821-1894, Rus
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Polozme u; = p; + g;, v; = g;. Potom

dpi+aai < | D (pi+a)? | Y 4P

i=1 i=1 i=1

Pokud naopak u; = p;, v; = p; + ¢;, tak

dopipi+a) < | D p? | D (pi + a2

i=1 i=1 i=1

Sectenim pak dostaneme

n

n n n
Ypi+a)* < | D (pi+a)? | | DopF+ | D P

i=1 i=1 i=1 i=1

tj.

n n n
Z(pi +4¢i)? < Z P+ Z q? (Minkowskéhodnerovnost).

i=1 i=1 i=1

Dosazenim p; = x; — z;, ¢; = z; — y; mame

Yi—yi)Ps | D oi—z)? 4 | Y G- yi)? o p2(xy) < p2(x.2) + p2(2,9).

i=1 i=1 i=1

» Konec¢né, v piipadé metriky poo 0znaéme j, resp. k, resp. £, ten index, pro ktery nastane maximum
z hodnot |x; — zj|, resp. |z; — yil, |xi — yil, §j-

Poo(x,z) = max{|x; —z;| :i = 1,2,...,n} = |xj — zj|,

Poo(z.y) = max{|z; — y;i| 11 =1.2,....n} = |z — ygl.
Poo(x,y) =max{|x; —y;| i =1,2,...,n} = |xg — zg/.

Potom

Poo(X,2) + poo(z,¥) = |xj — zj| + |2k — Vil
> |xg —zgl +|zg — yel = |x¢ — z¢ + z¢ — yel = |xg — yel = poo(x, ¥),
tedy

Poo(X,2) + Poo(2, ) = poo(X, ¥).

4. Je-li M = C({a, b)) (mnoZina vSech funkci spojitych na {a, b)), pak

pc(f,g) = max{| f(x) —g(x)| : x € {(a,b)} (metrika stejnomérné konvergence),
b
pr(f.g) = / | f(x) —g(x)|dx (integrdlni metrika)

jsou metriky. Ovéfeni axiomd (m1) a (m2) je opét trividlni. Axiom (m3) lze v ptipad€ pc lze ovéfit
podobné jako v piipadé peo na R”. V piipadé p;y mame

b b
pl(ﬁg)=/ If(x)—g(x)ldx=/ /() — h(x) + hx) — g(x)] d

3Karl Hermann Amandus Schwarz 1843-1921, Némec
4Viktor Jakovlevi¢ Bunakovskij 1804—1889, Rus
SHermann Minkowski 1864—1909, némecky Zid
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b
< / (1) = h)| + [h(x) — g(0)]) dx

b b
:/ If(x)—h(x)ldx+/ Ih(x) — g(0)] dx = pr (£ ) + pr (B £).

kde jsme vyuzili trojihelnikovou nerovnost pro absolutni hodnotu, monotonii vzhledem k integrovanym
funkcim (viz véta 22.8 v SA1) a aditivitu integralu (integral souctu je soucet integrald, viz véta 22.6
z SA1).

5. Je-li M = £*° (mnozZina vSech ohranienych posloupnosti), pak

poo({an}, {bn}) = sup{lan —bn| : n € N}

je metrika. Splnéni axioml (m1), (m2) je opét zfejmé. Axiom (m3) by se dokdzal analogicky jako u peo
na R”.

Definice 1.3 — oteviené a uzaviené koule, okoli. Necht (M, p) je metricky prostor,a € M, r € ]R‘F\.
Pak mnoZina
Br(a):={xe M :pla,x)<r}

se nazyva oteviend koule se stredem a a polomérem r (,,ball‘) a mnoZina
Brlal :={x e M :p(a,x) <r}

se nazyva uzaviend koule se stiedem a a polomérem r. Specidlné: Og(a) := Bg(a) se nazyva (epsilonové)
okoli bodu a a O} (a) := Og(a) \ {a} se nazyva ryzi (epsilonové) okoli bodu a.

Pozndmka 1.4. Plati: ¢ < § = Og(a) C Og(a). Neni-li podstatn4 velikost polomé&ru ¢, budeme psat
struéné O(a).

Piklad 1.5. Nadrtnéte Og(a) v R? s metrikami pg, P2 @ Poo- Viz obrazek 1.1 (volenoa = [0,0] ae = 1).

X; X2 X2
0,5 0,5 0,5
0,5 0 0,5 X 0.5 X —0,5 0 0.5 X1
-0,5 -0,5

Obrézek 1.1: Jednotkova koule (se stfedem v pocatku) v R2 s metrikou p1, resp. P2, resp. Poo

Pozndmka 1.6. Metriku na R” lze (obecné&ji) zavést pro libovolné p € (1, 00) vztahem

n 1/p
pp(x.y) = (Z |x; —yil”) :

i=1
Jednotkovd ,kruznice* se stfedem v pocatku pro piipad n = 2 (tj. mnoZina vSech bodi majici jednotkovou
vzdalenost od pocdtku v metrice pp) je nacrtnuta pro nékolik hodnot parametru p na obrdzku 1.2. Z tohoto
obrazku je pak zfejmé, pro¢ se maximdlni metrika znaci indexem oo.
Pozor, pro p < 1 vySe uvedend funkce pp, nepfedstavuje metriku!
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X2

0,5

Obrazek 1.2: Jednotkové , kruznice* v R2 se sttedem v pocitkupro p = 1.5, p=2.5,p=4ap =10

Definice 1.7 — vzddlenosti dvou mnoZzin a priméru mnoZiny. Necht (M, p) je metricky prostor. Pro
neprdzdné A, B € M definujeme:

p(A, B) := inf{p(a,b) : a € A,b € B} —vzddlenost mnoZin A, B,

d(A) :=sup{p(x,y) : x,y € A} — priimér mnoZiny A.

Jestlize mnozina {p(x, y) : x, y € A} neni shora ohranicend, klademe d(A4) = oco. Vzdélenost bodu x od
mnoZiny A definujeme jako p(x, A) := p({x}, A).

Pozndmka 1.8. Je-li A N B # @, pak zfejmé p(A, B) = 0 (vzdélenost v§ak miZe byt nulové i pro A, B
disjunktni). Je-1i alesponi jedna z mnozZin A, B prazdnd, pak klademe jejich vzdalenost rovnu co. Naopak
prumér prazdné mnoZiny klademe nulovy, tj. (@) = 0.

Definice 1.9. Bud (M, p) metricky prostor, A € M. Rekneme, Ze A je ohranicend, jestlize d(A) < oow

Pozndmka 1.10. MnoZina A je zfejmé ohrani¢end, jestliZe existuje bod @ a &islo r > 0 tak, Ze A € By (a).

Priklady k procviceni
1.1. Necht p je metrika na mnoZin€ M. UkaZte, Ze pro kazdé x, y,z € M plati
loCx, y) —p(y,2)| < p(x, 2).

1.2. UkaZte, Ze zobrazeni p definované jako

1
plx,y) = |~ — f‘
Xy
je metrikou na R \ {0}.
1.3. Pomoci Cauchyho-Schwarzovy nerovnosti ukaZte, Ze pro libovolny bod X = [x1,x3,...,x,] € R?

plati
(x1 —|—x2+---—|—xn)2 fn(x%—l—x%—}----—{—xﬁ).

1.4. Ukaite, e zobrazeni p : R — Ra‘ definované

1
p(x,y) = (Ix1 = y11? + |x2 — y2|?) /p

neni metrikou na R? pro0 < p < 1.
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1.5. Urcete vzddlenost posloupnosti a = {27"}°° ; ab = {(—2)7"}°2, v metrice

(@.b) = 0 proa = b,
pra-o) = 1/k proa # b, kdek jenejmensi index takovy, Ze ay # by.

Ukazte také, Ze p je skutecné metrikou na mnoZzing vSech posloupnosti.
1.6. Pro x € (0, 1) urlete hodnotu a € R tak, aby funkce f(x) = ax méla nejmensi vzdélenost od
funkce g(x) = x2 v integralni metrice py. Ndpovéda. Pozor, integrand obsahuje absolutni hodnotu, je

tedy potfeba provést diskuzi znaménka!

1.7. Ur€ete pramér mnoziny A = {f € C({0,1)) : f(x) = ax + b,|a| < 1,|b| < 1} v metrickém
prostoru (C((0, 1)). pc), resp. (C({0, 1)), pr).

Vysledky. 1.5. p(a,b) = 1. 1.6.a = +/2/2.1.7. d(A) = 4 v metrice pc a d(A) = 3 v metrice pj.

2 Podmnoziny metrického prostoru

~

Definice 2.1 — vyznaénych bodl v metrickém prostoru. Nechf (M, p) je metricky prostora A C M.
Bod a € M se nazyva
vnitini bod mnoZiny A, jestliZe existuje ¢ > 0 takové, Ze Og(a) C A,
hranicni bod mnoZiny A, jestlize pro kazdé ¢ > 0 plati Og(a) N A # @ a zaroveni Og(a) N (M \ A) # @,
bod uzdavéru mnoziny A, jestlize p(a, A) = 0,
hromadny bod mnoZiny A, jestlize pro kazdé ¢ > 0 plati O (a) N A # @,
izolovany bod mnoZiny A, jestlize existuje ¢ > 0 takové, Ze Og(a) N A = {a}.

Definice 2.2 — vnitiku, hranice, uzavéru a derivace mnoziny. Necht (M, p) je metricky prostor\

aAC M.

1. MnoZina v8ech vnitfnich bod mnoZiny A se nazyva vnitiek mnoZiny A a znadi se A°, nékdy int A
(interior),

2. Mnozina v8ech hrani¢nich bodii mnoZiny A se nazyva hranice mnoZiny A a zna&i se dA, nékdy fr A
(frontier),

3. Mnozina v8ech bodid uzavéru mnoziny A se nazyva uzdver mnoZiny A a znadi se A, nékdy cl A4 (closure),

4. MnoZina viech hromadnych bodéi mnoZiny A se nazyvd derivace mnoZiny A a zna&i se A’.

Priklad 2.3. Uvazujte R s metrikou p(x, y) = |x — y| a mnoZiny a) A = (0,1),b) 4 = (0,1) N Q,
c) A = (0,1) U {2}. Napiste A°, 04, Aa A'.

Reseni. ada) A° = A = (0,1), 04 = {0,1}, 4 = (0,1), A’ = (0,1).

adb) A° = 0,04 = (0,1), A = (0,1), A’ = (0,1).
adc) A° = (0,1), 04 = {0,1,2}, A = (0, 1) U {2}, 4’ = (0, 1).

Definice 2.4 — ofeviené a uzaviené mnoziny v metrickém prostoru. Bud (M, p) metricky prostor,
A C M. MnoZina A se nazyva oteviend, jestlize A° = A, mnoZina A se nazyva uzaviend, jestlize A = A.

m Véta 2.5. Bud (M, p) metricky prostor, A € M. MnoZina A je oteviend <= M \ A je uzaviend.
MnoZina A je uzaviend <= M \ A je oteviend.

Diikaz. UkaZme nejprve, Ze pro kazdou A € M plati A° = M \ M \ A. Skute¢né, x € M\ M \ A <—
XEM\NA<= e:=px, M\ A) >0 (y € M\ A)(p(x,y) > ¢) <= Oz (x)N(M\ A) =
< Oc(x) C A x e A°.
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Nechf A je oteviend, tj. A = A°. Podle vySe dokédzaného tedy plati A = M \ M \ A. Odtud plyne, Ze
M\A=M\(M\ M\ A). ProtoZe pro kazdou podmnozinu B € M plati M \ (M \ B) = B, plati
z predchozi rovnosti, Ze M \ A = M \ A, tj. M \ A je uzaviend.

Necht naopak M \ A je uzaviend, tj. M \ A = M \ A. Pak podle prvni &4sti mame A° = M\ M \ A =
M\ M\ A) =A.

Platnost druhého tvrzeni by se ukdzala analogicky. O

Poznédmka 2.6. a) Lze ukézat, Ze v kazdém metrickém prostoru (M, p) pro libovolnou A € M plati
(A°)° = A°, A = A, atedy A° je vZdy oteviend a A je vzdy uzaviena.

b) Obecné By (a) # Brla), napt. je-li (M, p) diskrétni, a € M, r = 1, potom Bq(a) = {a} a tedy
Bi(a) = {a}, aviak Bi[a] = M.

¢) Plati §° = @, @ = 0, a tedy @ je v jakémkoliv metrickém prostoru oteviend i uzaviena zaroveti.
Podle ptedchozi véty je pak celd M také oteviend i uzaviend zaroven.

Definice 2.7 — indukované metriky a metrického podprostoru. Necht (M, p) je metricky prostor
a A € M. Metriku p4, definovanou jako pg(x,y) = p(x,y) pro Vx,y € A, nazyvame metrikou
indukovanou na mnoZiné A metrikou p. Metricky prostor (A, p4) nazyvame podprostorem metrického
prostoru (M, p). PiSeme (4, pg) < (M, p).

2 Xz

Priklad 2.8. Uvazujeme-li R jako podmnozinu R? (tj. redlna &isla ztotoZnime s dvojicemi (a, 0)), pak
kazda z metrik p; (i = 1,2, c0) na R? indukuje metriku p(x, ) = |x — y| na R.
Cviceni

2.1. Uvedte piiklad takové mnoZiny A C R, pro kterou jsou mnoZiny A, A°, A, (Z)o a A° v metrickém
prostoru (R, |[x — y|) vzdjemné rizné.

2.2. Rozhodnéte, zda mnozina A = {f € C({a,b)) : | f(x)] <1 Vx € (a, b)} je oteviend v metrickém
prostoru (C({a, b)), pc)-

Vysledky. 2.2. Ano.

3 Konvergence v metrickém prostoru

Definice 3.1 — konvergentni posloupnosti v metrickém prostoru. Bud’ (M, p) metricky prostor
a {xn}32, posloupnost bodéi z M (tj. zobrazeni N — M). Rekneme, Ze posloupnost {x}5, konverguje
k bodu x € M (je konvergenini v M), jestlize limy o0 p(Xn,x) = 0 (zapisujeme lim,—o0 Xy = X,
strucné lim x, = x nebo x,; — x).

Priklad 3.2. 1. (M, p) diskrétni (viz ptiklad 1.2.1): x, - x <= (ng € N)(n > ng = x, = x).

2. (R?,p1) (viz priklad 1.2.3): [x4. yn] = [x.¥] <= xn — X, yp — ¥ v R s metrikou p(x, y) =
lx =yl
Diikaz. 0 = lim(|x, — x| + |yn — y|) = lim |x, — x| + lim |y, — y|. ProtoZe, ale lim |x,, — x| > 0,
lim |y, — y| = 0, musi byt lim |x, — x| = 0, lim |y, — y| = 0. O
Analogické tvrzeni plati pro vSechny metrické prostory z piikladu 1.2.3.

3. (C({a, b)), pc) (viz piiklad 1.2.4):

Jn = f = (Ve > 0)3no € N)(Vn = no)(Vx € (a.b)) : | fu(x) — f(¥)| <e.

Ma-li posloupnost funkci definovanych na intervalu (a, b) vlastnost uvedenou na pravé strané ekvivalence,
fekneme, Ze posloupnost funkef { f, }52 | konverguje stejnomérné na (a, b) k funkei f.

Diikaz. Konvergence f, — f v (C({a,b)), pc) znamena:
(Ve > 0)(Ang e N)(Vn = no) : pc(fu. f) <& &
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(Ve > 0)(3ng € N)(Vn > ng) : max{| fr(x) — f(x)| : x € {a,b)} < e <
(Ve > 0)(3Ang € N)(Vn = ng)(Vx € (a,b)) : | fu(x) — f(x)| <e. O

Definice 3.3 — ohranicenosti posloupnosti. Bud' (M, p) metricky prostor a {x; }52 ; posloupnost bodii

z M. Rekneme, Ze posloupnost {x; }°° | Je ohranicend, jestlize mnoZina {x, : n € N} je ohranicend ve
smyslu definice 1.9.

m Véta 3.4. Bud (M, p) metricky prostor. Pak plati

1. Kazda posloupnost {xn} € M md nejvyse jednu limituv M.
2. Posloupnost konvergentni v (M, p) je ohranicend v (M, p).
3. limy—c0 Xp = X € M <= pro kazdou posloupnost {xp, } vybranou z {xy} plati limy _, oo Xn, = x.

Diikaz. Plyne z pfislusnych tvrzeni v kapitole o posloupnostech, viz SA1. O

Definice 3.5 — cauchyovské posloupnosti. Bud (M, p) metricky prostor a {x, }52; posloupnost bodﬁ\

z M. Rekneme, 7e posloupnost {x, }°° | je cauchyovskd, jestlize ke kazdému & > 0 existuje ng € N
takové, Ze pro vSechna m,n > ng je p(xm, Xn) < €.

m Véta 3.6. Necht (M, p) je metricky prostor a{x,}52 ; posloupnost bodiiz M . Je-li {xn}3°_ | konvergentni
v (M, p), pak je cauchyovskad.

Diikaz. Nechf x, — x a ¢ > 0 je libovolné. K % existuje ng € N takové, Ze pro vSechna n > ng je
p(xn,x) < % Pro libovolné m > ng alibovolné n > ng tedy s vyuzitim trojuhelnikové nerovnosti plati
p(xm,xn)fp(xm,x)+9(xnax)<%'f‘%:& O

Pozndmka 3.7. Obracené tvrzeni obecné neplati. Napt. pro M = (0, 1), p(x,y) = |x — y|, {xn}j =
{1/n}52 , je cauchyovskd, ale nenf konvergentni (protoZe 0 ¢ M).

m Véta 3.8. Necht (M, p) je metricky prostora A € M. MnoZina A je uzaviend v (M, p) <= pro kaZdou
konvergentni posloupnost {x,} C A takovou, Ze x, — X, plati x € A.

Diikaz. ,, == Nechf A je uzaviend, tj. A = A a nechf {x,} je libovolnd posloupnost konvergujici
kx € M. Kdyby x ¢ A, pak by ¢ := p(x, A) > 0 a tedy pro kazdé x, by platilo p(x;, x) > &, coZ by
bylo ve sporu s x,; — x.

=" Necht pro kaZdou posloupnost {x,} C A, pro kterou x, — x, plati x € A. Budy € 4
libovolny bod, tj. plati p(y, A) = 0. Ke kazdému % > 0 existuje x, € A takové, Ze p(x,,y) < % To
znamend, Ze pro takto vytvofenou posloupnost {x,} plati lim p(x5,y) = 0, tj. x, — y.Z podminky
plyne, 7e y € A. Tedy A C A. ProtoZe viak také A C A, mdme A = A, tj. A je uzaviena. O

Definice 3.9 — ekvivalentnich metrik. Necht M je mnoZina a p, o0 metriky na M. Rekneme, 7e p a &
jsou ekvivalenini metriky na M., jestlize pro kazdou posloupnost {x}7>; € M plati: x, — x v (M, p)
< xp —> x v (M, o0).

Priklad 3.10. a) Metriky p1, p2 a poo Na R” jsou ekvivalentni, protoZe pro kaZdou z téchto metrik platf,
Je xp —> x & xlk — x; v (R, |x — y|). To znamen4, Ze x; — x v (R”, pj), kde j € {1,2, 00} <=
(Ve > 0)(Fko € N)(Vk > ko)(Vi € {1,2,...,n}): |x£c —xi| <e.

b) Metriky py a pc na C({a, b)) nejsou ekvivalentni.

Pozndmka 3.11. Jsou-li p, o ekvivalentni metriky na M, pak mnoZina A € M je uzaviend v (M, p)
<= je uzaviend v (M, o) a je oteviend v (M, p) <= je oteviend v (M, o).

m Véta 3.12. Budte p,0 metriky na M. JestliZe existuji kladné konstanty a, b takové, Ze pro vSechny
dvojice bodii [x, y] € M? je ac(x, y) < p(x,y) < bo(x, y), pak jsou metriky ekvivalenmi.
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Diikaz. Nechf je splnéna podminka véty, x € M, a nechf {x,} € M je takovd posloupnost, Ze
limo(xy,x) = 0. Pak ao(xp,x) < p(xp,x) < bo(xu,x) a z véty o 3 posloupnostech (viz véta
7.10 v SA1) plyne lim p(x5, x) = 0. Pokud bychom vysli z posloupnosti, pro kterou lim p(x,,x) = 0,
pak se dikaz provede stejné s vyuzitim nerovnosti %p(x, y)<o(x,y) < %p(x, v), kterd je ekvivalentn{
s nerovnosti v podmince véty. O

Pozndmka 3.13. Pozor, obrdcené tvrzeni neplati, tj. pokud jsou metriky p a 0 na M ekvivalentni,
tak je$té nemusi platit vlastnost z véty 3.12. Napt., metriky p, 0 na R definované p(x,y) = |x — y|
ao(x,y) = min{|x — y|, 1} jsou ekvivalentni, ale neexistuji kladné konstanty a, b takové, aby byla splnéna
podminka véty 3.12.

Cviceni

3.1. Na zdkladg véty 3.8 ukazte, Ze mnoZina A = {f € C({(a,b)) : | f(x)| < 1Vx € {a,b)} nemiZe byt
v metrickém prostoru (C({a, b)), pc) uzaviena (viz také cviceni 2.2)

3.2. Na zaklad& véty 3.12 rozhodnéte, zda metriky p1, p2 @ poo jsou na R” vzdjemné ekvivalentni.

Vysledky. 3.2. Jsou, viz také piiklad 3.10.

4 Uplné a kompakini metrické prostory

Z ptedchozi sekce vime, Ze cauchyovska posloupnost v metrickém prostoru nemusi mit limitu v tomto
prostoru. Jinak feceno, obecné neplati Cauchyovo—Bolzanovo kritérium konvergence. Prostory, ve kterych
kazda cauchyovska posloupnost konvergentni je, se nazyvaji tplné.

Definice 4.1 — UpIného metrického prostoru. Metricky prostor (M, p) se nazyva iplny, jestlize v ném
kazd4 cauchyovskd posloupnost m4 limitu.

Priklad 4.2. 1. Prostor R s metrikou p(x, y) = |x — y| je dplny.
Diikaz. Tvrzeni plyne ihned z Cauchyova—Bolzanova kritéria konvergence, viz véta 7.27 v SA1. O
2. Prostory (R”, p1), (R", p2), (R”, peo) jsou tplné.
Diikaz. V piipad€ (R", p1) cauchyovskost znamend, Ze pro k,m > ko je Y 71— |ka —x"| < &,z &ehoZ
plyne, Ze |xlk —x"| < e Vi €{l,2,...,n} atedy kazd4 {xlk}, i =1,2,...,n, je cauchyovska
v (R, p1). Podle Cauchyho-Bolzanova kritéria konvergence je vSak kazda {x{c } také konvergentni, tj.
limxl'.’C =x;,i = 1,2,...,n. Odtud plyne, 7Ze limg_, o, X = x = (x1,X2,...,X,) € R™. ProtoZe
metriky p1, p2 @ poo jsou ekvivalentni, jsou dplné také prostory (R”, p2) a (R”, peo). O
3. Qs metrikou p(x, ) = |x — y| nenf tplny. Napt. {(1 + 1)"} > je cauchyovskd, ale konverguje
ke ¢ Q.
4. Lze ukdzat, ze (C({a,b)). pc) je tplny, ale (C({a, b)), pr) Gplny neni. Sta&f vzit nap. posloupnost
funkci

—1 prox e (—1,—-1/n),
fa(x)=nx prox e (—1/n,1/n),
1 prox € (1/n,1).

Posloupnost { f,} je cauchyovskd v (C({(—1, 1)), pr ), ale limita nen spojité funkce a tedy nepatif do

C((—1,1)).

m Véta 4.3. Je-li metricky prostor (M, p) dplny a mnoZina A € M je uzaviend, pak metricky prostor
(A, pa) (pa je metrika indukovand metrikou p) je tipiny.
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Diikaz. Bud'{x,} C A libovolnd cauchyovské posloupnost. Ponévadz (M, p) je tplny, existuje nll)néo Xp =
x € M. Podle véty 3.8 je vSak x € A. O

Podivame-li se na dikaz I. Weierstrassovy véty (viz véta 13.11 v SA1), stéZejnim krokem bylo, Ze
z posloupnosti bodii v uzavieném intervalu je moZzné vybrat konvergentni podposloupnost. Tato vlastnost
je podstatou tzv. kompaktnich metrickych prostora.

Definice 4.4 — kompakiniho metrického prostoru a kompaktni mnoziny v metrickém prostoru.
Rekneme, 7e metricky prostor (M, p) je kompakmi, jestlize z kazdé posloupnosti jeho bodii 1ze vybrat
posloupnost konvergentni. Rekneme, 7e mnoZina A € M je kompakmi, jestlize podprostor (A, p4) je
kompaktni.

m Véta 4.5. Je-li A kompaktni mnoZina v metrickém prostoru (M, p), pak je A uzaviend a ohranicend
Vv tomto prostoru.

Diikaz. Uzavienost sporem: Pfipustme, 7e A nenf uzaviend, tj. A # A, tedy Ze existuje x € A \ A.
Protoze p(x, A) = 0, existuje posloupnost {x,} € A tak, Ze p(xn,x) — 0, neboli x, — x. Pro kazdou
vybranou posloupnost {x, } z posloupnosti {x, } je podle véty 3.4.3 limy _, o, Xn, = x ¢ A, coZ je spor
s kompaktnosti A4.

Ohranicenost sporem: Pfipustme, Ze A nen{ ohraniéend, tj. d(A) = oo. Sestrojme posloupnost {xy }
takto. Bod x; € A vybereme libovoln€ a nechf x5 € A je takové, Ze p(x1,x2) > 1 (takové x; jisté
existuje, protoZe A je neohranic¢end). Bod x3 € A vybereme tak, aby jeho vzdalenost od obou x; a x, byla
vétsi nebo rovna 1 (tento bod opét existuje z divodu neohranicenosti). Pokracujeme tak, aby bod x; mél
vzdélenost v&t§i nebo rovnu jedna od vSech piedchozich bodii. Posloupnost {x,} i kaZd4 posloupnost z ni
vybrana neni cauchyovskd, nebot p(xy, x;z) > 1 pro Vm,n € N, m # n, a tedy podle véty 3.6 nemize
byt konvergentni. To je ale spor s kompaktnosti A. O

m Véta 4.6. V prostorech (R", p;), kde i = 1,2, 00, plati i opacné tvrzeni. Mame tedy: A C R" je
kompaktni <= je v tomto prostoru uzaviend a ohranicend.

Diikaz. Nutnost podminky plyne z véty 4.5. DokaZme jeji dostatecnost. UvaZzujme nejprve metriku pj .
Bud {xg }Iio=1 = {(x]f, xlzc, s xif )}]‘;O=1 libovolnd posloupnost bodi z A. PonévadZ A je ohranicend,

e ¢]

je kazda z ¢iselnych posloupnosti {xzk}k=1’ i =1,2,...,n také ohraniCend, a tedy lze z kazdé z nich

ke
vybrat konvergentni podposloupnost {x; ti }Z-O=1 konvergujici k x? e R,i = 1,2,...,n (viz véta

7.22 v SA1). To znamend, Ze kazdd posloupnost {xj }Zozl C A md podvybér konvergujici k bodu

x0 = (x?, xg, e x,(l’) € R™. ProtoZe v8ak A je uzaviend, musi podle véty 3.8 byt x0 € A. Jinak fe€eno,

kazda posloupnost z A obsahuje konvergentni podposloupnost s limitou v A, coZ je pozadavek v definici
kompaktnosti. Z ekvivalence metrik p1, p2 @ poo plyne tvrzeni i pro prostory (R”, p2) a (R, pog). [

m Véta 4.7. Je-li metricky prostor (M, p) kompaktni, pak je iipiny.

Diikaz. Bud {x,} libovolnd cauchyovska posloupnost v (M, p). Ponévadz (M, p) je kompaktni, existuje
posloupnost {xy, } vybrand z {x,} takovd, Ze limy_, oo Xn, = x € M. Ukazme, Ze X = limp—o0 X .
Bud ¢ > 0 libovolné. Posloupnost {xy, } konverguje k x, coZ znamend, Ze k % existuje kg € N takové,
Ze pro k > ko je p(xny,x) < §. ProtoZe {x,} je cauchyovskd, k £ > 0 existuje n € N takové, Ze pro
Vn,m > ny plati p(xn, Xm) < 5. Polozme ng = max{ni,ng,} anechtn > ng ak > ko jsou libovolnd
Cisla. Pak také ny > ng. S vyuZitim trojihelnikové nerovnosti dostaneme

& &
p(xﬂ’x) = P(xnvxnk) + P(Xnk,x) < 5 + E =g,

coz znamend, Ze lim x,; = x. O
n—>0o0
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Cviceni
4.1. Nechf p je metrika na R definovédna:

1 je-li |x — y| iraciondlni,
o(x,y) =11/2 je-li |x — y| raciondlni nenulové,

0 je-lix = y.
Rozhodnéte, zda (R, p) je tplny (rozmyslete si také, pro¢ p je skute¢né metrikou).

4.2. Dokazte, Ze diskrétni metricky prostor (M, p) je kompaktni <= M je kone¢nd. Ndapovéda. Implikaci
»—= " dokazujte sporem (pfipustte, Ze M neni kone¢nd).

Vysledky. 4.1. Je tplny.

5 Zobrazeni metrickych prostort

Definice 5.1 — izometrického zobrazeni. Necht (M, p) a (N, o) jsou metrické prostorya F : M — N
je zobrazeni (s D(F) = M, tj. zobrazeni mnoZiny M do N). Zobrazeni F se nazyva izometrické, jestlize
Vx,y € M plati

o(F(x). F(y)) = p(x.y).

Pozndmka 5.2. Izometrické zobrazeni je vZdy prosté (kdyby existovaly v M body x # y takové, Ze
F(x) = F(y), pak by podle (m1) a definice izometrie platilo 0 = o (F(x), F(y)) = p(x, y) # 0, coZ je
spor). Je-li zobrazeni také surjekce, pak existuje inverzni zobrazeni F~1 : N — M (s D(F~1) = N),
které je opét izometrické (v takovém piipadé fekneme, Ze (M, p) a (N, o) jsou izometrické prostory). Napf.
viechna shodn4 zobrazeni R? — R? (posunuti, osova &i stfedovd soumérnost, otoeni) jsou izometrickd
zobrazeni.

Definice 5.3 — spojitého zobrazeni mezi metrickymi prostory. Budte (M, p), (N, o) metrické prostory
a F : M — N zobrazeni. Rekneme, 7e F je spojité v bodé xo € M, jestlize ke kazdému & > 0 existuje
8 > 0 takové, Ze pro viechna x € Og(xg) v (M, p) plati F(x) € O¢(F(xg)) v (N, o). Rekneme, 7e
zobrazeni F je spojité na M, jestliZe je spojité v kazdém bodé x € M.

m Véta 5.4 — Heineho podminka. Necht (M, p), (N, o) jsou metrické prostory. Zobrazeni F : M — N
Jje spojité v bodé xg € M <= pro kaZdou posloupnost {x, }Zo=1 bodii z M takovou, Ze x, — xo v (M, p)
plati F(xy) — F(xg) v (N, 0).

m Véta 5.5. Nechf (M, p), (N, o) jsou metrické prostory, A M a F : M — N spojité zobrazeni na M.
Je-li mnozina A kompakmi (v (M, p)), pak je i mnoZina F(A) kompakini (v (N, 0)).

m Disledek 5.6 — I. a ll. Weierstrassova véta. Redind funkce f spojitd na uzavieném intervalu je zde
ohranic¢end a nabyva svého maxima a minima.

Diikaz. Uzavieny interval (a, b) je podle véty 4.6 kompaktni v (R, |x — y|) a podle véty 5.5 je kompaktn{
také obraz f({(a, b)). 1. Weierstrassova véta nyni plyne z faktu, Ze kompaktni mnoZzina v kazdém metrickém
prostoru je ohraniend (viz véta 4.5). II. Weierstrassova véta (tj. skutecnost, Ze f za danych pfedpokladi
nabyvd svého maxima a minima) plyne z nésledujici uvahy. ProtoZe f({a, b)) je ohrani¢end, existuje
supremum mnoZiny f({a, b)). Z vlastnosti suprema plyne, Ze k 1/n existuje y, € f({a, b)) takové, Ze
sup f({a,b)) —1/n < yu,atedy lim, o0 yn = sup f({a,b)). Protoze mnozina f({a, b)) je (opét podle
véty 4.5) uzaviend, plati podle véty 3.8, Ze sup f({a,b)) € f({a, b)), §j. sup f({a, b)) = max f({a, b)).
Analogicky by se ukdzalo, Ze f nabyvd na (a, b) i své nejmensi hodnoty. O
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Definice 5.7 — stejnomérné spojitého zobrazeni. Nechf (M, p), (N, o) jsou metrické prostory a F :
M — N zobrazeni. Rekneme, Ze F je stejnomérné spojité na M, jestlize ke kazdému & > 0 existuje
§ > 0 takové, Ze pro Vx, y € M splilujici p(x, y) < é plati 6 (F(x), F(y)) < &.

Pozndmka 5.8. Stejnomérné spojité zobrazenf je spojité.

m Véta 5.9 — Heineova-Cantorova. Bud (M, p) kompaktni metricky prostor, (N, o) metricky prostor
a F : M — N spojité zobrazeni. Pak F je stejnomérné spojité.

Definice 5.10 — lipschitzovského zobrazeni a kontrakce. Budte (M, p), (N, o) metrické prostory
a F : M — N zobrazeni. Rekneme, Ze F je lipschitzovské, jestliZe existuje konstanta L > 0 takov4, Ze
proVx,y € M je a(F(x), F(y)) < Lp(x, y). Konstanta L se nazyvi Lipschitzova®konstanta. Rekneme,
Ze zobrazeni F je kontrakce, je-1i lipschitzovské s konstantou L < 1.

m Véta5.11. Necht (M, p), (N, o) jsou metrické prostorya F : M — N zobrazeni. Je-li F lipschitzovské,
pak je stejnomérné spojité (a tedy také spojité).

Diikaz. Nechf F je lipschitzovské s konstantou L. Bud’e > 0 libovolné. Polozme § = ¢/L. Jsou-li x, y €
M libovolné body takové, Ze p(x, y) < 8, pak o (F(x), F(y)) < Lp(x,y) < L§ = Le/L = ¢. O

Priklad 5.12. Bud' f spojitd funkce na intervalu (a, b), kterd md derivaci na (a, b). Pak f je lipschitzovskd
na (a,b) <= f’ je na (a,b) ohranicend.

Diikaz. ,,<=": Podle Lagrangeovy véty o stfedn{ hodnoté (viz véta 16.2 v SA1) ke kazdym x, y € (a, b)
existuje § € (x, y) takové, Ze f(x) — f(y) = f'()(x — »). Odtud | f(y) — f()| = [f' )y — x| <
Lly —x]|.

»—— " ProtoZe f je lipschitzovskd na (a, b), plati | f(y) — f(x)| < L|y — x| pro x,y € {(a,b). Bud
x € (a, b) libovolné a y piSme ve tvaru y = x + h, kde h € (a — x, b — x). Potom 1ze podminku pfepsat
jako | f(x + h) — f(x)| < L|x + h — x| = L|h|, coz je v pfipadé h # 0 ekvivalentni podmince

LGP
- <L.
Odtud
NS =S| | SO A =S _
hlglo | ‘hlglo h =/l = hlgloL =L
tj. f’ je na (a, b) ohrani¢end. O

Definice 5.13 — limity zobrazeni mezi metrickymi prostory. Budte (M, p), (N, o) metrické prostor})
F : M — N zobrazeni a xg € M hromadny bod mnoZiny M. Rekneme, 7e zobrazeni F ma v bodg&
X0 € M limitu yo € N apiSeme limyx—x, F(x) = yo, jestliZe ke kazdému & > 0 existuje § > 0 takové,
Ze pro viechna x € Oy (xo) v (M, p) plati F(x) € Og(yo) v (N, 0).

Pozndmka 5.14. a) Pozor, limitu lze (narozdil od spojitosti) uvazovat pouze v hromadnych bodech
mnoZiny M !
b) Jestlize md zobrazeni F v bod€ xo € M limitu F(xg), pak je v tomto bodé spojité.

Definice 5.15 — pevného bodu zobrazeni. Nechf M je mnoZinaa F : M — M.Bod x € M se nazyva
pevny bod zobrazeni F, jestlize F(x) = x.

SRudolf Lipschitz 1832-1903, Némec
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m Véta 5.16 — Banachova? véta o pevném bodu. Necht (M, p) je iiplny metricky prostora F : M —
M kontrakce. Pak existuje jediny pevny bod zobrazeni F. Navic, tento pevny bod je limitou posloupnosti
{xXn}o2 1, kde x1 € M je libovolny bod a xp41 = F(xn), n =1,2,....

Diikaz. a) Nejdiive ukazme, Ze posloupnost {x, } je cauchyovskd. Pro libovolné n € N plati
p(xn, Xn41) = p(F(xn—1), F(xn)) < Lp(Xp—1,Xn)
= Lp(F(xp—2), F(xp—1)) < L?p(xp—2.Xn—1) ==+ < L" "' p(x1. x2).
Odtud a z (m3) plyne, Ze pro libovolnd n,m € N plati
P, Xntm) < p(Xn, Xn41) + p(Xn41, Xn42) + -+ + p(Xn4+m—1. Xn+m)
< L' Up(er.x2) + L plxn.x2) + L' p(xy.xg) + o+ L2 p(xy . x2)
= (LT L L e L) p(x, 1)

_Jm

1-L

1 :
=1+ L+L* 4+ L™ HL" p(xy.x0) = L" 'p(x1.x2) < L”‘lip(lx1 f) -0

pro n — oo, nebot L" 1 — 0 pro n — oo, tj. {x,} je cauchyovska.
b) Protoze (M, p) je Gplny, existuje limy o0 Xn = x5 € M.
¢) UkaZme, Ze x4 je pevny bod F. Plat{

P(xx, F(xx)) < p(xx,Xn) + p(xn, F(xx))
= p(xx, Xp) + p(F(xp—1), F(xx)) < p(xXx,Xn) + Lp(Xp—1,%%) = 0

pro n — oo, nebot
LM p(xs, xp) = Hmp(xp—1, %) =0

pro n — oo. Tedy p(xx, F(xx)) = 0 a podle (ml) je F(xs) = Xx.

d) Jako posledni krok ukaZme jednoznac¢nost pevného bodu. Pfedpoklddejme, Ze existuje pevny
bod xxx # Xx zobrazeni F. Pak p(Xus, Xsx) = p(F(Xxx), F(xx)) < Lp(Xxx,Xxx). Odtud plyne, Ze
(1 = L)p(xsx,x%) < 0aponévadZ 0 < L < 1, musi byt p(Xsx, xx) = 0, tj. Xsex = Xx. O

Cviceni
5.1. UvaZujte metrické prostory (C({(—1,1)), py) a (C({—1,1)),0), kde
1
otfe = [ 21w -gwolar
-1

Déle, necht F : C({—1, 1)) = C({—1, 1)) je zobrazeni definované
F()(x) = kf ().

Urcete konstantu k tak, aby F bylo izometrické.

5.2. Uvazujte metrické prostory (C({(a, b)), pc), (R, |x — y|) azobrazeni F : C({a, b)) — R definované

rh=1("57).

Ukazte, Ze F je na C({a, b)) spojité.

5.3. Ukazte, Ze Newtonova metoda

o S(xn)
1! Gn)”
(tato metoda hledd numericky kofen rovnice f(x) = 0) konverguje ke kofenu xx = +/3 pro funkci
f(x) = x2 — 3 alibovolny startovaci bod x € {+/3, 00).
7Stefan Banach 1892-1945, Poldk

Xn41 = Xn 21,2,...
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Vysledky. 5.1. k = 3.






Kapitola 2

Diferencidlni pocet funkce vice proménnych

6 Funkce vice proménnych, spojitost a limita

Definice 6.1 — funkce n proménnych. Zobrazeni f : R” — R nazveme (redlnou) funkci n (redl-

nych) proménnych. MnoZina D(f) := {[x1,x2,...,xn] € R" : 3y € Rtak, Ze [x1,x2,...,Xxn,)] €
f} se nazyva definicni obor funkce f, mnozina H(f) := {y € R : 3[x1,x2,...,x5] €
R” tak, Ze [x1,X2,...,Xxn, y] € f} se nazyvd obor hodnot. Zapisujeme: y = f(x1,X2,...,Xn), stru¢n&

y = f(X).Pron =2:z = f(x,y),pron = 3:u = f(x,y,z), atp. Grafem funkce n proménnych
nazveme mnozinu G(f) := {[X, f(X)] e R*T!: X € D(f)}.

Pozndmka 6.2. Neni-li defini¢ni obor zaddn, povaZzujeme za néj mnoZinu viech X € R”", pro kterd ma
dany ptedpis smysl.

Priklad 6.3. Nacrtnéte D(f) funkce f(x,y) = /sin(y — x).

Reseni. Jedinou podminkou je nezdpornost vyrazu pod odmocninou, tj. defini¢ni obor obdrZime z podminky
sin(y — x) > 0. Ta je ekvivalentni podmince 2kn < y —x < 2k + 1)z, k € Z. Mame tedy
D(f) ={[x,y] e R? : 2kmw < y —x < (2k + )7, k € Z}, viz obrizek 6.1.

—-3r -7 T
£2n 0 2n X

Obrézek 6.1: Naznaceni defini¢niho oboru funkce f(x,y) = +/sin(y — x) (,,pruhy* se periodicky opakujf)

Piiklad 6.4. Naértnéte graf funkce f(x,y) = \/m

Reseni. Rezy plochy s rovinami rovnob&Znymi se soufadnymi rovinami xz a yz jsou hyperboly leZici
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(ve zmin&nych soufadnych rovindch pak pfejdou v asymptoty t&chto hyperbol). Rezy plochy s rovinami
rovnobéZnymi se soufadnou rovinou xy jsou pak kruZnice se stfedem v pocatku. Grafem je tedy polovina
rotaéni kuZelové plochy (hodnota z = f(x, y) je podle zaddni nezdpornd) s osou rotace v ose z, viz
obrazek 6.2.

Obrizek 6.2: KuZelovd plocha (graf funkce f(x,y) = v/x2 + y2)

Uvazujeme-li na mnoZiné R” nékterou z ekvivalentnich metrik p1, p2, poo @ na mnoZiné D( f) potom
pfislusnou indukovanou metriku, pak funkci n proménnych lze povaZovat za zobrazeni metrického prostoru
(D(f), pi) na metricky prostor (H(f),|x — y|). O funkci f fekneme, Ze je spojitd (resp. stejnomérné
spojitd, resp. lipschitzovskd), je-li toto zobrazeni spojité (resp. stejnomérné spojité, resp. lipschitzovské).
Lze pouZit v§echna tvrzeni z pfedchozi kapitoly. Nebude-li feceno jinak, budeme pouZivat maximaln{
metriku poo. V tomto piipadé

O(X) = (x1 —&x1 +& X (x2—&x2+8) X+ X (Xp —&Xp +£)

a0*(X)=0(X)\ {X}.

Limitu funkce n proménnych bychom zavedli jako v definici 5.13. Pokud chceme pojem rozsifit i na
,nevlastni piipad*, je potfeba uvazovat také okoli nevlastnich bodd (nevlastnim bodem rozumime bod
X = [x1,...,xn], kde alespoti jedna slozka x; = +00). Je-li X = [x1,x2,...,xn] € (R*)" nevlastni
bod, pak klademe

0*(X) = (a1,b1) x (az,b2) x -+ X (an, bn),

kde
x; —e prox; € R x;i+e prox; eR
a; = 4 —oo prox; = —oo, b =400 pro x; = oo,
ceR prox; =0 ceR prox; =—o0

Okoli nevlastniho bodti je vzdy ryzi. Pokud X je nevlastni bod a pro kazdé okoli O (X)) plati O(X)ND(f) #
@, pak X lze povaZovat za hromadny bod D(f).

Definice 6.5 — limity funkce n proménnych. Nechf f : R” — R je funkce a X¢ je hromadny bod
D(f). Rekneme, Ze f mé v bodé Xg limitu a € R* (piseme limy _, x, f(X) = a), jestliZe ke kazdému
okoli O(a) existuje okoli O*(X¢) takové, Ze pro kazdé X € O*(Xo) N D(f) plati f(X) € O(a).

m Viastnosti . 1. Funkce f md v Xo nejvyse jednu limitu.

2. Ma-li f vbodé Xy limitu a € R, pak existuje O* (Xg) takové, Ze f je na O*(Xo) N D(f) ohranicend
(funkci nazveme ohranicenou na mnoziné A C D(f), je-li ohranicend mnozina f(A) coby podmnoZina
R).

3. Necht’Xlin;( f(X) = 0a existuje O*(Xy) takové, Ze funkce g je na O*(Xo) N D(f) ohranidend. Pak

—Xo

Xl—i>n)1(0 fX)g(X)=0.
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4. Necht li =aeR i = b e R. Pakplati: li X)| = lal, i X)+
echt tim f(x)=a m g(x) ak plari: | lim [ f(X)| = la| xin;l(o(f( )
g(X)) =a=+b,
lim  f(X)g(X) = ab, je-li navich # 0, pak tim 2 4 < b jeli £(X) < g(X)
X—>Xo X—>Xo g(X) b - -

na néjakém O*(Xo) N D(f).
5. Necht existuje okoli O*(Xg) takové, Ze pro kazdé X € O*(Xg) N D(f) N D(g) N D(h) plati
f(X) <g(X) <h(X). Jestlie lim f(X)= lim h(X)=a R pak lim g(X)=a.
X—Xo X—Xo X—Xo

6. Limita sloZené funkce I: Necht ¢ : R" — R, f : R — R a necht existuje sloZend funkce f o ¢ na
0*(Xo), pficv'emzlein}( ©(X) = a € Rafunkce f je spojitd v bodé a. Potom
—>Xo
lim f(e(X)) = f( lim X)) = f(a).
im0 = £(lim o() = /(@
7. Limita sloZené funkce II: Necht funkce ¢ : R" — R je definovana na néjakém O* (Xg), kde Xo € (R*)",
platilimy _, y, 9(X) = b a o(X) # b pro kazdé X € 0*(Xo). Je-lilim,_,} = a, pak
lim f(¢(X)) =a.
Jm f (o)
8. Heinehopodml’nka:xlin)l( f(X) =a < V{Xn} S D(f), Xn > Xo, Xn # Xo, plati {(Xn) — a.
—Xo

Vypocet limity funkce dvou a vice proménnych obvykle neni jednoduchy, zejména nemdme analogii
I’Hospitalova pravidla!

Priklad 6.6. Vypocitejte

. x+7 . xZ2 —y2? . sin(x2 + y2)
a) lim im c) lim —_—

_ 1 —_
xyl—>[2,3] x —y +2 ) [x.y]=>[1,1] x3 — y3 [x.y]=>[0,0] x2 + y2

Reseni. ad a) Piimym dosazenim (jednd se o podil dvou polynomi prvniho stupng) mame

. x+7
hIIl _— =
xy]=>[23]x—y+2

ad b) Upravou vyrazu:

x2—yr x+y»x-y» x+y 2

lim —_ = li = lim - - =,
oyl=[L1] X3 —y3 [yl (x =) (2 +xy +y2) kol x2 +xy +y2 3

ad c¢) V tomto piipadé€ 1ze danou limitu pfevést na limitu funkce jedné proménné (k tomu nds opraviiuje
sedmy bod vlastnosti limity):

sin(x? + y?) x24y2 =1t . sint
! 552 | t—ot+ |= Jlim =
[x,y]—[0,0] x~+ Yy t—0+ 1
Xy x3y

Priklad 6.7. Dokazte, Ze limity a) lim = b) lim <12 neexistuji.
[x,y]—[0,0] Xx* + ¥ [x,y]1—[0,0] x® + ¥

ReSeni. ad) Uvazujeme-li funkci pouze nad svazkem pfimek y = kx, k € R, pak limity funkce nad
jednotlivymi pfimkami vedou na

i kx2 y k k
1m = lim = .
x>0 x2 +k2x2 x5014+k%2 1+4+k2

Nad kazdou pfimkou by tedy hodnota limity byla jind, coZ je spor s jednoznac¢nosti limity. Limita tedy
neexistuje.
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ad b) VyzkouSime-li podobné jako v piikladu a) svazek piimek y = kx, zjistime, Ze v§echny limity
funkce nad témito pfimkami jsou nulové. To ndm existenci limity nevyvrati, ale ani nepotvrdi. Podobné,
svazek parabol y = kx? také vede na nulové limity. A% svazek kubickych parabol y = kx3, k € R vede
na

i kx® i k k
m = lim = s
x>0 x +k2x3 x50 1+k2 1 + k2
coZ existenci limity vyloudi.
Priklad 6.8. Vysetfte limitu

3x2

lim ——
[x,y]-[0,0] 2 — 5x + 3y

Reseni. Metodou svazku pifmek y = kx, k € R dostaneme

i 3x2 lim 3x 0 prok #5/3,
im ———— = —_—=
x—0 k2x2 —5x +3kx  x—0k2Zx — 5+ 3k 27/25  prok =5/3.

ProtoZe pro jednu pifmku vychdzi hodnota limity jinak neZ pro ostatni, limita zadané funkce neexistuje.

Priklad 6.9. Vysetfete limitu
lim (x2 4 y?) e+
[x,y]—[o0,00]

Reseni. Plati

0<(x24+y2)e O = 32 %V 12X <32 4)2e7Y Vx>0, Vy > 0.

Protoze
. 2 ¢ .12 .2t . 2 yirs s , . .
lim t“e™" = lim — = lim — = lim — =0 (pouzili jsme 2x I"Hospitalovo pravidlo),
t—00 t—o0 el t—o0 ef t—oo ef

funkce x2 e™* 4+y2 ¢ na pravé stran& druhé nerovnosti konverguje k nule pro [x, y] — [0, 00]. Podle
véty o tfech limitach je tedy limita zadané funkce také nula.

m V&ta 6.10. Funkce f : R? — R md v bodé [xo, yo limitu a € R, jestlize existuje r* > 0 a funkce
g (0,00) — (0, 00) takovd, Ze limy o4+ g(r) = 0a | f(xo + rcose, yo + rsing) —a| < g(r) pro
kazdé r € (0,r*) a kazdé ¢ € (0,27).

Diikaz. Bud & > 0 libovolné. ProtoZe lim; o+ g(r) = 0, existuje §* > 0 takové, Ze pro Vr € (0,5*)
plati 0 < g(r) < &. Uvazujeme-li na R? metriku py, pak také V[x, y] € O5 ([x0. yol), kde 8 = §* pro
§* <r*ad =r*prod* > r* plat | f(x,y) —al| <e,tj.

lim (x,y)=a.
[x,y]—>[m,yo]f Y

2 1 2
Piiklad 6.11. VySetfete  lim %
[x.yl=[0,1] x*+ (y—1)

Reseni. Mame

2 —1)2 2 3 .in3
o= ST ind e,
X2+ (y—-1? _ r2
x=rcos@, y=1+rsing
Odtud,
’ 1+rsin3¢> —1‘5 r -0 pro r—0.
—_— , —_l ==
S (rcosg,14r sing) a g(r)

Hledanou limitou je tedy ¢islo 1.
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Pozndmka 6.12. Vztah spojitosti a limity v bod€& je nyni nésledujici. Funkce f : R” — R je v bodé
Xo € D(f) spojitd, jestlize limyx . x,, f(X) = f(Xo). Jsou-li vSechny body D( ) hromadné, tak plati
i opacné tvrzeni.
Cviceni
6.1. Nacrtnéte D( f) funkei

a) f(X,y): 4_x2+v1_y2’ b) f(x,y)zvl—(xz—}—y)z,

¢) f(x,y,z)=4/1—x2—y2 722

6.2. Pomoci metody fezd naértnéte G( f) funkci

1
a) f(xv)’)=mv b)  f(x,y) =2—/xZ + y2.

6.3. Vysetfete ndsledujici limity:

. 4x2 — 32 . (x+y)>—4
a) lim _— lim _
[x,y]—[0,0] 2x2 + 32 [x,y]=>[-1,-1] x+y+2
2 .2
L T —— Cd lim %
[x,y]—=[2,2] x* +3x =3y —xy [x,y]—[00,00] X< —Xxy 4+ y

(vyuZijte nejprve substituce u = 1/x, v = 1/y a poté substituci do poldrnich soufadnic),

1 .
e) lim xy2 CcoS —— f) Snxy

[x,y1—[0,0] x2y’ [ylol02] X

. 1 —cos(x? + y?)
lim — 55 5
[x.y]—>[0,0] (x2 + y?)x2y?

g
6.4. Zjistéte, zda funkce f je spojitd v bodé [0, 0]:

oo |F oLkl £ (0.0
, 0 pro [x, y] = [0,0].

Vysledky. 6.3. a) neexistuje; b) —4; ¢) 4/5; d) 0; e) 0; f) 2; g) oo. 6.4. Je.

7 Parcidlni a smérova derivace, gradient

Definice 7.1 — parcidinich derivaci funkce dvou proménnych. Necht f : R? — R je funkce a [xg, o]
je vnitini bod D( f). Polozme ¢(x) = f(x, yo). Ma-li funkce ¢ derivaci v bodé xg, nazyvame tuto derivaci
parcidlni derivaci funkce f podle proménné x v bodé [xo, yo] (znacime fy(xo, yo), nebo fx(xo, yo),
nebo %(xo, vo)- To znamend, Ze

¢(xo +h) —¢(xo) _ lim S(xo + h,yo) — f(XO,yo).

h h—0 h

/ .
X0, = lim
Jx (X0, y0) Jim

Podobné, ma-li funkce ¥ (y) = f(xo, y) derivaci v bodé yg, nazyvame tuto derivaci parcidlni derivact
funkce f podle proménné y v bodé [xg, yo] (zna¢ime fy’(xo, Y0), nebo £y (xo, yo), nebo %(xo, ¥0))-
Maé-li funkce f parcidlni derivace podle x ve vSech bodech néjaké mnoziny M € D( f), je tato parcidlni
derivace sama funkef (znadime fY, fx, %), analogicky pro fy’ .
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Poznamka 7.2. a) Analogicky pro f : R" — R definujeme fy, (Xo) := ¢} (x}), kde

. 0 .0 0 0 0
@i (x;) = f(x17x27---7xi_17xi7xi+17---7xn)'

b) Pravidlo pro vypocet je snadné, derivujeme jako funkci jedné proménné, ostatni proménné
povazujeme za parametry.

¢) Lze tedy pouzit vSechna pravidla pro derivovani jako u funkce jedné proménné.

d) Pozor, v piipadé funkce jedné proménné platilo, Ze funkce majici derivaci v bodé musi byt spojita
v tomto bodé. Toto pravidlo pro funkce dvou a vice proménnych obecné neplati, napf.

1 proxy =0

SO y) = 0 proxy #0

ma v bodé [0, 0] parcidlni derivace f}(0,0) =0 = fy’ (0, 0), ale funkce v tomto bod€ nenf spojita.

Pfiklad 7.3. Urlete parcidlni derivace funkce f(x,y,z) = x¥ In(x + z2).
Reseni.

2z
x+2z2°

fi=yx¥ n(x +2) + x¥ £y =x"InxIn(x +2%), f]=x

x +z2°

m Véta 7.4 — o sffedni hodnot&. Necht funkce f : R? — R md obé parcidlni derivace ve viech bodech

mnoZiny (a1,b1) x {az,bz) € D(f). Pak existuji isla & € (a1,b1), n € (az, by) takovd, Ze

fb1,b2) — flar,a2) = fy(§, a2) (b1 —a1) + fy (b1, (b2 — az).

Diikaz. S vyuZzitim Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté pro funkci jedné proménné (viz véta 16.2 v SA1)
dostaneme

f(b1.b2) — f(ar.a2) = f(b1.b2) — f(b1.a2) + f(b1.a2) — f(a1.a2)
= fy(b1, (b2 —az) + f (£ a2)(b1 —ay).

O

Definice 7.5 — druhych parcidinich derivaci. Nechf funkce f : R? — R md obé& parcidlni derivace na
oteviené mnoZzing M C D(f) a [xo, yo] € M. Existuje-li parcidlni derivace funkce f; podle proménné x
v bodé [xg, yo], nazveme tuto derivaci druhou parcidlni derivaci (nebo parcidlni derivaci 2. Fadu) funkce |
2
podle x v bodé [x¢, yo] aznagime [} (xo0, yo), nebo fxx(xo, yo), nebo %(xo, vo)- Existuje-li parcidln{
derivace funkce fy podle y v bodé& [x¢, yo), nazveme tuto derivaci druhou smisenou parcidlni derivaci
2
funkee f v bodé [xo, yo| a znaéime fy), (xo, yo), nebo fxy (xo, yo), nebo %(xo, ¥0). Analogicky pro
derivace funkce fy.

Pozndmka 7.6. a) Podobné bychom definovali druhé parcidlni derivace funkce tfi a vice proménnych,
jejich po&et je n2, kde n je potet prom&nnych.

b) Parciélni derivace m-tého fddu (m > 3) definujeme jako parcidlni derivace derivaci (m — 1)-tého
fadu. Jejich polet je n' (variace s opakovanim).

Priklad 7.7. Uréete vSechny druhé parcidlni derivace funkce f(x, y) = sin %

5 S ot I x 1 /o X | —=x "o X 1 "o X =X x =1
ReSeni. fx = COS ¥y . ¥ fy = COS 3y . ,)772’ xx — —SsIn ¥y . yj, fxy = _Sln; . F 4+ cos ¥y . yf2,
/" x ., =1 ¢n X, 2x

—_ . 2 * 17 ~ v z .
= —sinZ - =% + cos = —sin2 - £ + cos . Vidime, Ze smiSené derivace fy,
y y

yx y y y2rJdyy T y y y3

/" se rovnajf, to neni ndhoda, ale také to nenastane tGpln& vZdy, viz ndsledujici véta.

aJyy
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m Véta 7.8 — Schwarzova. Necht funkce f : R?2 — R md parcidlni derivace Sy» Sy na okoli bodu
[x0, yo], které jsou v bodé [xq, yo| spojité. Pak jsou tyto derivace zdménné, tj. plati f;’y (x0,y0) =

fy,/x(XO» J’O)

Pozndmka 7.9. Bez ptedpokladu spojitosti rovnost smiSenych derivaci obecné neplati, napt. pro funkci f
definovanou

Y22
Xy ———— ro [x, 0, 0],
Foeyy =132 5,2 P [x,»] #[0,0]
0 pro [x, y] = [0.0],
dostaneme fy),(0,0) = —1a f}’.(0,0) = 1 (smiSené derivace na okoli bodu [0, 0] existuji, ale nejsou

v bodé [0, 0] spojité).

m DUsledek 7.10. Md-li funkce f : RZ — R spojité parcidlni derivace aZ do druhého Fadu na oteviené
mnoZiné M C D(f), pak jsou zde smiSené derivace zaménné, ij. f',(x,y) = fy(x,y) pro kaZdé
[x,y] € M.

Poznadmka 7.11. Tvrzeni plati i pro smiSené derivace funkce tfi a vice proménnych a matematickou
indukei jej miZeme rozsifit i pro derivace vysSich fadi: Ma-li funkce f spojité parcidlni derivace az
do fadu m na oteviené mnoziné M C D( f), pak hodnota parcidlni derivace fadu m v libovolném bodé
z mnoZiny M zavisi pouze na tom, kolikrat se derivovalo podle i-té proménné (i = 1,2, ...,n), nikoliv
na poradi, v jakém se derivovalo. PovaZzujeme-li smiSené derivace za totoZné, pak se pocet parcidlnich

derivaci redukuje na (" +:": 71) (kombinace s opakovanim).

Definice 7.12 — smérové derivace. Necht f : R> — R je funkce, [xg, o] je vnitini bod mnoZiny
D(f) a5 = (s1,s2) je vektor v R2. Polozme ¢(t) = f(xo + ts1, yo + 52). Ma-li funkce ¢ derivaci
v bodé 0, nazyvdme ji smérovou derivaci funkce f v bodé [xo, yo| ve sméru vektoru s a oznalujeme

fi’(xo, Yo0) nebo f3(xo. o) nebo %(xo, vo)- To znamend, Ze
o S (o + 151,50 + 152) = f (0, y0)

o) —9(0) _ |
= li
t t—0 t

/ .
(x0. y0) = 1
f3(x0.y0) = lim

Pozndmka 7.13. a) Analogicky bychom zavedli smérovou derivaci pro funkci tfi a vice proménnych.
b) N&kdy se v definici navic poZaduje, aby smérovy vektor s byl jednotkovy, tj. |S| = 1. Smérovou
derivaci pak lze interpretovat, viz obrdzek na prednasce.
¢) JelikozZ je smérova derivace obycejnou derivaci funkce ¢, plati pro pocitani tato pravidla: Nechf
existuji fg’ , gé v bodé X € R”. Potom
(i) pro V¢ € R existuje fc/E(X) a plati fc/E(X) = cfg/(X),
(i) (f £8)3(X) = f{(X) £ gi(X),
(i) (f),(X) = £{(X)g(X) + f(X)gh(X).
! F(X)g(X) = f(X)gi(X)
(iv) je-li g(X) # 0, pak (1) x) =5 SR
g5 g*(X)
d) Naopak neplati aditivita smérovych derivaci vzhledem ke smérim. JestliZe existuji f;’ , fg’ , nemus{
. 7 . . ’ o . / ’ / . % v .
existovat f; 4@ pokud existuje f; 3> mize byt f; +3 #* f7 + fE (tato vlastnost plati v piipadg, kdy je
alespoii jedna z f7, fg’ spojitd na n&jakém okolf bodu X).

e) Parcidlni derivace lze povaZovat za smérové derivace ve smérech vektorii standardni baze R”, tj.
/ /
fxi = fél .
f) Z existence smérové derivace v bod¢ ve sméru libovolného vektoru neplyne spojitost funkce v tomto
bodé.

Pfiklad 7.14. Spogitejte smérovou derivaci f(x,y,z) = x2 + yz v bodé& [1, 2, —1] ve smé&ru vektoru
§=(-1.12).
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Resent.
o) = fA—1.2+41,-14+20) =1 —1)>+ Q+1)(—=14+2t) =1 -2t +1> -2+ 4t —1 + 27>
=—141+3? = JO=1+61 = ¢ (0)=1.

Definice 7.15 — gradientu funkce. Bud f : R” — R funkce a Xog € D(f). Nechipro Vi = 1,2,...,n
existuje fy, (Xo). Pak vektor grad f(Xo) = (f, (Xo), fx,(Xo), ..., fx, (X0)) se nazyvé gradient
funkce f v bodé Xg. Existuji-li parcidlni derivace na mnoZiné M C D(f), pak vektorovou funkci
grad f = (fy,, fi,»---» fx,) nazveme gradientem funkce [ (jednd se tedy o zobrazeni M do R™).

Pozndmka 7.16. a) Namisto grad f se pouZziva téZ znaCeni V f (operator ,,nabla“).

b) Pozdéji ukdZeme, Ze pokud vSechny parcidlni derivace funkce f existuji na okoli bodu Xy
a jsou spojité v Xo, pak smérova derivace v tomto bodé¢ existuje pro libovolny smérovy vektor a plati
fE’(XO) = grad f(Xo) - 5 (standardni skalarni sou¢in). Plati grad f -5 = | grad f(X¢)| - || cos «, kde
« je dhel, ktery tyto dva vektory sviraji. Odtud plyne, Ze hodnota smérové derivace bude nejvétsi, je-li
cosa = 1, tj. @ = 0, tj. oba vektory maji stejny smér. Geometricky lze tedy gradient interpretovat jako
smér, ve kterém je pfirstek funkéni hodnoty funkce f nejvétsi.

Cviceni

7.1. Spocitejte parcidlni derivace funkci v bod€ A4:
a) f(x,y)=xvVI—x2+yJ/1-x2, A=10,0];
b) fu,v) =%+, A=I[L1];
o f(x,y)=3x%y+e%, A=[372];

d) flap)=a2boBest 4= 10,0];

e) f(x,y) =xyy/1—-x2—-y2  A=1]0,0]

7.2. Urcete parcidlni derivace funkci:

a) f(x,y)=sin £
b) f(r.8) = arctgZt5:
¢) f(x,y,z) = In(cosZ(x2 — z2y)).

7.3. Ukatzte, Ze ze stavové rovnice idedlniho plynu pV = nRT (p je tlak, V' objem, T absolutni teplota
an, R jsou konstanty) vyplyvd
dp oV T
vV aT dap
7.4. Urcete vSechny druhé parcidlni derivace funkci
a) f(x,y,z)=xy+xz+yz,
— oy X241
b) f(x.y) =In 2L
7.5. Ukaite, 7e funkce u(x, y) = In /x2 + y2 vyhovuje Laplaceové rovnici Au = 0,kde A = 2&—22—1—(,3}—22
(tzv. Laplacetv operdtor).

=02
ol x _ 1 — <. - p
= 4
7.6. Ukazte, ze funkce u(x,t) PN e 44?2t (a,b € R, # 0) spliiuje rovnici vedeni tepla
uh = a?ull,.

7.7. Predpoklidejme, 7e funkce f : R° — R je dostate¢né mnohokrit derivovatelna.
a) Jaky je pocet derivaci ¢tvrtého fadu?
b) Jaky je pocet derivaci ¢tvrtého fddu, povaZujeme-li pfislu§né smiSené derivace za jednu?
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7.8. Pomoci definice vypo&téte smérovou derivaci funkce f(x, y,z) = 4(x — 1) + 3y2 + 522 v bod&
= [2,—1, 3] ve sméru vektoru § = (1,4, —2). UrCete déle gradient funkce v bod& A.

Visledky. 7.1. a) fL(A) = 1, f(A) = 15 b) fi(A) = 0, fi(A) = 0; ) fL(A) = 36 + 25,

%2

Jy(A) =274 3¢% d) fy(4) = 3 fé(A) —3:¢) fi(4) =0, fy(A)=0.72.2) f{ = *COS -,
2 2

fy = _% cos Z-3b) fy = —#,fs’ = m,c) fl=—dxtg(x? -z y),fy =2z2tg(x2—22y),

F = Aete? = 22074 [l = fy = S =0 fly = S = S = = = Sl = 1

2_
b) [l = _(2)£§+1)13’ . 2(y J;)lz) 7.7. @) 625 b) 70. 7.6. f{(A) = —80,
V £(A) = (4,—6,30).

8 Totdlni diferencial

Definice 8.1 — totdlIniho diferencidlu. Rekneme, Ze funkce f : R2 — R definovand v okolf bodD
[x0, yo] je v tomto bodé diferencovatelnd, jestliZe existuji a, b € R takova, Ze plati
im0+ A yo+ k) — f(xo.yo) — (ah + bk)
[h,k]—[0,0] Vh? + k2

Lineérni funkce ah + bk proménnych h, k se nazyva rotdlni (iiplny) diferencidl funkce [ v bodé [xo, yo]
a znaci se d f(xo, yo), pfipadné d f (xg, yo; h, k), pfipadné d f (xo, yo)(h, k).

=0.

Pozndmka 8.2. a) Analogicky bychom definovali totdln{ diferencidl pro funkci tfi a vice proménnych.
b) Podminku z definice Ize ekvivalentn& formulovat: existuji @, b € R a funkce 7 : R2 — R tak, Ze
plati

F(xo +h.yo + k) — f(x0.y0) = ah + bk + Vh2 + k2 t(h.k), kde dm t(hk)=0
£l - k]

(srovnejte s definici diferencidlu funkce jedné proménné).

¢) Jmenovatel limity v definici je vzdélenost bodu [4, k] od pocdtku v eukleidovské metrice p;.
Lze pouZit i ekvivalentni metriky p; nebo poo (tj. vyraz ~/h2 + k2 nahradit vyrazem |h| + |k| nebo
max{|hl, [k[}).

m Véta 8.3. Je-li funkce f : R"™ — R diferencovatelnd v bodé X, pak je v tomto bodé spoyjitd.

Diikaz. Pron = 2: ProtoZe f je diferencovatelnd, plati podle pfedchozi pozndmky b)

h, k , = li h + bk h? +k2t(h,k)) =0
[hk][ (f(xo+ yo + k) — f(x0,y0)) [h,k]l—lzl[o,o](a + bk + Vh2 + k2 t(h, k)

(protoZe limy, g1 —[0,0] T(h, k) = 0), coZ znamend, Ze limp, x]—[0,0] /(X0 + 1, yo + k) = f(x0, yo), 4.
f je spojita v [xo, yo- O

Pozndmka 8.4. Obricené tvrzeni neplati, napt. funkce f(x,y) = +/x2 + y2 je spojitd v bodé& [0, 0], ale
neni zde diferencovatelna.

m Véta 8.5. Je-li funkce f : R? — R diferencovatelnd v bodé [xq, yo], pak md v tomto bodé parcidlni
derivace a plati a = fy(xo,y0), b = fy(xo, yo), 4.

df(x0,y0) = fy(x0,y0) I + fy(x0,y0) k.
Diikaz. PoloZme v definici totdlniho diferencidlu k = 0. Pak

0= fim f(xo +h, yo) = f(x0,y0) —ah _ fr(x0.y0) —aproh >0
h—0 A a— fy(xo.y0) proh <0

tj.a = f}(xo0, yo). Stejnym obratem by se dokdzala rovnost b = f; (x0,¥0)- O
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m Véta 8.6. Ma-li funkce f na O([xo, yol) parcialni derivace f, fy’, které jsou spojité v [xo, yol, pak je
v tomto bodé diferencovatelnd.

Diikaz. ProtoZe parcidlni derivace dle predpokladu existuji v jistém okoli bodu [xg, yo], s vyuZitim véty
o stiedni hodnoté na tomto okoli{ plat

f(xo +h,yo + k) — f(x0,y0) = fx(x0, y0)h — fy(x0, yo)k

lim
k=100 N
- im Se(xo + &R, yo)h + fy(xo0 + h, yo + nk)k — fi(x0, yo)h — fy(x0, yo)k
[A,k]—[0,0] N
h
= li / h. o 7 _h
[h,k]l_,m[o,o](fx (x0 +&h, yo) — fx(xo0 yo)) e
k
t o [(x0 + h.yo + 1K) = £;(x0.30)) === =0
[h,k]in[o,o](fy (xo yo + 1k) = fy(x0, y0)) s

Posledni rovnost plyne ze spojitosti fy, f; v [x0, yo], ohranienosti

h k
- <1 -
‘«/h2+k2 B ‘«/h2+k2 B
a vlastnost{ limity. O

Pozndmka 8.7. a) Posledni dvé tvrzeni plati analogicky i pro funkce ti{ a vice proménnych.
b) Podobné jako u diferencidlu funkce jedné proménné 1ze odtivodnit znaceni pfirtistka £, k jako
dx,dy, resp. pfirGstkd A1, ha, ..., hy jako dxy,dxz, ..., dx,.
¢) Rovina z = ax + by + ¢ v R3 se nazyva tecnou rovinou ke grafu funkce z = f(x,y) v bodé&
T = [xo, Yo, f(x0, y0)], jestliZe
fx.y)—ax—by—c

(x0.y0) =axp+byo+c a lim =0
Jioy Y [x.y]=1x0.50] /(x —x0)2 + (y — y0)2

Z téchto rovnic dostaneme

S(x,y)— f(x0,y0) + f(x0,y0) —ax —by —c¢

0= lim
[x.y]—>[x0.¥0] V(x—x0)2 + (y — y0)?
_ lim J(x,y) = f(x0,y0) —a(x —xo) —b(y — yo)
[x,y1—[x0,¥0] Vx —x0)2 + (v — y0)? ’

tj. df(xo0, y0)(x — X0,y — yo) = a(x — xo) + b(y — yo). Podle véty 8.5 plati a = f{(xo,Y0),
b = fy(xo,yo) atedy ¢ = f(xo,y0) — X0 fy(x0,Y0) — Yo fy (X0, yo). Celkové tedy

z = f(x0,0) + fx(x0,y0)(x = x0) + fy(x0,¥0)(y — yo),

.
z = f(xo0, yo) + grad f(xo. y0) - (x — X0.y — Yo).

tj. z = f(x0,y0) +df(x0, yo; x — X0,y — yo). Odtud plyne geometricky vyznam totdlniho diferencidlu

funkce dvou proménnych, je to pfirlstek funkce métfeny na te¢né roving.

m Véta 8.8. Nechf funkce f : R"™ — R je diferencovatelnd v bodé Xy € R™ a necht's € R" je libovolny.
Pak existuje smérova derivace fg(XO) a plati fg/(Xo) = grad f(Xp)-5.

Diikaz. Pron = 2: Nechf f je diferencovatelnd v bod€ [xg, yo]. Potom

Sf(xo +1ts1,y0 + ts2) — f(xo0. yo)
!

’ 1
fg(XOJO) = tILH}J
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df(x0. ¥05151.152) + (/12(s? + s3) T(ts1.152)
= lim

t—0 t

=d f(x0, y0;51,52) £ lim ‘/s% + s% T(ts1,t52)
t—0
= df(x0, yo:51,52) = grad f(xo. yo) - 5.

O

Piklad 8.9. Spoéitejte smérovou derivaci f(x, y,z) = x% + yz v bodg [1,2, —1] ve sméru vektoru
s=(-1,1,2).

Reseni. Plati grad f = (2x,z, ), atedy grad f(1,2,—1) = (2,—1,2), a tedy
f2.-1) =2.-1.2)- (-1,1,2) = 1.

Srovnejte s ptikladem 7.14.

Definice 8.10 — totdlIniho diferencidlu m-ho fadu. Nechf funkce f : R> — R md na O([xo. yo])
parcialni derivace az do fadu m v&etné, které jsou spojité v bod€ [xo, yol. Pak totdlnim diferencidlem
m-tého Fadu funkce f v bodé [xq, yo] rozumime funkci

d™ f(xo, yo; h,k) = Z (m)f‘(xo,yo)hfk”‘_f.

Jr ] axl aym_]

Pozndmka 8.11. a) Totdln{ diferencial m-tého fadu funkce f je pfirozené definovat jako d™ f =
d(dm_1 f),m=2,3,...,coz vzhledem k vétdm 8.5 a 8.6, skute¢né€ vede na vzorec v predchozi definici,
napft.

@ f =ddf) = d(fh+ fk) = (fih+ [R5+ (fih + fyk)yk
= fieh® + fykhk + flhk + £ k% = fULR + 210 bk + £ k2.
b) V pfipadé funkce tff a vice proménnych se vzorec modifikuje na
d” f(Xo; h1,ha, ..., ¢hy)
_ 3 mt i) (Xo) "™ B2 . i

milma! .. .my! ax;”lax;"z...ax,’,""

mi+mp+--+my=m

Cviceni
8.1. Urcete totdlni diferencidl funkce

X

f(x,y) = arctg—

y
vbodé 4 =[1,1].
8.2. Urcete hodnotu totdlniho diferencidlu funkce

f(x,y,z) = 2¥(siny) arctg z

vbod& A = [—4, %.0] pro ptiristky 7 = 0,05,k = 0,06 a £ = 0, 08.
8.3. Pomoci totalniho diferencialu uréete ptiblizné hodnotu

0,48 1,032
a) arcsin ——;

b) 3—.
1,05 V0,982 4 1,054
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8.4. NapiSte rovnici te¢né roviny a normadly ke grafu funkce f v bodé T':

rty

f(x,y)=x_y, =[2.1.7.

8.5. Vypoctéte s presnosti na dvé desetinnd mista objem kuzele V' a urcete odhad absolutni zmény objemu,
jestlize vyska kuZele je h = 15 £ 0, 3 cm a polomér zdkladny je r = 8 & 0, 2 cm. Urcete relativni zménu
objemu.

8.6. Najdéte jednotkovy vektor s, pro né&jZ je smérova derivace fsf funkce f(x,y) = cotg(xy) v bodé
A = [%.1] maximdln{ a urcete jeji hodnotu.

8.7. Napiste totdln{ diferencidl druhého a tfettho fddu funkce
J(x,y) =In(x +y)
vbodé A = [2,1].

Vysledky. 8.1.df(1,1)(h.k) = 1h — Jk.8.2.df (-4, Z,0)(0,05;0,06;0,08) = 0,005. 8.3. a) 0,4716;
b)l.84 1:2x—4y+z-3=0n:x=2+4+2t,y=1—-4t,z =34+t €¢R). 85V =
1005,31£70,37cm?3, 7%. 8.7.5 = (=2//72 + 4, - /72 + 4), V72 + 4/2.8.7.d2 f (2, 1) (h, k) =
—§h? = Shk — $k2. &3 f2.1)(h.k) = Zh3 + 3h%k + $hk? + k3.

9 Derivace slozené funkce, Taylorav polynom

m Véta 9.1 — fetézové pravidlo. Necht funkce u,v : R? — R maji parcidlni derivace v bodé [xg, yo]
a funkce f : R? — R je diferencovatelnd v bodé [ug, vo] = [u(x0. o). v(xo. yo)]. Potom slozend funkce
F(x,y) = f(u(x,y),v(x, y)) md parcialni derivace v bodé [xg, yo| a plati

Fy(x0,y0) = fy(uo.v0) us(x0.y0) + fy(uo.vo) v (x0. yo),
Fy(x0.,0) = f, (0. v0) 3, (x0. ¥0) + fy (10, v0) v} (X0, yo).

struéné Fj, = flul, + fyvh aF/ fu/u; + fov;
Pozndmka 9.2. a) Analogicky pro funkci tif a vice proménnych f = f(uj,...,uy), kde u; =
Ui (x1,...,Xxn), bychom pro sloZenou funkci

F(xt,....xn) = fur(x1,. -, Xn)s -, un(X1, ..., Xn))

dostali

Z of 2 19

ax, duj dx;’

Princip fetézového pravidla ddle zistava stejny, i kdyZ pocet proménnych vnitinich funkei nenf stejny jako
pocet proménnych vnéjsi funkce.

b) Pro derivace druhého fadu by se tvrzeni modifikovalo: maji-li funkce u a v parcidlni derivace do
druhého fddu v bodé [x¢, yo] a funkce f ma parcidlni derivace druhého fadu na okoli bodu [ug, vo] =
[u(x0, y0), v(x0, yo)], které jsou v tomto bod€ spojité, pak funkce F(x,y) = f(u(x,y),v(x,y)) md
druhé parcidlni derivace v bod€ [xg, yo] a plat

Fiy = fuu@5)? +2fypu Vet o (vx)2 + futlix + oV

F)é/ fuu x”y+2f +f +f/u;éy+fvxyv

Fy//y = uu(“y)2 +2fuv yvy + for (vy)2 + fuu ;/y + fyv)
Skute¢né, napf. pro Fy, méime

Féy = (i) + (fyu)i = (f)xits + fuuix + ()35 + fyvix
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= (Sl + fin Vil + farll + (flrte + 11, v;>v’ + fyvhx
= fuuW)? + 2 vk + i) (vx)2+f’ e+ [V,

pfi¢em? jsme vyuzili linearitu operace derivovani a rovnost f,5 = for,-

m Véta 9.3 — Taylorova. Necht funkce f : R" — R md v bodé X a néjakém jeho okoli spojité parcialni
derivace aZ do Fadu m + 1 vcetné. Pak pro libovolné X z tohoto okoli plati

S(X) = Tin(X) + Rm(X),
kde

1 1 1
Tn(X) = f(Xo) + 37 df (X0: X — Xo) + 54> f(Xo: X — Xo) + - + —.d" f(Xo; X = Xo)
se nazyvd Tayloriiv polynom (stupné m) a

1
Rmn(X) = ———d"*! f(Xo + 9(X — X0); X — Xo), 0 €(0.1)
(m + 1)!
se nazyvd m-ty Tayloriiv zbytek v Lagrangeové tvaru.

Idea diikazu. Zavede se pomocnd funkce F(t) = f(Xo + t(X — Xo)), pro kterou plati F(1) = f(X), a
vyuZije se Taylorova véta pro funkci jedné proménné v bodé ¢ = 0, tj.

F(1)= FO) + 5 F(0)+ F”(O)—i— +— F('”)(O)—i-mF(m"’l)(z?)

Aplikujme-li pro vypocet derivaci F ®) pravidlo pro parcidlni derivace sloZenych funkci, dostaneme
vzorec véty. O

Pozndmka 9.4. Nechf vSechny parcidlni derivace fddu m + 1 funkce f jsou ohraniené stejnou stejnou
konstantou ¢ na dseCce Xo +tH,t € (0,1) (H = [h1,ha, ..., hy] € R™), kterd leZi v uvaZzovaném okoli.
Pak pro odhad zbytku Ry, plati:

|)m+1

|Rm(Xo + H)| = sy (- thal -+ [

1)'

Piiklad 9.5. Urcete Tayloriv polynom T funkce f(x,y) = /1 — x2 — 4y2 v bodé [0, 0]. Pomoci tohoto
polynomu urcete pfiblizné hodnotu f(1/4,1/8) a provedte odhad chyby, které se aproximaci dopustime.

Reseni. Mame f(0,0) = 1 a postupnym napo&itdnim derivaci aZ do druhého ¥4du snadno ovéifme, Ze
df0,0) =0, d*>f(0,0) = —h?— 4k>.

Protoze h = x — 0 = x, k = y — 0 = y, Taylordv polynom ma tvar
1
Tr(x,y) =1- Exz - 2y2

(tento polynom spolu s ptivodni funkci jsou zndzornény na obrdzku 9.1). Aproximace dané funkéni hodnoty

potom je
11 14 1(1)\? 1)?
(- = :“ﬁ%1—7 -] =2(=] =0,9375.
4’8 4 2\4 8

Pro odhad zbytku potfebujeme navic tfet{ derivace. Plati:

Ji. 3x(4y% —1) 4y(4y? —2x2 1)
XX (1 —x2 —4y2)5/2° (1—x2 —4y2)5/2°

P 4x(x2 —8y2—1) P 48y(x2 —1)
YY1 = x2 — 4y2)5/2° YV (1 = x2 —4y2)5/2°

fxxy
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ProtoZe nds zajimé ohraniCenost derivaci na useCce x =t/4,y =t/8,t € (0, 1), zavedme funkce

mwo [t t 313 — 48¢ w1t t 3+ 16¢
1) = L (Z’ §) S aa_pr PO e (Z’ §) T T3(1-12/8)5/

wo (t t 13+ 16¢ mw (t t 13— 96¢
30 = ayy (z’ g) = Tle—nyg POl (1* g) = T6(1—12/8)52

Nenf t&Zké ovéfit, Ze vSechny ¢tyfi funkce jsou v absolutni hodnoté na intervalu (0, 1) ohranicené &islem 8.
Podle vyse uvedeného vzorce tedy mame

11 8 /1 1\* 9
Ro(=-)<=(=+=) == =00703125.
4’8 3r\s "8 128

Vypoctem na kalkulacce nebo pocitaci se 1ze presvédcit, Ze skute¢nd chyba je vyrazn€ mensi (cca 0,002),
odhad zbytku pomoci uvedeného vzorce byva obvykle dosti pesimisticky.

Obrézek 9.1: Graf funkce f (horni polovina elipsoidu, tmavsf Sed4) a jejtho Taylorova polynomu druhého stupné
(elipticky paraboloid, svétlejsi Sedd) z ptikladu 9.5

Cviceni

9.1. Transformujte funkci V(x, y) = x fy' — yf do polérnich soufadnic (tj. pomoci fet&zového pravidla jej
vyjadfete v proménnych p a ¢). O funkci f pfedpoklddejme, Ze ma spojité parcidlni derivace. Pfipomeiime,
Ze vztah mezi kartézskymi a poldrnimi soufadnicemi je x = pcos¢, y = psing.

9.2. Napiste Taylordv polynom tiettho stupné funkce

f(x,y) = arcsin S
Vx2 4 y?
vbodé A = [0, 1].

9.3. Urdete piiblizné hodnotu 3/2 — I, 02- 0, 98 pomoci Taylorova polynomu druhého stupné (vhodné
funkce ve vhodném bod¢). Urcete také odhad chyby, které se tuto aproximaci dopustime.

Vysledky. 9.1. V*(p,¢) = Fé,, kde F(p,¢) = f(pcosg,psing). 9.2. T3(x,y) = x —x(y — 1) —
%x3 + x(y — 1)2. 9.3. 1,00013, viechny parcidlni derivace tietiho ¥adu jsou na tdsecce 1 + 0,027,

1—0,02¢,¢t € (0, 1), ohrani¢ené Cislem 1 (Ize nalézt i o néco lepsi konstantu), a tedy |R2(1,02;0,98)| <
1(0,02+0.02)3 ~ 1,07-1075.
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10 Lokdini a globdlni extrémy

Definice 10.1 — lokdlnich extrému. Rekneme, 7e funkce f : R® — R nabyvd v bodé Xog € R"
lokdlniho maxima (vesp. minima), jestliZe existuje okoli O(Xg) takové, Ze O(Xo) € D(f) a pro kazdé
X € O(Xp) plati f(X) < f(Xo) (resp. f(X) > f(Xp)). Jsou-li tyto nerovnosti pro X # X ostré,
mluvime o ostrém lokdlnim maximu (resp. minimu). (Ostrd) lokdlni maxima a minima nazyvame souhrnné
(ostré) lokalni extrémy.

Piiklad 10.2. a) Funkce f(x,y) = v/x2 4+ y2 m4 v bodg [0, 0] ostré lokdln{ minimum, protoZe f(x,y) >
1 pro [x, y] = [0,0]
0 pro [x, y] # [0,0]
lokdlni maximum. Pfiklad a) ukazuje, Ze funkce nemusi byt v bod¢ lokdlniho extrému diferencovatelnd,
priklad b) ukazuje, Ze nemus{ byt ani spojita.

0 = f(0,0) pro V[x, y] # [0,0]. b) Funkce f(x,y) = ma v bodé [0, 0] ostré

Definice 10.3 — staciondrniho bodu. Rekneme, 7e bod S € R” je staciondrnim bodem funkce
f :R" — R, jestlize plati grad f(S) = = (0,0,...,0).

m Véta 10.4. Nechf funkce f : R"™ — R md v bodé X* € R" lokdlni extrém a nechf v tomto bodé existuji
vSechny parcialni derivace funkce f. Pak X* je staciondrnim bodem funkce f.

Diikaz. Kdyby fy (X*) >0, .

* * * * * * * * * *
lim SOOI X xS hox o xg) = SOy XX X X ~0
h—0 h ’
pak by existovalo § > 0 takové, Ze pro kazdé h € (=6, ) \ {0} je také
* * * * * * * * * *
ST X xS hox X)) = S XX X X)) ~0
7 ,

viz vlastnosti limity. To znamend, Ze pro kladna i z (-4, §) je
SO X xS+ hoxl ) > fO xS X ),
a pro zdporna h je
f(xik,...,x;‘_l,x;k + h,xf+1,...,x;) < f(xik,...,x;‘_l,x;‘,x;k_,’_l,...,x;,k),
coZ je spor s tim, Ze bod X * je bodem lokalniho extrému. Analogicky vylou¢ime moZnost f;i (X*)<0. O
Pozndmka 10.5. Podobné jako u funkce jedné proménné, staciondrni bod nemusi byt bodem lokélniho

extrému, napf. funkce f(x, y) = x2 — yZ md v bodg [0, 0] staciondrni bod, ale nenf zde extrém (takovym
staciondrnim bodiim fikdme sedlovy bod).

Definice 10.6 — kvadratické formy. Funkce K(X) = Z;’J:l bijxixj, kde bjj € Ra X € R", se
nazyva kvadratickd forma na R" (jedna se tedy o polynom druhého stupn& n promé&nnych, ve kterém se
nevyskytuje linedrni a absolutn{ ¢len).

Pokudbod X = [x1, X2, ..., X5 ]identifikujeme s (vdzanym) vektorem X = X—0 = (x1, x2,...,Xn),
pak kazdé kvadratické formé lze jednoznaéné pfifadit symetrickou matici A = (a;;)7 =1 tak, Ze plati
K(X) = ¥A%T . Prvky matice jsou ddny a;; = bij,aij = aj; = %(b,-j + bji; ). Rikdme potom, Ze matice
A reprezentuje kvadratickou formu K.
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Definice 10.7 — definitnosti kvadratické formy. Nechf A4 je symetrickd matice. Rekneme, e kvadratickai\
forma ¥ AX7T je

pozitivné definitni 43T >0
negativné definitni . _ oy XAXT

g. L ﬁ, . , jestlize pro kazdy vektor X # o plati )_C,A)ET <0 s
pozitivné semidefinitni XAx* >0
negativné semidefinitni #4xT <o

indefinitni, existuji-li vektory X1, X, tak, Ze X1 A)_c'{ <0aXy A)_c'; > 0 (tj. neni-li definitni ani semidefi-
nitni).

Pozndmka 10.8. ProtoZe kazdd kvadratickd forma je symetrickou matici A uréena jednoznaéné, lze
hovoftit pfimo o definitnosti matice (namisto formy).

Definice 10.9 — hlavnich minord. Necht 4 = (a;j;)7 j=1 je ¢tvercovd matice (ne nutné symetrickd). Pak\
zakladnimi (rohovymi) hlavnimi minory rozumime determinanty

an ain ail alz ais
Dy =det(ay1), Dp = det , Dy=det|azy azx@p azx3)|, ..., Dp=detA.
azl anzn
aszl1 dasz dass

Zakladni hlavni minory tvofi podmnozinu vSech hlavnich minord M ]f Hlavni minory radu k jsou
determinanty Ctvercovych matic k x k (k = 1,...,n), které vzniknou z matice A vynechdnim n — k
fadkt a n — k sloupcd, pfi€emZ vynechdvame vZdy odpovidajici si sloupce a fadky (tj. i -ty fddek s i-tym
sloupcem). Pocet hlavnich minori fadu & je (%), tj. £ = 1,2, ..., (). Celkovy pocet hlavnich minori je
pak (1) + (5) +---+ () =2" — L.

m Véta 10.10 — Sylvestrovo kritérium, James Joseph Sylvester 1814-1897, Anglic¢an. Necht A je
redlnd symetrickd n x n-matice, Dy (k = 1,...,n) jsou jeji zdkladni hlavni minory a le (k=1,...,n,
€=1,....(¢)) jsou jeji hlavni minory. Pak kvadratickd forma XAXT je:
(i) pozitivné definitni <= vSechny zdkladni hlavni minory Dy (k = 1,...,n) jsou kladné,
(ii) negativné definitni <= pro vsechny zdkladni hlavni minory Dy, plati sgn D}, = (—l)k, 4. D1 <0,
Dy >0, D3<0,...,

(ili) pozitivné semidefinitni <= vSechny hlavni minory M ]f Jsou nezdporné,

(iv) negativné semidefinitni <= pro vSechny hlavni minory M ]f plati sgn M. L= (—l)k nebo M ]f =0.
Nenastane-li ani jeden z predchozich pripadii, pak $AXT Je indefinitni.

m DUsledek 10.11. a) Je-li alespori jeden zdkladni hlavni minor Dy, zdporny pro k sudé, pak 7AxT Je
indefinitni.

b) Jsou-livSechny zdkladni hlavni minory Dy, nenulové a nenastdvd ani jeden z pripadii (i), (ii) pfedchoziho
tvrzeni, pak ¥ AXT je indefinimi.

Priklad 10.12. Rozhodnéte o typu kvadratickych forem:
a) K(x,y,z) =3x2 4+ 3y + 622 4+ 2xy + 4xz — 2yz;
b) K(x,y,z) = 16yz — 222

Refeni. ad a) Kvadratick4 forma je reprezentovina symetrickou maticf

3 1 2
A=|1 3 —1]. Méime Dy =3, Dy =8, D3 =20.
2 -1 6

Podle Sylvestrova kritéria je kvadratickd forma pozitivné definitni.
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ad b) V tomto piipade kvadratické formé odpovidd matice

o 0 O
A=1]0 0 81,
0o 8 =2

pficemz M| = 0, M2 = 0, M} = =2, M} =0, M? = 0, M3 = —16, M) = 0 a podle Sylvestrova
kritéria je tedy forma indefinitni. Lze rozhodnout i snadnéji, naptiklad K(1,1,1) = 14 > 0, ale
K(1,1,—-1) = —18 < 0, tj. forma méni znaménko, coZ znamend indefinitnost.

Druhy totélni diferencial d? f(X) je kvadratickd forma reprezentovana Hessovou! matici druhych

parcidlnich derivac{
" " "

fx2x1 fx2x2 s fxzx,,
Hy(X) = : i (X)),

" " "

XnX1 fxnx2 XnXn

. plati 42 f(X) = (h1, ha, ... hn)Hp (X) (1, ha, ... hn)T .

m Véta 10.13. Nechr f : R" — R je funkce, S jeji staciondrni bod a necht Hessova matice Hy je spojitd
na néjakém okoli bodu S. Je-1i d* f(S)
(1) pozitivné definitni, pak f mdv bodé S ostré lokdlni minimum,
(ii) negativné definitni, pak f md v bodé S ostré lokdlni maximum,
(iii) indefinitni, pak f nemd v bodé S lokdlni extrém.

Diikaz. (i) Z ptedpokladu spojitosti Hessovy matice na néjakém okoli bodu S plyne podle vét 8.3 a 8.6
spojitost parcidlnich derivaci prvniho fddu a funkce samotné na tomto okoli. Podle Taylorovy véty pak plati

FX)=f(S)+df(S$: X =8)+ %de(S +9(X -8 X —S), 9e(1).
ProtoZe S je staciondrni bod, plati d f(S) = 0, a tedy
)= £($) = 5@ F(S + DX — ) X~ 5).

Je-li d2 f(S) pozitivn& definitni (tj. d2 f(S; X — S) > 0 pro libovolny bod X # S), pak (z divodu
spojitosti) existuje okoli O(S), na kterém je pozitivng definitni i d? f(X) pro kazdy bod X € O(S).
Uvazujeme-li eukleidovskou metriku, tak do tohoto okoli ndleZi i bod S + 9 (X — §), protoze ¥ € (0, 1).
To znamend, Ze na O(S) je d2 f(S + (X —S): X —§) > 0,atedy f(X)— f(S) > 0,t. f(X) > f(S),
tj. v S je ostré lokalni minimum.

Dikaz (ii) by se proved] stejné, dikaz (iii) je mirné technicky naro¢néjsi. O

Pozndmka 10.14. Je-li d% £(S) pozitivn& nebo negativné semidefinitni, nelze o extrému rozhodnout.

Pfiklad 10.15. Vygetiete lokdlni extrémy funkce f(x, y,z) = 2xy2 — 4xy + x2 + z2 — 2z.

Reseni. PoloZime-li gradient funkce roven nulovému vektoru, dostaneme soustavu tif rovnic
22— 4y +2x =0, 4xy—4x=0, 2z—-2=0,

ze které obdrzime tfi staciondrni body S; = [1,1,1], S = [0,0, 1] a S3 = [0, 2, 1]. Hessova matice
zadané funkce m4 tvar
2 4y—4 0
Hp(x,y,z) = |4y —4 4x 0
0 0 2

'Ludwig Otto Hesse 1811-1874, Némec
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a po dosazeni staciondrnich bodi mame

2 0 0 2 -4 0 2 40
He(S1) =10 4 0], Hpe(S2)=|-4 0 0], Hp(S3) =4 0 0
0 0 2 0 0 2 0 0 2

Pomoci Sylvestrova kritéria snadno ur&ime, 7e d2 £(S) je pozitivng definitn{ kvadratickd forma (D; = 2 >
0, Dy =8> 0, D3 = 16 > 0), d® £(S>) je indefinitni kvadratick forma (D1 =2 > 0, Dy = —16 < 0,
D3 = —32 < 0) ad? f(S3) je také indefinitni (D1 =2 > 0, Dy = —16 < 0, D3 = —32 < 0). Lokaln{
extrém tedy nastdva pouze ve staciondrnim bod¢ S (a to ostré lokdlni minimum).

Pfiklad 10.16. VySetiete lokélni extrémy funkce f(x,y) = x2(1 + y?).
ReSeni. Podminka grad f = 6 vede na soustavu
2x(14+y%) =0, 2x%y =0,

kterd mé nekoneéné mnoho feseni S = [0, y], y € R (staciondrnim bodem je tedy kazdy bod leZici na ose
y). Hessova matice md potom tvar

2(1 + y2) 4xy

4xy 2x2

2
) ., vyCisleno vbodech S:  Hy(x,y) = (2(1 -I(;y ) 8) .

Hy(x,y) = (
ProtozZe Ml1 =2(1 + y?) > 0, M12 =0, M21 = 0, d2 f(S) je pozitivn& semidefinitni kvadratickou
formou a podle pozndmky vyse nelze na zakladé véty 10.13 o extrému rozhodnout. Uvdzime-li vSak,
7e f(S) =0a f(x,y) > 0 V[x,y] € RZ mimo osu y, je ziejmé, 7¢ f md v kazdém bod& S lokdlni
minimum, které v§ak neni ostré (graf funkce je na obrazku).

Obrazek 10.1: Graf funkce f(x,y) = x2(1 4+ y2). Kazdy bod osy y je bodem (neostrého) lokdlniho minima

Definice 10.17. Bud f : R” — R funkce a M C D(f). Rekneme, 7¢ f nabyva na mnoZing M v bod&
Xo € M globadlniho minima (resp. maxima), jestlize f(Xo) < f(X) (resp. f(Xo) = f(X))proVX € M.
Jsou-li nerovnosti ostré pro kazdé X # Xg, mluvime o ostrych globdlnich minimech (resp. maximech) na
M . (Ostré) globdlni maxima a minima nazyvame souhrnné (ostré) globdlni extrémy funkce f na mnoZziné
M.

Pozndmka 10.18. Je-li bod globélniho extrému X na mnoZiné M vnitinim bodem této mnoZiny, pak
je Xo bodem lokdlniho extrému. Funkce f tedy miiZze mit globdlni extrém na mnoZiné M v bodé
lokélniho extrému nebo v hrani¢nim bod€ mnoZiny M, pokud tento bod do mnozZiny M patii. Napf. funkce
f(x,y) = x2 + y? m4 na uzavieném jednotkovém kruhu x2 + y2 < 1 (ostré) globalni minimum 0
v bodé [0, 0] a (neostré) globdlni maximum 1 v kazdém bodg hranice kruhu (tj. kruZnice x% + y2 = 1).
Kdybychom uvazovali otevieny kruh, tak funkce mad stéle (ostré) globdlni minimum O v bodé [0, 0], ale
globdlni maximum nemad (ostré ani neostré).

Prakticky postup pfi vypoctu globdlnich extrémi na kompaktni mnoZiné (tj. ohrani¢ené a uzaviené)
bude ukdzan pozdéji v kapitole o vdzanych extrémech.
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Cviceni
Vygetiete body lokdlnich extrémii niZe uvedenych funkcf (ve vysledcich X™", resp. X™2 zna&f bod
lokdlntho minima, resp. maxima) a S staciondrni bod, ve kterém nenastdva extrém):

10.1.
S y)=x(x-D+y(y-—1)—xy+2.
10.2.
Fey) =x 4yt +4(7 = ) + 507 + y?) +4(x — y) = 2xy + 2.
10.3.
8§ 8
fx,y)=xy+—+ —.
x oy
10.4.
2 2
2
fry ) =x+1-+—+=  xyz>o0.
4x y z
10.5.
fx,y)=yv1I+x+xy/1+y.
10.6.
flx,y)= x* —3x2y + 3y —y3.
10.7.
2 2 2
fyn=—+X 4+ xyz>o
yz Xz Xy
Vysledky. 10.1. Xmin =1, 1]. 10.2. xmin = [—2,0], Xin = [0.2], § = [~1.1]. 10.3. Xmin = [2,7].
10.4. XM = [1/2,1,1]. 10.5. X™ = [-2/3,-2/3]. 10.6. X™" = [0, —1], X™* = [0,1], S3,4 =

[£+/3/2,1/2].10.7. X™0 = {[x, y,z] e R3:x =1,y =t,z =t,1 > 0}.

11 Implicitni funkce, diferencovatelnd zobrazeni mezi prostory vyssi
dimenze

Definice 11.1 — implicitni funkce. Necht F : R2 — R je funkce a [xg, yo] € R? je takovy bod,
7e F(xg,yo) = 0. Rekneme, Ze funkce y = f(x) je v okoli bodu [xg, yo| zaddna implicitmé rovnici
F(x,y) = 0, jestliZe existuje § > 0 takové Ze, pro x € (xg — 8, xo + 6) je F(x, f(x)) = 0 a graf funkce
f prochdzi bodem [xo, yo] (§. yo = f(x0)).

Priklad 11.2. a) Rovnice 3x — y + 2 = 0 predstavuje implicitni vyjadfeni jediné funkce y = 3x + 2;
b) rovnice x? 4+ y2 = 1 predstavuje dvojici funkei y = ++/1 — x2; ¢) rovnice xy — |xy| = 0 uréuje
nekoneén& mnoho funkei y = f(x) s grafem leZicim v prvnim nebo tfetim kvadrantu.

m Véta 11.3 — o existenci implicitni funkce. Nech? F : R? — R je spojitd funkce na otevieném ctverci
R = (xo —a,xo +a) x(yo—a,yo +a)

pro néjaké a > 0 (1j. na okoli Og([xg, yol) v metrice poo) a necht F(xg, yo) = 0. Ddle pFedpoklddejme,

Ze F md na tomto étverci parcidlni derivaci F)’,, kterd je spojitda v bodé [xg, yo| a plati F)’, (x0,y0) # 0.

Pak existuje § > 0 takové, Ze na intervalu (xo — 8, xo + 8) je rovnici F(x,y) = 0 implicitné definovdna
pravé jedna spojitd funkce y = f(x) prochdzejici bodem [xo, yo].
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Pozndmka 11.4. a) Vedle spojité funkce miZe existovat i dal$i nespojitd funkce, napf. rovnice y(y —1) = 0
urCuje na okoli bodu [0, 0] spojitou funkci y(x) = 0, ale kromé ni také napf. nespojitou funkci

0 prox <0

y1(x) = nebo funkci  ya2(x) = y(x).

1 prox >0
b) Podminka FJC (x0, y0) # 0 je postaCujici pro existenci implicitni funkce, nikoliv nutnou, napf.
rovnice x — y3 = 0 uréuje v okoli bodu [0, 0] funkci y = 3/x, ale pFitom FJﬁ (0,0) = 0.

m Véta 11.5 — o derivaci implicitni funkce. Necht jsou splnény predpoklady véty 11.3 a F md na ctverci
R spojité parcidlni derivace. Pak mad funkce y = f(x), kterd je implicitné urcena v okoli bodu [x¢, yo]
rovnici F(x,y) = 0, derivaci v bodé x¢ a plati

F,.(x0, y0)

flo) =- Fy(xo0.y0)

Pozndmka 11.6. a) Samotny vzorec pro vypocet derivace si neni potieba pamatovat, lze jej snadno
formalné odvodit z pravidla pro derivovani sloZzené funkce:

Fr(x, f(x))

Fx, f(x) =0/ = Fy(x. f(x) -1+ Fy(x. f()f'(x) =0 = f'(x) = TE G o)
y k)

Dosadime-li x = xg, tak s vyuZitim yp = f(xo) dostaneme vzorec tvrzeni.
b) Z dikazu je zfejmé, Ze derivace existuje nejenom v bodé [xg, yo], ale na celém (xg — §, xo + §)
a je zde spojita.

Pfiklad 11.7. Uréete rovnici te€ny a normaly ke k¥ivce dané rovnici x3 + y3 — 2xy = 0 v bodg [1, 1].
Reseni. Funkce F(x,y) = x3 4+ y3 — 2xy je m4 parcidlni derivace Fl(x,y) = 3x2 =2y, FJﬁ (x,y) =
3y2 — 2x, které jsou spojité na libovolném (&tvercovém) okoli bodu [1, 1] (sama funkce F tedy musi
byt také spojitd v kazdém bodé uvaZovaného okoli, protoZe je zde diferencovatelnd). ProtoZe navic
F;(l, 1) = 1 # 0, jsou splnény vSechny piedpoklady véty 11.3, a tedy v okoli bodu [1, 1] existuje
implicitn{ funkce y = f(x), kterd md v bod€ x¢ = 1 derivaci, pfi¢emz

3.12-2-1

— = -1
3-12-2-1

)=~
Rovnice te¢ny funkce f v bodg& x¢ je ddna vzorcem y = yg + f/(x)(x — xg), viz SA1. Po dosazeni
tedy dostdvame y = 1 — (x — 1), tj. hledand te¢na md rovnici x + y — 2 = 0. Normala je potom kolmd na
teCnu, snadno napiSeme jeji parametrické vyjadienix =1 +1¢,y =1 + ¢, ¢t € R. Eliminaci parametru ¢
pak dostaneme rovnici normdly x — y = 0.

Pozndmka 11.8. a) Z prikladu je zfejmé, Ze rovnice teény v bod€ [xg, yo] ke grafu funkce y = f(x)
urené implicitné rovnici F(x, y) = 0 md tvar Fy(xo, yo)(x — xo) + F)/, (x0,v0)(y —y0) = 0.

b) Jsou-li splnény predpoklady véty 11.3 a F' md navic na R spojité druhé parcidlni derivace, pak
funkce y = f(x), kterd je v okoli bodu [xg, yo] ddna implicitné rovnici F(x, y) = 0 md v bod€ xo druhou
derivaci a plati

y"(x0)

_ Fx(x0. yo) (Fy (xo, ¥0))? — 2F), (x0. y0) F5.(x0. y0) Fy (x0. y0) + F}),(x0. y0)(Fy (x0. y0))?
(Fy(x0,0))3 '

X

Jak je to ve vyssi dimenzi?

Definice 11.9 — implicitni funkce dvou proménnych. Necht F : R3 — R je funkee, [xg, yo. Zo] € R3
je takovy bod, Ze F(xo, 0, 20) = 0. Rekneme, Ze funkce z = f(x,y) je v okoli bodu [x¢, g, zo] zaddna



11 Implicitni funkce, diferencovatelnd zobrazeni mezi prostory vyssi dimenze 4]

implicitné rovnici F(x,y, z) = 0, jestliZe existuje § > 0 takové Ze pro [x, y] € (xo — &, x0 + &) X (yo —
8,y0 +8) je F(x,y, f(x,y)) = 0a graf funkce f prochdzi bodem [xg, yo, Zo]-

m Véta 11.10 — o implicitni funkci dvou proménnych a jejich parcidlnich derivacich. Nech? F :
R3 — R je funkce spojitd na krychli K = (xo — a,xo + a) x (yo — a, yo + a) x (zo0 — a.zo + a)
pro néjaké a > 0, F(x0,y0,z0) = 0 a md zde derivaci F}, kterd je spojitd v bodé [xo, yo, zo],
pricemZ FJ(xo, yo,z0) # 0. Pak existuje ¢islo § > 0 a jedind spojitd funkce z = f(x,y), kterd je na
(xo — 8, x0 + 8) x (yo — 6, yo + &) ddna implicitné rovnici F(x, y,z) = 0. Jsou-li navic na krychli K
spojité parcidlni derivace Fy, Fy a Fy, pak funkce z = f(x,y) md parcidlni derivace v bodé [x¢, yo] a
plati

Fy(x0, Y0, Z0)

_ Fx(x0.y0.20)
FZ(x0.Y0.20)

I
, (x0,y0) = —
F}(x0, 0. Z0) Ty(xo.y

fr(x0.y0) =

Pozndmka 11.11. Z pfedchozi definice a véty je jiZ zfejmé, jak by vypadalo rozsifeni na pfipad implicitni
funkce tfi a vice proménnych.

)

Definice 11.12 — m-funkce. Nechf f1, f2,..., fm jsou funkce n proménnych takové, Zze D( f1)
D(f2) N---N D(fm) # 9. Pak zobrazeni .# : R" — R dané piedpisem

F
[x1, %2, ..., xn] — [f1(x1,x2....xn), fa(x1,X2....Xn)s .oy (X1, X2 ..., xn)]

nazveme m-funkci n proménnych. Funkce fi, fa,..., fm nazyvame slozky %, mnoZina D(.F) :=

"1 D(f;) se nazyva definicni obor m-funkce .%.

Pozndmka 11.13. a) Interpretujeme-li obraz bodu X € R” jako vektor v R™, pak m-funkci nazyvdme
také vektorovou funkci a je-li m = n, tak vektorovym polem.

b) Lze snadno ukézat, 7e .Z je spojitd v bod€ X € R” <= viechny funkce f1,..., fm jsou v tomto
bodé spojité.

Definice 11.14 — diferencovatelnosti m-funkce. Rekneme, 7e m-funkce .# : R” — R™ je diferencova-
telnd v bodé X € R”, jestlize kazd4 z funkei f1, f2, ..., fm je diferencovatelnd v tomto bod&. Zobrazeni
d.Z(Xp) : R® — R™ dané piedpisem

[h1,h2, ... hy] — [df1(X0),d f2(Xo), ..., d fin(Xo)]

se nazyva totdlni diferencidl m-funkce .7 v bodé Xo. m-funkce .Z se nazyva diferencovatelnd na
M C D(.%), je-li diferencovatelnd v kazdém bod€ z M.

Pozndmka 11.15. Totdlni diferencidl d.# (Xp) je linedrni zobrazeni z R” do R™ urcené matici

i AL 9f1
0x1 dxp, 0xp
Fxo)= | " T P (),
m  m 3fm
dax1 dxp 0xp
tj. plati
d f1(Xo) h1
d f2(Xo) , ha
) =7 (Xo)| .

dfon(Xo) I
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Matice .Z'(Xy) se nazyva Jacobiova? matice m-funkce F v bodé X. Je-li n = m, pak se determinant
Jacobiovy matice m-funkce % v bod€ X nazyva Jacobidn, budeme znacit J g (Xo) nebo stru¢né J(Xp).

m Véta 11.16 — o Jacobiové matici sloZeného zobrazeni. Nech? & : R" — R™ je m-funkce
diferencovatelnd v bodé Xg € R" a F : R™ — RP je p-funkce diferencovatelnd v bodé Yo = 4(Xy) €
R™. Pak slozené zobrazeni 7 = F o9 : R"* — RP je p-funkce diferencovatelnd v bodé X a pro jeji
Jacobiovu matici plati

H'(Xo) = F'(Y0) ¥’ (Xo) .

——— e — ——

pxn pxm  mxn

m Véta 11.17 — o lokdini inverzi. Nech! # : R" — R" je spojité diferencovatelnd n-funkce na néjaké
oteviené mnoziné U C R" obsahujici bod Xo a F'(Xg) je reguldrni (4. det(F'(Xg)) # 0). Pak existuje
okoli O(Xg), v némz je F prostd, a tedy existuje inverzni n-funkce F~1 : F(0(Xp)) — R". Tato
inverze je spojité diferencovatelnd na % (0(Xo)) a v bodé Yo = F(Xo) pro jeji Jacobiovu matici plati

1
(F7YHY (Yo) = (F'(Xo)™' aodud Jz-(Yy) = ——.
z J7(Xo)
Pozndmka 11.18. a) Pfedpoklady a zavéry véty lze mirn€ modifikovat. Je zndmo vicero dikazi (jsou
pomérné naro¢né), obvykle jsou zaloZeny na Banachové vété o pevném bodu (pfipadné jeji modifikaci).
Intuitivng, pokud .% (Xg) = Yo, tak podle Taylorovy véty na O(Xp) plati

F(X) ~ Yy +dF (Xo: X — Xo).

Linedrn{ zobrazeni na pravé strang piiblizné rovnosti je prosté, pravé kdyz je Jacobiova matice .7’ (Xg)
reguldrni. Lze se domnivat, Ze prostd bude na daném okoli i samotnd n-funkce .%.

Jacobiova matice identického zobrazeni .# ! o .F (x1,x2,...,%n) = (X1, X2, ..., X,) je jednotkovd
matice E. Podle véty 11.16 pak plati E = (F~1)/(Z(x?.x2,....x2)) - Z/(x%,x9.....x2). Odtud
dostaneme vzorec pro Jacobiovu matice inverze.

b) Véta vlastné fikd, za jakych okolnosti 1ze ze soustavy .7 (X) = Y ziskat jednoznacné feSeni X
v zdvislosti na Y, musime se ov§em pohybovat ,,blizko* bodi X¢ a Yp.

Uvazujme nyni soustavu rovnic

g1(x1,x2, ..., X0, 1, Y2, ..., Ym) =0,
g2(x1,x2, ..., Xn, 1, Y2, ..., Ym) =0,

(%)
gm(X1.X2,.... Xn, Y1, Y2, Ym) =0,
m-funkci

= filx1,x2,....xn),

y2 = fa(x1.x2, ..., Xn),
(s3)

ym = fm(x1,X2,...,xp),
bod [Xo, Yo] = [xlo,x‘z), .. .,x?,,y?,yg, ..., y9] € R**™™ ktery vyhovuje soustavé () a necht § > 0.

Rekneme, Ze m-funkce (*%) je ddna na okoli Og(Xp) implicitné soustavou (x), jestlize pro kazdé
X € O5(Xo) plati

g1(x1,x2,..., xp, f1(x1,X2,...,Xn), f2(X1, X2, ..., Xn), ..., fm(x1,X2,...,Xp)) =0,
g2(x1,x2, ..., xn, f1(X1, X2, ..., Xn), fa(X1, X2, .., Xn), ooy fm(X1,X2,...,%x,)) =0,

2Carl Gustav Jacob Jacobi 1804—1851, Némec
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gm(X1.Xx2,...,Xn, fi(x1,X2,....xn), f2(x1,X2,....Xn), ..., fm(X1.X2,..., %)) = 0.

m Véta 11.19 — o existenci implicitni m-funkce a jeji Jacobiové matici. Nech/d = [g1,g2....,8m] :
R"M s R™ je spojitd m-funkce v okoli Oq([Xo, Yo]) pro néjaké a > 0 (okoli bereme opét v metrice
Poo), pFicemz? bod [Xg, Yo| vyhovuje soustavée 9(X,Y) = O = [0,0,...,0] (4. soustavé (x)), a necht
vSechny prvky matice

g1 981 g1

y1 dy2 7 Oym

gs;z ?ﬁ ggz

/| V2 Ym
Gy = . . .
agm 0gm agm

a1 dy2 77 Oym

existuji v Oq([Xo, Yo)), jsou spojité v bodé [Xo, Yo] a plati det(%}’, (Xo,Yo)) # 0. Pak existuje okoli
05(Xo) € R”, na kterém je soustavou 9(X,Y) = O implicitné ddna jedina spojitd m-funkce

Y =.7(X) = [/1(X), 2(X)..... fm(X)]

(tj. m-funkce ve tvaru (x%)). Jsou-li navic spojité vSechny prvky matice

g1 dg1 21 g1

0x1 0xp T 0xm 0xn

dga 282 g2 g2

@ — ax1 0xp T 0xm 0xn
X — . . . .

0gm 0gm 0gm 0gm

0x1 0x2 to 0x; 0xn

a v§echny prvky matice g)’, v 0q([ X0, Yol), pak F je diferencovatelnd v X a pro jeji Jacobiovu matici
plati
F'(Xo) = =%y (Xo, Y0)) ™' % (Xo. Yo).

Idea ditkazu. Oznacime-li d = det(¥)(Xo, Yo)) a budeme-li s maticemi &}, a %y manipulovat stejn&
jako s derivacemi F)ﬁ a F} v diikazu véty 11.3, tak zjistime, Ze tento dikaz lze pfepsat i pro maticovy
pripad. O

Pozndmka 11.20. Prvni ¢dst véty vlastné Fikd, za jakych podminek lze ze soustavy (x) vyjadfit m-tici
(%) (pokud to jde, tak to jesté neznamend, Ze je to pocetné jednoduché).

Pfiklad 11.21. Najdéte bod, v jehoZ okoli vyjadiuje soustava xZ + y2 +u2 +v2 = 2, xu + yv+e*? =0
implicitné 2-funkci v = u(x, y), v = v(x, y) a uréete jeji Jacobiovu matici v tomto bodé.

Reseni. Dosazenim ovéfime, e soustavé vyhovuje napf. bod [xg, yo, #g, vo] = [—1, 0, 1,0]. Dale mame

@' _ 2x 2y o' _ 2u 2v
[x,] u v ) Tl x+ve*? y+4uet?)’

det(g[’u o) = 2uy + 2u? " —2xv — 202 ¥V .

Odtud
@ = 1 y+ue? v
[.v] 2uy 4 2u2e#v —2xy —2v2e#? \—x —ve*’  2u )’
o _ —1 2xy +2xued’ —2uv  2y? 4 2yue*? —2v?
T 2uy + 2u2eM? —2xy — 202 ¥ \—2x2 —2xve¥? +2u?  —2xy —2yve? +2uv)’
atedy

rew-3 (3 8- )
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Cviceni
11.1. Ovéfte, Ze dand rovnice zadava v okoli bodu A implicitné jedinou spojitou funkci y = f(x).
Vypodtéte jeji derivaci a napiste rovnici teény a normély ke grafu funkce f v bod& A:

xsiny +e¥cosy +cosx =1, A=10,7/2].
11.2. Najdéte body, v nichZ pro ndsledujici rovnice nejsou splnény predpoklady véty o existenci implicitn{
funkce z = f(x, y):

x2 y2 22

a) 22—2px=0, p >0, b) a—z—f—b—z—c—z:l, a,b,c > 0.

11.3. UvaZujte funkci y = f(x), kterd je implicitng urena rovnici
X
7+X+y=3 a bodem A=]L,1].
y X

Napiste Taylordv polynom druhého stupné této funkce v bodé x¢ = 1.

11.4. Na soustavu dvou rovnic x2 + y2 422 —9 = 0, x% 4+ y2 — 22 = 0 Ize geometricky nahliZet jako na
ktivku v prostoru, kterd vznikne jako prinik ploch (ty jsou uréeny pravé zadanymi rovnicemi). Rozhodnéte,
zda 1ze tuto k¥ivku v okoli bodu X¢ = [m, V/3,3/+/2] parametrizovat a) pomoci parametru y, b)
pomoci parametru z (jinak feeno, zda lze ze soustavy vyjadfit 2-funkci proménné y, resp. proménné z).
Je-li nékterd varianta moznd, urCete tecny vektor kfivky v bodé Xo.

11.5. Naleznéte druhé derivace funkci x = ¢;1(z), y = ¢2(z2), které jsou dany implicitné soustavu rovnic
B34 =1,
x24+y?4+22=3

v okoli bodu [—1, 1, 1]. Vypoctéte jejich hodnoty v bodé z = 1.

Vysledky. 11.1.t: x —y+7/2=0,n: x4+ y—n/2=0.11.2.a) Body osy y, b) {[x,y,z] e R3:
x2/a? +y%2/p%2 =1, z = 0}. 11.3. To(x) = 1 — (x — 1)%2. 11.4. a) Lze to, f = (=2, 1,0), b) vétu
o existenci implicitni m-funkce nelze pouZit, ale pokud si uvédomime, Ze kiivka je kruZnici rovnobéZnou
se soufadnou rovinou xy ve vyice z = 3/+/2, lehko zjistime, Ze pipad b) nelze provést. 11.5. (pi’(l) = -1,
@y (1) = =3.

12 Vazané extrémy

Definice 12.1 — lokdlIniho extrému vzhledem k mnoziné. Nechf f : R” — R je funkcea M C D(f)
je n&jakd neprazdna mnoZina. Rekneme, Ze funkce f mavbod& Xo € M lokdlni minimum (resp. maximum)
vzhledem k mnoziné M, jestliZe existuje okoli O(X¢) takové, Ze pro X € M N O(Xp) plati f(Xo) < f(X)
(resp. f(Xo) = f(X)). Jsou-li nerovnosti pro X # Xo ostré, mluvime o ostrych lokdlnich extrémech
vzhledem k M .

V této kapitole budeme uvazovat piipad, kdy mnoZina M je zaddna soustavou

g1(x1,x2,...,x4) =0,
g2(x1,Xx2,...,X4) =0,

(D)
gm(x1,x2,...,xp) =0, kdel <m < n.

V tomto piipadé se misto terminu lokaln{ extrém vzhledem k M pouZiva terminu lokdlni extrém vdzany
podminkami (A) nebo struéné vdzany lokalni extrém.
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m Véta 12.2 — metoda Lagrangeovych multiplikatord, nutnd podminka pro existenci vazaného

lokdiniho extrému. Necht funkce f,g1,...,gm : R" — R (1 < m < n) maji spojité parcidlni derivace
v oteviené mnoziné U C R" a nechf v kaZdém bodé mnoZiny U md Jacobiova matice 4’ m-funkce
Y = [g1.82,---,8m] hodnost m. Ddle, necht M C U je mnoZina vSech bodit X = [x1,x2,...,Xn],
které vyhovuji rovnicim (A). Md-li f v bodé Xo € M vdzany lokdlni extrém, pak existuji redlnd cisla
A1, A2, ..., Am (Lagrangeovy multiplikdtory) tak, Ze jsou splnény rovnosti
m
aal(xo)+ ZAkaﬁ(Xoho, j=12,....n. ©)
X k=1 axj'

Diikaz. Vétu lze dokézat vicero zplsoby, jeden z nich vyuZivad vétu o lokéln{ inverzi (viz véta 11.17).
Zde si pro jednoduchost ukdZzeme dikaz pron = 2 am = 1 (tj. uvaZzujeme funkci f = f(x, y) dvou
proménnych s jednou vazebnou podminkou g(x, y) = 0).

Necht jsou tedy splnény piedpoklady véty a f md v bodé [xg, yo] vdzany lokalni extrém. Pak
g(x0, y0) = 0. ProtoZe hodnost h(g’. g;) = 1 (matice je zde typu 1 x 2, tj. fadkovy vektor) na né&jaké
mnoZiné U obsahujici bod [xo, yo], nemtiZe byt zdroved g’ (xo, yo) = 0 a g},(xo, yo) = 0. Necht napt.
g;, (x0, yo) # 0. Pak jsou splnény pfedpoklady vét o existenci implicitni funkce a o jeji derivaci, tj. existuje
funkce y = ¢(x) takovd, Ze yo = ¢(xp) a

_ 8k(x0.0)

/
@ (x0) = .
gy (xo0, vo)

Ulohu o vdzaném extrému pfevedeme na na tlohu o (volném) lokdlnim extrému funkce 2 (x) = f(x, p(x)).
Podle véty o derivovéni sloZené funkce plati

—gx(x,y0)

=0.
gy (x0. y0)

' (x0) = fyx(x0,9(x0)) - 1 + fy(x0,9(x0)) ¢'(x0) = fy(x0,Y0) + fy(x0, y0)

Pro [x, y] € U splitjici g(x, y) = 0je dg = gih + gy k = 0, atedy i g5 (xo0, yo)h + & (x0, yo)k = 0.
Odtud pro s # 0
_gk(x0.y0) _ k

gy(xo.v0) A’
Po dosazeni této rovnosti do vyjadfeni pro /4’ (x¢) dostaneme vyndsobenim /4 rovnost
fx(x0, y0)h + fy(x0,y0)k =0

K této rovnici nyni pii¢t€me vyse uvedenou rovnost g4 (xo, yo)h + g; (x0,v0)k = 0 vyndsobenou
parametrem A € R. Tim dostdvdme novou rovnost ve tvaru

(fx(x0,y0) + Ag% (x0, y0)) b + (fy (x0, y0) + Agy, (x0, y0)) k = 0.

Zvolme A tak, aby fy(x0, y0)+Ag}, (xo, yo) = 0(tojisté1ze, nebot jsme predpoklidali, Ze g, (xo, yo) # 0).
Pak ale také musi byt f7(xo, yo) + Ag% (X0, yo) = 0, protoZe / je libovolné. Jinak fedeno, existuje A € R
takové, Ze V f(xo, yo) + AVg(x0, yo) = (0,0), coZ jsme chtéli ukdzat. O

Definice 12.3 — staciondrniho bodu funkce na M. Bod Xo € M, pro ktery existuji Lagrangeovy
multiplikdtory A1, ..., A tak, Ze plati (Q), se nazyva staciondrni bod funkce f na M .

Pozndmka 12.4. Véta 12.2 vlastné ddva ndvod, jak staciondrni body nalézt. Sestroji se Lagrangeova
funkce

m
L(x1,%x2,...,Xn, A1, A2, ..., Am) = f(x1,x2,...,xn) + Zkkgk(xl,xz,...,xn).
k=1

PoloZime-li jeji gradient roven nulovému vektoru, dostaneme pravé vztahy (Q).
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m Véta 12.5 — postacujici podminky pro existenci vazaného lokdiniho extrému. Nech? S je stacio-
ndrni bod funkce f na M, Ag = [A‘lg, Ag, R )L,‘S;,]]'sou Lagrangeovy multiplikdtory pFislusné bodu S,
funkce f,g1,82,...,8m maji spojité druhé parcidlni derivace v bodé S a néjakém jeho okoli a Jacobiova
matice 4'(S) md hodnost m. Je-li d2L(S, Ag)

(i) pozitivné definitni, pak v S je ostré vdazané lokdlni minimum.

(ii) negativné definitni, pak v S je ostré vazané lokalni maximum.

Pozndmka 12.6. a) ProtoZe diferencidl soudtu je soudet diferencidld, plati d2L = d2 f + Zle )Lkdzgk.
Stejné tak pro Hessovu matici diferencialu d L plati H; = H r + Z;{”:l A Hg, .

b) Pozor, je-li d>L(S, Ag) indefinitni, tak to (na rozdil od volnych lokalnich extrémi) neznamend,
7e v S neni vdzany lokalni extrém. Pro existenci vazanych lokalnich extrémi stadi, kdyZ d2L(S, Ag) je
kladna (resp. zdpornd) pro vSechny nenulové vektory h= (h1,h2, ..., hy) kolmé k vektorim Vg (S),
k=1,2,...,m). Je-li tedy d>L(S, Ag) indefinitni, Ize ddle postupovat takto: Ze soustavy

dg1(S) =0,

dg2(S) =0,

dgm(S) =0,

tj. ze soustavy
h1 0
hy 0
g .= 1

ha 0

Ize jednozna¢né vyjadfit m piiriistkd /1; (protoze ¢’(S) md hodnost m) jako linedrni formy zbyvajicich
prirdstkd (linearni forma n-proménnych je funkce typu a1x1 + azxz + -+ + anxy, kde a; € R,
i =1,2,...,n). Dosazenim takto vyjadienych piirstki do d>L(S, Ag) dostaneme novou kvadratickou
formu n — m proménnych, ozna¢me ji napf. @. Potom plati: Je-li @

a) pozitivné definitn{, pak v S je ostré vazané lokdln{ minimum,

b) negativné definitni, pak v S je ostré vazané lokdlni maximum,

¢) indefinitni, pak v S nenastdvd vdzany lokdln{ extrém.

Piiklad 12.7. Vysetiete vizané extrémy funkce f(x,y) = xy vzhledem k mnozin& M = {[x, y] € R? :
x+y=1}
ReSeni. 1. zpiisob: Vazebnou podminku pi§me ve tvaru x + y — 1 = 0 (mame tedy g(x,y) = x + y — 1).
Lagrangeova funkce md tvar L(x, y,A) = xy + A(x + y — 1). PoloZime-li parcidln{ derivace podle viech
proménnych rovny nule, dostaneme soustavu:

L.=y+1=0,

[ —
Ly, =x+ A=0,
Ly =x+y—-1=0,

jejimzZ jedinym feSenim je x = %, y = % al= —% (z prvni rovnice se vyjadii y, z druhé x a dosadi se

do tiet{). Mdme tedy jeden stacionarni bod S = [%, %] a k nému pifslusny multiplikdtor Ag = —%.

Dile, f{ =0, f¥ = 1, fy}, =0, g%y = g%y = g5, = 0, coz ddva Hessovu matici

0 1 1(0 0 0 1
HL($) = (1 0)_5(0 0) - (1 o)'
Podle Sylvestrova kritéria je d2 L (S) indefinitni kvadratick4 forma, coZ podle pozndamky nad piikladem
znamenad, Ze zatim nelze rozhodnout. Vyjadieme tedy z rovnice dg(S) = / + k = 0 napf. proménnou £, tj.
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k = —h. Dosadime-li toto vyjadfeni do d2L(S), dostdvame novou formu ®(h) = —2h? (s pfihlédnutim
k Hr(S) je d2L(S) = 2hk). Plati ®(h) < 0 pro kazdé h # 0, tj. forma & je negativné definitni a v S je
ostré vazané lokalni maximum, viz obrazek 12.1.

2. zptsob: Piiklad 1ze vyfesit podstatné jednoduseji prevodem na lokalni extrém funkce jedné proménné.
Z vazebné podminky vyjaddiime jednu z proménnych, napf. y = 1 —x a zavedeme novou funkcig : R - R
vztahem ¢(x) = f(x, 1 — x) (jednd se o stejny obrat, ktery jsme pouzivali jiZ u vySetfovani limit funkce
dvou proménnych nad svazkem piimek). Plati ¢(x) = x(1 —x) = x —x2 azrovnice ¢’ (x) = 1—2x =0
dostaneme jediny stacionarni bod xg = % Ziejmé je ¢’ (x5) = —2 < 0, a proto m4 funkce ¢ v bod& x;
ostré lokdlni maximum. To znamend, Ze funkce f méd v bodé [xy. ys] = [ 4. 1] (druhou slozku dostaneme
z vazebné podminky, tj. yg = 1 —x1 = %) ostré vazané maximum.

Obrazek 12.1: Ostré védzané lokdlnf maximum funkce f(x, y) nad pfimkou x 4+ y = 1 nastdva v bodé [%, %]

Pozndmka 12.8. Druhy zpisob v pfedchozim piikladé skute¢né vede vyrazné rychleji k cili, je ale potfeba
si uvédomit, Ze jej 1ze pouZit pouze v piipad€, kdy miZeme snadno vyjadtit z vazebnych podminek m-tici
proménnych v zdvislosti na zbyvajicich. To nemus{ byt viibec jednoduché, metoda se tedy uplatiiuje spise
v piipadé funkce dvou proménnych s jednou vazebnou podminkou.

Piklad 12.9. Naleznéte globalni extrémy funkce f(x,y) = 3x2 — y? na mnoziné M = {[x, y] € R?:
x2 4 y2 <4}

Reseni. Pfedné si uvédomme, Ze M je kompaktni mnoZina v R? (tj. ohrani¢end a uzaviend), a protoZe f je
na M spojitd, podle véty 5.5 (kterd je jinou formulaci Weierstrassovych vét) musi globdlni maximum i
minimum na M existovat. Podle pozndmky na konci kapitoly 10 pak globaln{ extrém nastane bud v bodé
lokalniho extrému, nebo na hranici (v pfipadé kompaktni mnoziny M C R” hranice do této mnoZiny
patii). Staci tedy vySetfit staciondrni lezici uvnitt M (jinde lokdlni extrém nastat nemiZe, protoze f md na
M obg€ parciélni derivace) a staciondrni body na hranici dM (zde se jednd o problém vdzanych extrémi
funkce f vzhledem k hraniéni mnozing). Neni pfitom ani potieba zjistovat, zda lokalni (vdzany lokdlni)
extrém ve staciondrnim bodé€ nastdva, sta¢i si poznamenat funkéni hodnotu funkce f v takovém bodé
a nakonec se podivat, ve kterém bod¢ je funkéni hodnota nejvetsi, resp. nejmensi.

Ze soustavy fy = 6x =0, fy’ = —2y = 0 dostdvame staciondrni bod [0, 0] (ten leZ{ uvnitf zadané
mnoZiny), pfi¢emz £(0,0) = 0. Podivejme se déle na situaci na hranici. Kruznici x2 + y2 = 4 Ize
vyjadfit parametricky jako x = 2cost, y = 2sint, t € (0,2x). Ulohu o vizaném extrému pievedeme
na tdlohu o volném lokdlnim extrému funkce ¢(f) = f(2cost,2sint) = 12cos? ¢t — 4sin? r. Mdme
¢'(t) = —24costsint — 8sint cost = —32sint cost = —165sin2¢. Staciondrni body tedy obdrzime
z rovnice —16sin 2¢ = 0, neboli sin 2¢ = 0. Re§enfm uvnitt intervalu (0, 277) jsou body #; = %, th=m,
t3 = 32” . Tyto hodnoty parametru ¢ odpovidaji postupné bodiim S1 = [0,2], S2 = [-2,0], S3 = [0, —2]
a krajni body intervalu (0,27) pak odpovidaji bodu S4 = [2,0]. Odpovidajici funk&ni hodnoty jsou
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£(0,2) = f(0,-2) = -9, f(2,0) = f(—2,0) = 12. Na zdkladg tivahy na zacétku ptikladu tedy lze
usoudit, Ze globdlni maximum nastdva nad osou x v bodech [—2, 0] a [2, 0] (jeho hodnota je 12) a globalni
minimum nad osou y v bodech [0, —2] a [0, 2] (jeho hodnota je —9). Tyto extrémy nejsou ostré. Graf
funkce nad kruhem M je na obrazku 12.2.

Obrézek 12.2: Graf funkce f(x, ¥) = 3x2 — 2 nad uzavienym kruhem x2 + y2 < 4. Globdlni maxima jsou ve
dvou bodech nad osou x a globdlni minima ve dvou bodech nad osou y

Cviceni

12.1. Naleznéte vazané lokalni extrémy funkce f(x,y) = x2+2y? za podminky x2 —2x +2y2 +4y = 0.
12.2. Naleznéte nejveétsi a nejmensi vzdalenost (v metrice pp) pocatku od mnoZiny bodd dané rovnici
5x2 —6xy +5y2 -8 =0.

2

12.3. Urcete lokdlni a globdln{ extrémy funkce f(x,y,z) = x2 4+ y% — 22 na mnozZing M bodi

vyhovujicich rovnici x2 + y2 + z2 = 1.

12.4. Urcete nejvétsi a nejmensi hodnotu funkce f(x, y) = x — 2y — 3 na trojihelniku
M={xy]eR?: x>0,y >0,x+y <1}

12.5. Mezi v§emi pravouhlymi trojihelniky, majici obsah S, najdéte ten, ktery ma nejmensi obvod.

12.6. Urcete tfi redlnd Cisla x, y, z tak, aby jejich soucin byl maximalni, vite-1i, Ze jejich soucet je 12.

Vysledky. 12.1. Ostré vazané lokalni minimum v [0,0], f(0,0) = 0, ostré vdazané lokdlni maximum
v [2,-2], f(2,—2) = 12. 12.2. Nejmen3{ vzddlenost 1 nastane 1 v bodech [++v/2/2, F+/2/2] a nejvétsi
vzdélenost 2 nastane v bodech [:i:ﬁ :I:ﬁ] 12.3. globdlni minimum v [0, 0, 1], £(0,0,£1) = —1,
globélni maximum na kruZnici xZ + yZ = 1 v roviné z = 0 (funk&ni hodnota v t&chto bodech je 1).
12.4. max[x yjep f(x,y) = =2, min[y y1epr f(x,y) = —5. 12.5. Rovnoramenny trojihelnik. 12.6.
x=y=z=4



Kapitola 3

Integrdini pocet funkce vice proménnych

13 Dvojny integradl

Motivace: Riemanniv integril byl zaveden tak, aby pro kladnou spojitou funkci na {(a, b) odpovidal obsahu
obrazce ohraniceného grafem funkce, osou x a pfimkami x = a, x = b. Dvojny integrdl zavedeme
analogicky, tj. tak, aby v pfipadé kladné spojité funkce na dvourozmérném intervalu (a, b) x (c,d)
odpovidal objemu télesa ohrani¢eného grafem funkce a rovinami z = 0,x =a,x = b,y =cay =d.

Vychédzime z funkce ohrani¢ené na dvojrozmérném uzavieném intervalu I = (a,b) x (c,d) (tj. na
uzavieném obdélniku), kde a,b,c,d e R,a < b,c < d.

Pro libovolné déleni Dy : a = xo < x1 < -+ < xp = b intervalu (a, b) a libovolné déleni
Dy :c=yp <y1 <-<pym=d intervalu (c,d) definujeme déleni D = (Dyx, Dy) obdélniku /
jakoZto systém uzavienych obdélnikti /;; = (x,-_l,x,-)x(yj_l,yj)(kdei =12,....n,j =1,2,...,m)

a jejich obsah ozna¢me
Alij) = (xi = xi—1) - (yj — yj—1)-

Symbolem Z(I) ozna¢ime mnoZinu vSech déleni D obdélniku /. Nyni pro kazdé D € Z(I) poloZzme
mj = inf{ f(x,y) : [x,y] € I;;} a M;j := sup{ f(x, y) : [x, y] € I;;} a definujme dolni a horni soucet
pfislusny funkci f a déleni D jako

s(D, )= Y mijAll;) a S(D, f):=Y_ > ML),
i=1j=1 i=1j=1

a dolni a horn{ integrdl funkce f na intervalu I jako

//I f(x,y)dxdy :=sup{s(D, f): D € 2(I)} a //Tf(x,y) dxdy :=inf{S(D, f): D € 2(1)}.

Definice 13.1 — dvojného Riemannova integrdlu na obdélniku. Rekneme, 7e funkce f je na intervalu
1 (riemannovsky) integrovatelnd, plati-li

//I Sf(x,y)dxdy = //Tf(x,y) dxdy.

Tuto spole¢nou hodnotu nazveme dvojnym (Riemannovym) integralem funkce f na intervalu I.

Pozndmka 13.2. a) V souladu s vykladem Riemannova integrélu funkce jedné proménné, vySe uvedeny
pristup je Darbouxiv (origindlni Riemannova definice pracuje opét s integralnimi soucty piisluSnymi k
funkci f', d€leni D a vyb&rem reprezentantl =).

b) ProtoZe je dvojny integral zaveden analogicky jako u funkce jedné proménné, 1ze ocekavat, Ze i
zakladni vlastnosti zdstanou zachovéany. Zejména plati: jsou-li f, g integrovatelné na obdélniku 7, pak

1. ¢f jeintegrovatelnd na I a plati [[; c¢f(x,y)dxdy = c [[; f(x,y)dxdy,
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2. | f|je integrovatelnd na I a plati | [[; f(x,y)dxdy| < [[; | f(x.y)|dxdy,
3. f+gjeintegrovatelndna I aplati [[; [ f(x,y)+g(x, y)]dxdy = [ f(x,y)dxdy+ [[; g(x, y)dxdy,
4. je-lil = IyUIp,kde I1, I3 jsouobdélnikys I7N15 = @,pak [[; f(x,y)dxdy = ﬂh f(x,y)dxdy+

ff12 f(x,y)dxdy.

Pfiklad 13.3. P¥{mo z definice 1ze spogitat, Ze a) [[; 1dxdy = A(1) = (b—a)(d —c),b) [[; f(x,y)dxdy,
kde f(x,y) = y(x), neexistuje, nebof

//If(x,y)dxdy=0 a //Tf(x,y)dxdyzl,

m Véta 13.4 — postadujici podminka pro existenci integrdlu na obdélniku. Je-li funkce f : R* — R
spojitd na uzavieném obdélniku I, pak je na I integrovatelna.

Diikaz. Uzavieny obdélnik I je kompaktni mnoZinou v R2, a protoZe f je podle pfedpokladu spojitd
funkce na 7, tak podle véty 5.5 je f(/) kompaktni mnoZina v R, tj. uzavieny interval v R. Funkce f je
tedy na / ohraniCend, a tudiZ md horn{ a doln{ integrdl. Je potieba ukdzat, Ze se rovnaji.

Podle Heineho—Cantorovy véty (viz véta 5.9) je spojitd funkce na uzavifeném obdélniku stejnomérné
spojitd. To znamend, Ze vezmeme-li ¢ > 0 libovolné, pak k /A (1) existuje § > 0 takové, Ze pro libovolné
body [x1,y2], [x2, y2] z obdélniku I spliiujici v/(x1 —x2)% + (y1 — y2)? < &, platf | f(x1,y1) —
Sx2, y2)| < &/A(1).

Budnyni D = (Dx,Dy) ={l;j :i =1,...,n, j =1,...,m} n&aké déleni, jehoZ norma je mensi
nez 8, tj. délka uhlopficky libovolného obdélniku /;; v déleni je mensi neZ §. ProtoZe také viechny /;;
jsou kompaktni a f je na nich spojitd, nabyva na kazdém /;; svého (globdlniho) minima a maxima, tj.

existuji body [E;}, n;"]] eljal l.’;.*, ’71*1*] € I;; takové, Ze

wij = (&G0 = f(x.y) Y.yl € Ly,
Uij = fE 0" = f(x,y) Vix,yl €.

Zaroven plati

8 v
0=<Uy —u;j < m, protoZe \/(El’; —’;‘i’"j*)2 + (r;;"j — 17;."].*)2 <38.

Odtud mame

S(D. f)=s(D. f)=>_ > Ujr(ij) = Y > uijdlyj) = Y Y (Uij —uij)A(lij)

nom. . n om .
— M) = — AL = - () =e
<i=21]; ) ) MI),-=ZU:1 (i) 20 I)=¢

Ukézali jsme, Ze rozdil horniho a dolniho souctu 1ze pfi vhodném déleni D udélat libovolné maly (mens{
nez ), cozZ je nutnou a postacujici podminkou pro integrovatelnost funkce na obdélniku / (jednd se
o analogii véty 21.10 z SA1). Tim je dikaz hotov. O

Prakticky vypocet dvojného integrdlu ndm umoZziuje ndsledujici tvrzeni.

m Véta 13.5 — Fubiniova na obdélniku, Guido Fubini 1879-1943, Ital. Bud’ f : R2 — R funkce
integrovatelnd na uzavieném dvojrozmérném intervalu I = (a,b) x {(c,d). Je-li pro kaZdé x € (a,b)

funkcey — f(x,y) integrovatelndna (c, d), pak je na {(a, b) integrovatelnd funkce g(x) = fcd f(x,y)dy

a plati
[ remasar= ['([7 s nav)as
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Je-li naopak pro kazdé y € {(c,d) na {(a,b) integrovatelnd funkce x +— f(x,y), pak je na {(c,d)
integrovatelnd funkce h(y) = fab f(x,y)dx a plati

//If(x,J’)dxdy=/cd(/abf(x,y)dx)dy.

Diikaz. Pro libovolné déleni D = (Dx, Dy) obdéIniku / mame
mi; < f(x,y) <M;;  V[x,yl€ Lij, i=12,....n j=12,....m

(mjj a M;; majf stejny vyznam jako v tivodu této kapitoly). ProtoZe dle pfedpokladu je y — f(x,y)
integrovatelnd na (c, d), je integrovatelnd i na (y; 1, y; ) (monotonie vzhledem k integraénimu oboru, viz
véta 22.14 v SA1), a tedy musi platit

¥
mij(y; —yj—1) < SCeoy)dy = Miji(yj —yj—1)  Yx €{xj—1,x;), Vie{l,2,....n}

Yj—1
(viz véta 22.4 v SA1). Sectenim pies j = 1,2, ..., m dostaneme
D mij(vj = yj-1) < Z/ e y)dy <37 My (v — yj-1),
j=1 j=1"Yi—1 j=1

tj.

m d m
> iy () = yj-1) < / Fdy =3 My (5 = vyjm1) V¥ € (vio1.x), Vi € {1.2,....n).
j=1 ¢ j=1

()
kde na prostfedn{ ¢len jsme aplikovali vétu 22.13 z SA1 (aditivitu vzhledem k integracnimu oboru).
Ozna¢me

d
g(x) = / fx.y)dy

a ukaZme, Ze tato funkce je integrovatelnd na (a, b), tj. Ze jaf g(x)dx = jaé g(x) dx. Pfedné si v§imnéme,
7e g je ohrani¢end na (a, b). To plyne ihned z faktu, Ze f je integrovatelnd na 7, tj. musi zde byt ohranien4,
tj. plat

d d d
inf f(x,y)/ dy S/ f(x,y)dy < sup  f(x,y) | dy Vx € {(a,b)
[x,y]lel c c [x,ylel c
N—
konst. g(x) KONST.

Z ohranicenosti g pak plyne, Ze vySe uvedeny spodni a horni integral na (a, b) existuji. Z nerovnosti ()
déle plyne, Ze

b n Xi n Xi m
/ig(x)dx = Z - g(x)dx < Z/i (Z M;j (yj —yj—l))dx
a i=1"%i—1 i=1"%i—-1 j=1
n m xi n m
=Y > Mi(y; —Yj—1)/xi dx =" Mij(xi — xim1)(j — yj-1)
i—1

i=1j=1 i=1j=1

n m
=YY MiA(I;j) = S(D. f)
i=1j=1
(prvni rovnost plyne opét z véty 22.13 v SA1). Analogicky bychom ukizali, Ze

a

b
s(D. f) < / g(x) dx.
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ProtoZe posledni dvé nerovnosti plati pro libovolné déleni D € (1), dostavame odtud (spolu s vlastnosti
suprema a infima)

| remavey < [ " ey dr = / ® gx)dx < | s asay.

ProtoZe podle pfedpokladu je f integrovatelnd, v poslednim vztahu nastanou rovnosti, a tedy g je

integrovatelnd na (a, b) pfi¢emz
b
//I f(x,y)dxdy = / g(x)dx.
a

Pro funkci / by se ukdzalo analogicky. O
Pozndmka 13.6. a) Za piedpokladii véty tedy nezdleZi na poradi integrace, v pfipadé spojité funkce na

I jsou tyto predpoklady splnény automaticky. MiZe se vSak stat, Ze pofadi neni rovnocenné z hlediska
obtiznosti integrace, viz ndsledujici piiklad.

b)Je-li f(x,y) = g(x)h(y),kde g, h jsouspojité, pak 1ze psét [[; f(x, y) dxdy = ff g(x)dx fcd h(y)dy.
Piklad 13.7. Vypocitejte [[; x¥ dxdy, kde I = (0,1) x (1,2).

Reseni. Reseni. Integrovand funkce je na I spojitd, a tedy podle Fubiniovy véty integrovatelnd, p¥i¢em?

1, 2 1r v 2 1,2
//xydxdyz/ (/ xydy)dx=/ — dx=/ dx.
I 0 1 0 In x 1 0 In x

Problém nyni je, Ze posledni integrdl neumime vycislit, nebof nelze urcit primitivn{ k funkci integrované.
Zkusme tedy opacny postup, kdy nejprve budeme integrovat vzhledem k y:

1
2 1 2 y+1 21 9
//xydxdyz/(/ xydx)dyz/ al dy:/ ——y
I 1 Mo 1 y+1], 1 y+1

3
=[In(y + 1)]? =In3—-In2=In 3

))

Definice 13.8 — normdini mnoziny. Nechf ¢1, ¢2 jsou spojité funkce na {(a, b) takové, Ze @1 (x) < @2(x
pro Vx € (a, b). MnoZinu

My = {[x, ] eR?>:a<x<bh, P1(x) =y = g2(x)}

nazveme normdlni mnozinou vzhledem k ose x.

Podobné, jsou-li ¥, W2 spojité funkce na (c, d) takové, Ze Y1 (y) < ¥2(y) pro Vy € (c, d), pak mnoZinu

My = {x,y]eR?:c <y <d, y1(y) <x <¥2(»)}

nazveme normdlni mnozinou vzhledem k ose y.
MnoZinu M nazveme normdlni, je-1i normdlni k alesponi jedné z os x, y.

~N

Definice 13.9 — dvojného integrdlu na normdini mnoziné. Nechf M je normélni mnoZina, napf.
vzhledem k ose x, a f : RZ > R je funkce definovand a omezend na M. Zvolme c,d € R tak, Ze
¢ < min{p1(x) : x € (a,b)}, d > max{pa(x) : x € (a,b)}. Roz§ifme defini¢ni obor funkce f na
obdélnik I = (a,b) x (c,d) tak, Ze polozime f(x,y) = 0pro ¥[x, y] € I \ M. Rekneme, 7e funkce f
je (riemannovsky) integrovatelnd na M , jestliZe je integrovatelnd na /. V tomto piipadé klademe

//M Fx,y)dxdy = //I £(x,y) dxdy.
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Pozndmka 13.10. a) Uvedend definice ziejmé nezdvisi na volbé konstant ¢, d (zménou téchto &isel se
pouze zmensi nebo zvétsi obdélnik pies ktery integrujeme, ale pouze tam, kde je f nulovd). Lze tedy vzdy
volit ¢ = min{g; (x) : x € {a,b)}, d = max{pa(x) : x € (a,b)}.

m Véta 13.11 — postaéuijici podminka pro existenci integrdlu na normdini mnoziné. Nech? f : R? —
R je spojita funkce na normalni mnoZiné M. Pak je na M integrovatelnd.

Idea ditkazu. Zédkladni myslenka je stejnd jako ve vété 13.4 (vyuzivame vlastnosti, kdy funkce spojitd na
kompaktni mnozZiné je zdroveti stejnomérné spojitd), dikaz je pouze o néco technicky naro¢néjsi. O

m Véta 13.12 — Fubiniova na normdini mnoZiné vzhledem k ose x. Necht M je normdlini mnoZina
vzhledem k ose x a necht funkce f : R? — R je integrovatelnd na M. Je-li pro kazdé x € {a,b)
integrovatelnd funkce x — f(x,y) na (p1(x), p2(x)), pak plati

//M f(x,y)dxdy = /ab (/(:23)6) f(x,y) dy)dx,

Diikaz. Nechf c¢,d jsou takové, Ze ¢ < min{p(x) : x € (a,b)}, d > max{y(x) : x € (a,b)}
al = (a,b) x {(c,d). Podle definice a Fubiniovy véty na obdélniku mame

//Mf(x,y)dxdy = //If(x,Y)dxdy = /ab(/cd f(x,y)dy)dx,

Pro libovolné x € (a, b) je vSak (c,d) = (c, ¢1(x)) U (¢1(x), p2(x)) U (¢2(x),d) atedy
d @1(x) ©2(x) d @2(x)
,y)dy = Jy)dy+ ,y)dy+ ,y)dy = ,y)dy,
[ renar= [T e [ e [ penar= [F 5 renay

protoZe pro y € {(c,¢1(x))iproy € (p2(x),d) je f(x,y) = 0. Dosazenim vyjde tvrzeni. O

Pozndmka 13.13. Pro normdlni mnoZinu vzhledem k ose y by se vzorec modifikoval

//M Sx,y)dxdy = /cd (/j:jj) f(x,y)dX)dy
1

2
Priklad 13.14. Vypoctéte // x—z dxdy, kde M je vymezena kiivkami y = 4x,x =2,y = —.
MY X

Reseni. MnoZina M je normalni mnoZinou vzhledem k ob&éma osdm, jeji vyjadieni vzhledem k ose x je

% <x <2 % < y < 4x. Integrand je spojitou funkci na M, je zde tedy integrovatelny a podle Fubiniovy

véty pak plati
4x
2 2 4x 2 2 [_,2
// x—zdxdyz/ (/ x—zdy)dxz/ - dx
MY 1/2M1/x Y 20V 1y
2

/2(x+3)d x2+x4 Lo, 11 25
= —_— X X =|— — = —— —_——— = —,
12\ 4 8 4 2 32 o4 64

/ 1/2

vzhledem k ose y, coZ vede na nerovnosti 0 < y <1, y < x <2 — y. Podle Fubiniovy véty tedy plati

1 2—y 1 1 2—y 1 1
dxdy = dx)dy = = 2 d:7/ 2— )%y —y3)d
//Mxyxy /()(/y xyX)y 2/0[xy]y y 20(( y)°y—y’)dy

1
! 2y3 2 1
=/(2y—2y2)dy= -2 =1-1=1
0 3, 373
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Pozndmka 13.16. Definici dvojného integrélu je ddle mozné rozsitit na pfipad tzv. reguldrni mnoZiny,
coZ je mnoZina, kterou lze rozloZit na koneény pocet normdlnich mnozin, tj. plati M = Jj—, M;,
Mi° nMm J‘.’ = @, Vi,j,i # j, kde M; jsou normélni. Pfikladem reguldrni mnoZiny je mnoZina

{[x.y] € R2 : 1 < x2 + y2 < 4}. Potom klademe

// f(x.y)dxdy —Z// f(x.y)dxdy.

i=1

Cviceni

1. Vypocitejte ndsledujici integrély:

//Mfdxdy, M =(0,1) x (1,2) ;
//( x +y )dxdy, M =(0,1)2

13.2. Vypocitejte ndsledujici integrily pies normdlni mnoZiny:
// x2 dxdy, M je vymezena pfimkami y = x, y=x—1, y =0, y =2;
M

b) // % dxdy, M je vymezena kiivkami y2 =2x, y=x.
M X“+Yy

Vysledky. 13.1.2) 3 1n2;b) 2/3. 13.2. a) 16/3; b) In2.

14 Alternativni pristup k definovdani dvojného integralu

Nejprve se vybuduje teorie miry na vhodnych podmnoZinich mnoZiny R2. Pojem miry zobeciiuje pojem
obsahu rovinného obrazce. Ozna&ime-li A(4) miru mnoZiny A C R2, pak A Ize chapat jako zobrazeni
z mnoZiny podmnozin R? do RBL . Mira by méla spliiovat ndsledujici pfirozené podminky:

(i) Je-li A C B, pak A(A) < A(B) (z této vlastnosti také ihned plyne, Ze totoZné mnoZiny maji stejnou

miru).

(ii) Je-li AN B = @, pak A(A U B) = A(A) + A(B).
Obecnou miru v prostoru R? (resp. v R”) jako prvni zkonstruoval Camille Jordan (18381922, Francouz).
Nechf n € Ny, j, k € Z. Ctverec iddu n definujeme jako mnoZinu

J j+1 k k+1
o = g =Y ST

Q_;l,k =[x, y] e R?:

Neni-li podstatné umisténi ¢tverce, piseme stru¢né Q. MnoZinu vSech &tverci Fadu n nazveme sit Fadu n

o v Z Xz

a sif fadu 0 nazveme zdkladni sit. Redlné ¢islo

1\ 1
W= (5) =

nazveme mirou ctverce radu n. Ddle klademe A (@) = 0. Kone¢né sjednoceni ¢tvercl fadu n nazveme

L v . n s o . P
elementdrni mnoZinou radun.Je-li M = | J i ket Qj’ (£ znaci néjakou mnoZinu indexd j, k) elementdrni
mnoZina fadu n, pak klademe

AM) =2 U Q;‘l,k = ZA( 7’6)

Jj.keT j.keT
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Necht 4 € R? je libovoln4 ohrani¢end mnoZina. Jadro Fadu n mnoZiny A definujeme jako nejvétsi
(vzhledem k mnoZzinové inkluzi) elementdrni mnoZzinu, kterd je obsaZena ve vnitiku A, budeme znacit
Vi (A). Plati tedy

Va(A) = Q- QFp € 4°}.
J.k

Obal Fadu n mnoZiny A (budeme znacit Wy, (A)) definujeme jako nejmensi (vzhledem k mnoZinové inkluzi)
elementarni mnoZinu fadu n, jejiZ vnitiek obsahuje uzdvér mnoZziny A, tj.
Wa(4) = 1O} - AN 0} #0),
Jjk
viz obrézek 14.1. Neexistuje-li étverec fadu n, ktery by byl ¢asti A°, klademe V,,(A) = @. Je-li A = 0,
klademe W, (A) = @.

Obrézek 14.1: Jadro fadu n (tmavsi Sed4) a obal fadu n (svétlejsi Sedd) mnoZiny A (Etverce jadra jsou zéroveii Gtverci
obalu)

Vlastnosti:
Q) Va S ACS Wy,
(i) A(Wn(04)) = A(Wp(A)) — A(Vr(A)),
(i) A(Va(A)) = A(Vat1(A)), A(Wn(A4)) = A(Wp41(A)) pro Vn € No,
(iv) posloupnosti mér {A(V(A4))}5% 5 a {A(W;(A4))}52 , maji vlastni limitu.
Posledni vlastnost nds opraviiuje k ndsledujici definici.

~

Definice 14.1 — vn&jsi a vnifini Jordanovy miry. Necht A € R? je ohrani¢end mnoZina. Cislo
Ax(A) := lim A(Vy(A))
n—o0
se nazyva vnitini Jordanova mira mnoziny A a ¢islo

AT(A) = lim A(Wa(4)

se nazyva vnéjsi Jordanova mira mnoziny A. Jestlize A« (A) = A*(A), pak fekneme, Ze mnoZina A je
(jordanovsky) mé¥itelnd a &islo A(A) = A«(A) = A*(A) se nazyva (Jordanova) mira mnoZiny A.

Poznamenejme, Ze vZdy plati 0 < A« (A4) < A*(A).

Piklad 14.2. Zjistéte, zda je méfitelnd mnoZina A = {[x,y] € Q?:0<x <1,0<y <1}
éesvem’. Plati A° = 0 a tedy také V,(A) = @ pro libovolné n. To znamend, 7e A«(A) = 0. Déle
A=1(0.1)x (0,1) = 03, atedy

2-4

AWo(4)) =1+8-1=1+ =,
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1 3.4
AWA))=1+12-- =14+ —,
a(A) = 1+12- 3 =1+ 3
5.4

1
AW2(A) =1420- — =1 ,
(Wa(4)) = 1420+ = = 1+ 7

1\? 2" +1)4 1 1
A(Wn(A))=1+(4~2”+4)~(2—n) =1+(27)=1+4<27+2W)'

Tedy A*(A) = nl_i)moo(l + 4(2% + 2;’1 )) = 1. ProtoZe 0 = A« (A) < A*(A4) = 1, neni 4 jordanovsky

méritelna.

Vlastnosti:

1. Je-li A*(A4) = 0, pak A je mé&Fitelnd a plati A(A4) = 0.

2. Jsou-li A, B C R? ohrani¢ené mnoZiny, pak plati:

(i) je-li A € B, pak Ax(A) < A«(B), A*(A) < A*(B),
(ii) A*(A U B) < A*(A) + A*(B),
(iii) je-li AN B = @, pak Ax(A) + Ax(B) < A«(A U B).
3. Jsou-li A, B C R? méfitelné mnoZiny, pak plati:
(i) Je-li A € B, pak A(A) < A(B),
(ii) Je-li AN B = @, pak A(A) + A(B) = A(A U B).
Jordanova mira tedy spliiuje motiva¢ni vlastnosti z Gvodu odstavce.

4. Ka7d4 kone¢nd mnozina A C R? je mé&fitelnd a plati A(A) = 0. Dale maji miru nula k¥ivky tvorené
grafy spojitych funkci y = ¢(x) nebo x = ¥(y) na uzavienych intervalech nebo obecnéji (definice
uvedeme pozdéji) tzv. jednoduché hladké (rovinné) k¥ivky jako je napf. kruZnice nebo jeji ¢ast ¢i tzv.
jednoduché po ¢&dstech hladké (rovinné) kiivky jako je kiivka sloZend z hranice d/ obdélnika I, kterd
ma Ctyfi hladké ¢asti, jimiZ jsou strany obdélnika. Obecn€ miZeme uvaZzovat i mnoZiny tvofené konecné
mnoha kfivkami v R? (tj. rovinnymi) viech zmin&nych typi.

5. Ohrani¢end mnoZina A € R? je méfitelnd <= A(dA) = 0. Vzhledem k predchozimu bodu jsou
méfitelné vSechny normalnf mnoZiny (protoZe hranice ma miru nula, vnitfek takové mnoZiny m4 stejnou
miru jako celd mnoZina). Specidlng, obdélnik I = (a,b) x (c,d) je méfitelna mnoZina a ma miru
Al) =B —a)d —c).

6. Jsou-li mnoZiny A, B méfitelné, pak také mnoziny A N B, AU B, A\ B jsou méfitelné. Odtud plyne,
Ze reguldrni mnoZiny jsou méfitelné.

Nyni m@Zeme pfistoupit k (alternativn{) definici Riemannova integrdlu na métitelné mnoZin€. MnozZinu

‘ 1k k+1
cn=cn = [x,y]eRz:zj—n<x<]+ < T ueNo jkeZ

Js - on ’27—y< on

nazveme &tvercovou mnoZinou fadu n (od &tverce Fadu 1 se li§f tim, Ze nen{ uzaviens). Ctvercové mnoZiny
pokryvaji cely prostor R? a jsou po dvou disjunktni, tj. kazdy bod [x, y] € ]Rz je prvkem pravé jedné
z nich. Kazd4 ¢tvercovd mnoZina fddu n je méfitelnd a jeji mira je A(C") = 4,,

Bud M C R? méfitelnd mnoZina a budte C 1”, CZ”, ..., CJl vSechny Gtvercové mnoZiny fadu n takové,
ze Pl :=C'NM #90,...,P} := Cli N M # @. Systém mnozin &, := {P],..., P} nazveme
pokrytim Fadu n mnoZiny M . Kazda z mnoZin Pi” je méfitelnd, protoZe je prinikem dvou méfitelnych
mnoZzin. Mira mnoZiny M je pak rovna

AM) =D A(P).
i=1

Déle, necht f je funkce ohrani¢end na M. Pro pokryti &2, mnoZiny M poloZme

h; =inf{f(x,y) :[x.y] € P"}, H;:=sup{f(x,y):[x.y] € P}
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Pak Cisla

m m
sn(M. f) =Y hAP]') a Su(M.f):=Y_ HiA(P")
i=1 i=1
nazveme dolni a horni soucet radu n prislusny mnoziné M a funkci f. Lze ukazat, Ze posloupnost
{sn(M, f)}52, je neklesajici a posloupnost {S, (M, f)}52 ; je nerostouci, pfi¢emz obé jsou ohranicené.
To nds (spolu s vétou o monoténnich posloupnostech) opraviiuje k nasledujici definici.

Definice 14.3 — dvojného (Riemannova) integrdlu na méfitelné mnoziné. Necht M C R? je mé&fitelnd
mnoZina a f : R2 — R je ohraniend funkce na M. Definujme dolni a horni integrdl z funkce f pres
mnoZinu M jako

// f(x,y)dxdy := lim s,(M, f) a //7f(x,y)dxdy = lim S,(M, f).
M n—>oo M n—>o0

//M Sf(x,y)dxdy = //ﬁ f(x,y)dxdy,

Je-li

fekneme, Ze funkce f je na mnoZiné M (riemannovsky) integrovatelnd a tuto spole¢nou hodnotu nazveme
dvojnym (Riemannovym) integrdlem z funkce f pres mnoZinu M.

Pozndmka 14.4. Je-li M uzavieny obdélnik, resp. normdlni mnozina, pak definice 14.3 je ekvivalentni
definici 13.1, resp. definici 13.9, tj. je-1i funkce integrovatelnd podle jedné definice, je integrovatelnd i
podle druhé a naopak, pricemz hodnoty integralt jsou stejné.

Vlastnosti:
1. Jsou-li f, g integrovatelné na métitelné mnoziné M a o, B € R, pak f + Bg je integrovatelnd na M
a plati

//M (@f () + Bg(x, ) dxdy = //M Fx.y)dady + B //M ¢(x, ) dxdy.

2. Jsou-li f, g integrovatelné na méfitelné mnoziné M a f(x,y) < g(x,y) V[x,y] € M, pak

//M f(x,y)dxdy < //M g(x,y)dxdy.

3. Je-li f integrovatelnd na mé&fitelné mnozin€ M, pak je i | f| integrovatelnd na M a plati

//M Sf(x,y)dxdy 5//M|f(x,y)|dxdy.

4. Jsou-li f,g integrovatelné na méfitelné mnoziné M takové, ze ¢ < f(x,y) < B,0 < g(x,y)
V[x, y] € M, pak existuje konstanta u (¢ < u < ) takova, Ze

// f(x,y)g(x,y)dxdy = // g(x,y)dxdy (integrdlni véta o stfedni hodnotg).
M M

5. Je-li f integrovatelnd na méfitelné mnoziné M, pak je integrovatelnd na kazdé méfitelné podmnoZziné
ACM.

6. Jsou-li M1, M7 dvé disjunktni méfitelné mnoZiny, na kterych je f integrovatelnd, pak je integrovatelnd
také na M1 U M» a plati

//MlUMZ Sf(x,y)dxdy = //M1 Sf(x,y)dxdy +//Mz f(x,y)dxdy.

7. Je-li f ohraniGend na mnoziné€ M miry nula, pak je f na M integrovatelnd a plati

//M F(x.y)dxdy = 0.
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8. Jsou-li M, M méfitelné mnoZiny takové, Ze jejich prinik je méfitelny a plati A(M; N M3) = 0 aje-li
f integrovatelnd na M7 i M>, pak je integrovatelna také na M1 U M> a plati

//MIUMz S(x.y)dxdy = //Ml f(x.y)dxdy + //MZ £(x,y) dxdy.

// dxdy = A(M) pro libovolnou méfitelnou mnozinu M.
M

9. Plati

Definice 14.5 — vlastnosti ,skoro viude“. Rekneme, Ze funkce f : R? — R definovand na n&jaké
mnoziné A ma skoro vsude vlastnost V, jestliZe existuje podmnoZina B C A takova, Ze A(B) = 0a f md
vlastnost V ve vSech bodech mnoZiny 4 \ B.

m Véta 14.6. Je-li funkce f : R? — R integrovatelnd na mé¥itelné mnoziné M a funkce g : R* — R je
ohranicend na M, pricemZ skoro vSude na M plati f = g. Pak funkce g je integrovatelnd na M a plati

JJ| gtemaxay = [ pxyyasay.

Pozndmka 14.7. Jinymi slovy, zménime-li u integrovatelné funkce hodnoty na mnoZin€ miry nula, tak
hodnota integrdlu se nezméni. Vzhledem k této vlastnosti pak takovd funkce na mnoZiné miry nula nemus{
byt viibec definovdna.

m Véta 14.8 — postacujici podminka pro integrovatelnost na méfiteiné mnoziné. Je-li funkce
f : R? — R ohranicend na mé¥itelné mnoziné M a skoro viude na M spojitd, pak je f na M
integrovatelnd.

Cviceni

14.1. Pomoci definice ur&ete Jordanovu miru mnoZiny 4 = {[x,y] € RZ : 0 < x < 1, y = x} (tj. éisecky
spojujici pocétek s bodem [1, 1]).

Vysledky. 14.1. 0.

15 Trojny integrdl

V piipadé trojného integralu je moZné postupovat analogicky jako v pfedchozich dvou kapitolach.
1. Zacali bychom s definici trojného integrélu ohranitené funkce f : R — R na uzavieném kvédru

I = (a1,b1) x {az.b2) x (a3,b3).

Ten ,roziezeme* na systém mensich kvadra /; k> N kazdém kvadru vezmeme infimum a supremum
funkce f a definujeme dolni a horni soucet pfislusny funkci f a déleni D. Supremum dolnich souétt
a infimum hornich soucti pfes v§echna moznd délen{ kvadru bychom nazvali dolnim a hornim integrdlem
na kvddru I; pokud tyto dvé hodnoty jsou stejné, tak fekneme, Ze f je (riemannovsky) integrovatelnd
na kvadru I a spole¢nou hodnotu nazveme rrojnym (Riemannovym) integrdlem funkce u na kvadru I .

2. Nejjednodussi postacujici podminkou pro integrovatelnost funkce na / je jeji spojitost na /.

3. Fubiniova véta potom fikd, Ze je-li f integrovatelnd na / a pro vSechna [x, y] € Ixy = (a1,b1) x
(az, by) je integrovatelnd funkce z — f(x, y, z) na (a3, b3), pak plati

//1 S(x,y,z)dxdydz = //Ixy( alj f(x,y,2) dz) dxdy,
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analogicky pro integrovatelnost funkci y > f(x,y,z) az +— f(x,y, z). Specidlné, je-li f spojitd na
I, pak plati

//1 S(x,y,2) dxdydz = /:1 (/:272( ai’3 f(x.y.z2) dz)dy)dx
by b3 by b3 bo b
= /a (‘/a ( o fx,p.2) dy)dz)dx =...= /a (/a ( f(x,y,2) dx)dy)dz,

1 3 3 2 ai

Je-li navic f(x,y,z) = f1(x) f2(y) f3(z), pak lze psit

//1 Fx.y,7) dxdydz = /[:l A d- /iz F)dy- /j f2(2)dz.

4. Ddle bychom rozsifili pojem trojného integrdlu na normalni mnoZiny. Bud’ My, normélni mnoZina v R2
a Y1, Y2 spojité funkce na Mxy takové, Ze Y1 (x, y) < ¥a(x, y) V[x, y] € Mg,. Normdlni mnoZinou
vzhledem k roviné xy nazveme mnozinu M := {[x,y,z] € R3 : [x,y] € Myyayi(x,y) <z =<
Y2 (x, ¥)}. Analogicky bychom definovali normédlni mnoZinu vzhledem k rovindm xz a yz. MnoZinu
M < R3 nazveme normdilni, je-li normélni k alespoii jedné ze soutadnych rovin xy, xz, yz. Trojny
integral na normélni mnoZiné pak definujeme tak, Ze tuto normélni mnoZinu ,,vnofime‘ do néjakého
uzavfeného kvadru / a funkci £ na I mimo mnoZinu M dodefinujeme nulou. Rekneme potom, Ze
funkce f je integrovatelnd na normdlni mnoZin€ M, je-li dodefinovand funkce integrovatelnd na /.

5. Bud' M normalni napt. vzhledem k soufadné roviné xy. Potom se vzorec z Fubiniovy véty modifikuje

Y2 (x,y)
// f(x,y,z)dxdydz = // (/ f(x,y,2) dz) dxdy.
JM S My g (x,y)

Pojem trojného integrilu by déle bylo mozno rozsitit na pfipad kone¢ného sjednoceni normalnich
mnoZin (s disjunktnimi priniky).

6. Konecné, alternativni piistup k definovani trojného integralu je mozné zaloZit na pojmu Jordanovy miry
v R3. V piislusnych definicich by nyni namisto &tvercii vystupovaly krychle. Zjednoduseng Ize ¥ici,
Ze v pripadé ,;rozumnych* téles Jordanova mira odpovida objemu télesa, pficemz hranice télesa ma
nulovou miru.

7. Zejména plati analogie véty 14.8 — je-li f ohraniend na m&fitelné mnozing M C R3 a spojitd skoro
vSude na M, pak je zde integrovatelna.

Priklad 15.1. Urcete hodnotu integralu // (x +2y —3z)dxdydz, kde M = (1,3) x (—1,1) x(0,2).
M

Reseni. Funkce je spojitd na daném kvadru M a tedy integrovatelna. Podle Fubiniovy véty pak plati

///M(x+2y—3z)dxdydz=/13(/_11(/02(x+2y—3z)dz)dy)dx
= /13(/_11 |:xz +2yz — zzz]zdy)dx = /13(/_11(2x +4y—6)dy)dx

3 1 3 3
=/ [2xy—|—2y2—6y] 1dx:/ (2x+2—6+2x—2—6)dx=/ (4x — 12)dx
1 - 1 1

3
- [2x2 - 12x]1 — 8.

Priklad 15.2. Urcete hodnotu integrélu /// ycos(x +z)dxdydz, kde M je mnoZina vymezend plochami
M

y=/%y=0,z=0,x+z=m/2.

Reseni. Funkce f(x,y,z) = ycos(x + z) je spojitd v celém prostoru R3, a tedy i na zadané mnoZin& M,

coZ znamend, Ze je zde integrovatelnd. Vyjadieme M jako normdlni mnoZinu vzhledem k roviné xy, tj.
b4

0<x< 7 (body),
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0<y<x, (kFivky),
0<z< % —x  (plochy).

Podle Fubiniovy véty pak mdme

///M ycos(x + z)dxdydz = /On/z(/oﬁ(/on/z—Xycos(x +2) dZ) dy) dx
:/071/2(/0~/37y[sin(x+z)]g/2_xdy) dy) dx =/0”/2(/0ﬁy(siﬂg_smx) dy) dx

Jx

7/2 [ .2 /2

=/ L(Smﬁ_smx) dx = l/ x(1 —sinx)dx
o |2V 2 . 2 Jo

S W= 1 L
u=x v =1-sinx :7[x2+xcosx]g/2—§/ (x 4 cos x) dx
0

u'=1 v=x+cosx 2
2 2 /2 2 2 2
1 1 1
=T Y iy = (T =E -2 =0, 11685
8 21 2 0 8 2 8 16 2

Cviceni
15.1. Vypoctéte nasledujici trojné integraly:
1
a) /// —  dxdydz, M ={xy,z]eR3:x>0,y>0, x+y<1, x+y+z<I},
Mx+y+1

b) //] xyz dxdydz, M je osmina koule o poloméru 1 se stfedem v poc¢atku lezici v 1. oktantu.
M

Vysledky. 15.1.2) 3 —21n2,b) 1/48.

16 Substituce (fransformace) ve dvojném a trojném integralu

Pripomertime nejprve, jak vypadd véta o substituci v pfipadé funkce jedné proménné: Je-1i f spojitd funkce
na (a, b) a ¢ je rostouct (a tedy prostd) funkce na (o, 8), kterd zde ma spojitou derivaci, pficemZ ¢(«) = a,
¢(B) = b, pak

b B
| smar= [ s o a.
Je-li naopak ¢ klesajici na (o, B), pfiCemz nyni p(a) = b, ¢(B) = a, pak se vzorec modifikuje
b o B
| smar= [ round o =- [ o,
a B o

Zaménime-li predpoklad ryzi monotonie funkce ¢ predpokladem ¢’ (¢) # 0 pro kazdé ¢ € {a, 8) (to ndm
zaruci, Ze ¢ je zde rostouct, nebo je klesajici), pak lze oba vzorce psat v jednom jako

b B
/ F()dx = / Fle)le' )] dr. %)

Definice 16.1 — reguldrni 2-funkce. Necht.# : R? — R? je 2-funkce, kterd je spojité diferencovatelnd
na oteviené mno%iné M . Rekneme, 7e .7 je reguldrni na M, jestlize J & # 0 v kazdém bodé mnoZiny M.
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m Véta 16.2 — o substituci ve dvojném integrélu. Nechi M* C R2 Je uzavrend méritelna mnozina,
2 € R? je oteviend mnoZina a necht M* C Q. Nech? dile F (u,v) = [g(u,v),h(u,v)] je prostd
a reguldrni 2-funkce na 2 a f : R2 — R je spojitd na M = F(M*). Pak plati

// Fx.y) dxdy = // FF ) |50 v)] dudv.
M M* N————
f(gu,v),h(u,v))

Pozndmka 16.3. a) Vzorec véty formdln€ odpovidd vzorci ().
b) Ve vété vystupuje predpoklad, Ze 2-funkce .% je prostd a reguldrni na oteviené oblasti £2. Potom,
je-li M omezend mnoZina takovd, Ze M C £2, tak plati, Ze M je méfitelnd, pravé kdyz .7 (M) je méfitelnd.
¢) Vysvétleme si vyznam jakobidnu na pravé stran€ rovnosti. Zvolme f(x,y) = 1 a pfedpoklddejme
pro jednoduchost, Ze jakobidn J g # 0 je konstantni. Potom podle pfedchozi véty je

//dedy=|13?|//M*dudv, . AM) = |Jz|A(M™).

Jako priklad uvazujme ¢tverec M* = (0, 1)2 a linedrni 2-funkci % (u, v) = [au + bv, cu + dv], kde
a,b,c,d € R. Protoze Jg(u,v) = ad — bc, je tfeba pozadovat ad — bc # 0. Dosazenim do vyse
uvedeného vzorce tedy mdme A(M) = |ad — bc|, kde M = F(M™) je rovnob&Znik s vrcholy [0, 0],
la,c],[b,d]ala+ b, c + d]. To odpovidd zndmému faktu z analytické geometrie, kdy obsah rovnobé&Zniku
ur¢eného vektory (a, c¢) a (b, d) je roven absolutni hodnoté determinantu

a b
det (c d) .

Pokud jakobidn J g neni konstantni, pak na zdklad€ integrélni véty o stfedni hodnoté Ize psit A(M) =
|J gz (1o, vo)|A(M™), kde [ug, vo] € M™*.V jakobidnu je tedy ,,schovan‘ pomé&r obsahd mnoZin M* a M.

Priklad 16.4. Urcete miru (obsah) mnoZiny M, kterd je vymezena kiivkami xy = a,xy = b (0 <a < b),
y2 =cx,y? =dx (0 <c < d).

. 2
Reseni. Ozna¢ime-li xy = u, y7 = v, pak M™* je vymezena nerovnostmi a < u < b,¢c <v < d
a 2-funkce x = u2/3y=1/3, y = ul/3y1/3 je prosté uvnitt I. kvadrantu (kazdému bodu [uq, vo] odpovidd

jediny bod [xg, yo], ktery leZi na hyperbole xy = uq a parabole y2/x = vg). Plati

2,713y 13 1y 2/3,4/3 1
J(u,v) = det 1 ~2/3,1/3 l3u1/3v_2/3 =3 # 0 ve vnitiku L. kvadrantu.
3

3U

ProtoZe Jacobiova matice je spojitd ve vnitfku I. oktantu, nase 2-funkce je reguldrni a podle véty 16.2 plati

dxdy = |J(u,v)|dudv = ’ didv du—f(b—a)ln—
//M //M* /a (/C 3v )

Pozndmka 16.5. PoZzadavek véty 16.2, aby bylo mozné 2-funkci .# prosté roz§iFit na otevienou nadmnoZinu
integra¢niho oboru M * pfi zachovdni regularity, je asto nesplnitelny (i v pifpadé pomérné jednoduchych
transformaci). Tento poZadavek lze oslabit, byf za cenu komplikovanéjsi formulace tvrzeni. Zhruba feceno,
substituéni vzorec zistane v platnosti, pokud pfedpoklady véty 16.2 nejsou splnény na mnoZinach miry
nula, viz ndsledujic{ tvrzeni.

m Véta 16.6 — o substituci ve dvojném integrdlu za slabsich predpokladt. Nech? 2% € R? je
oteviend mnoZina, M* C R? je mé¥itelnd mnoZina a plati 2% € M*, A\(M* \ %) = 0. Ddle, nech?
2-funkce F : R? — R? dand jako F(u,v) = [gu,v), h(u,v)] je spojité diferencovatelnd na M*,
piicemZ je prostd a reguldrni v 2%*. Oznadme 2 = .F(2*), M = .F (M ™) a piedpoklidejme, Ze M je
mé¥itelnd s \(M \ 2) = 0. Necht f : R? — R je funkce ohranicend na M, spojitd na 2 a necht funkce
f(g(u,v), h(u,v))|J g u,v)| je ohranicend na 2*. Pak plati

// f(x,y)dxdy —// (J(u v)) |Jz (u,v)| dudv.

f(g(u v),h(u,v))
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Pozndmka 16.7. Diikazy vét 16.2 a 16.6 jsou dosti ndro¢né (vyuZiva se zde nékterych specidlnich vlastnosti
reguldrnich zobrazeni).

BéZné pouzZivané transformace
1. Posunuti (translace): x =u +a,y = v+ b,kdea,b € R,

1 0
J(u,v) = det (O 1) =1.
2. Dilatace (zména méfitka): x = au, y = bv,kdea,b e R,a #0,b # 0,

J(u,v) = det (3 2) = ab.

3. Transformace do polarnich soufadnic: x = pcos¢, y = psing, kde p > 0 a ¢ nabyva obvykle hodnot
z intervalu (0, 27r) (mdZe byt ale i delsi),

cosg —psing

T ¢) = det(sin(,o P COS @

) = p(cos? ¢ + sin? @) = p.

4. Transformace do zobecnénych poldrnich soufadnic: x = apcos g, y = bpsing, a,b € RT,

acosg bpsing

(o, ¢) = det (a sing  bpcosg

) = abp(cos? ¢ + sin? @) = abp.

Pfiklad 16.8. Urcete hodnotu dvojného integralu // x2 dxdy, kde M je mnoZina vymezend nerovnosti
M

x24+y2 <4

Re§eni. Mnozina M je uzavieny kruh se stfedem v po&itku o poloméru 2. Tomu odpovidd mnoZina
M* = (0,2) x (0, 27), tj. uzavieny obdélnik. V tomto piipadé nelze splnit predpoklady véty 16.2, protoze
2-funkce .Z (p, ¢) = [pcos @, psin @] neni prostd na M *. To je zplsobeno tim, Ze viechny body leZici na
levé hrani¢ni dsecce obdélnika se zobrazi na pocétek [0, 0] a pro kazdé ¢ € (0,2) se body [c, 0] a [c, 27]
zobrazi na bod [c, 0] € M. Prostd by byla, kdybychom uvaZovali napt. M* = (0,2) x (0, 27), ale pak by
M * nebyla uzaviend, coZ je téZ ve vét€ poZadovano.

Lze v8ak pouZit vétu 16.6. Za mnoZinu 2* vezmeme vnitiek obdélnika M* = (0,2) x (0, 27).
MnoZina M * \ £2* predstavuje hranici obdélnika M * atedy A(M™* \ 2*) = 0. MnoZina M \ £2 se sklad4
z kruznice x2 + y2 = 4 a tsecky spojujici body [0, 0] a [2, 0], coZ je mnoZina miry nula. Zobrazeni .7 je
na £2* prostou a reguldrni 2-funkei (J(p, ¢) = p # 0 pro V|[p, ¢] € £2*). Integrovana funkce je spojitd na
M (a tedy ohraniend na M a spojitd na £2) a funkce p> cos? ¢ je spojitd na M * (a tedy ohrani¢ena na
£2*). Podle véty 16.6 tedy mame

2 27 ot 2 o127
// xzdxdy :/ p3dp-/ cosz(pdgo == [7] = 47.
M 0 0 4 0 2 1o

Priklad 16.9. Urcete obsah mnoziny vymezené Bernoulliovou lemniskétou, coz je kiivka uréend jako
mnoZina bodii [x, y] € R? vyhovujici rovnici (x2 + y2)2 = 242(x2 — y?) (a > 0).

Reseni. Pomoci substituce do poldrnich soufadnic x = pcosg, y = psing prejde rovnice na tvar
p? = 2a? cos 2¢. Uvédomime-li si, kfivka musi byt symetrickd vzhledem k ose x i y (zm&na x — —x i
y = —Yy rovnici nezméni), sta¢f uvaZovat obrazec, jehoZ miru mame spocitat, napt. jenom v I. kvadrantu.
Vyslednd mira pak bude ¢tyfndsobek této ¢asti. Prvnimu kvadrantu odpovida thel z intervalu (O, %)
ProtoZe levd strana rovnice p? = 2a? cos 2¢ je nezdporna, musi byt nezdpornd také prava strana, coZ
v uvaZovaném intervalu nastane, je-li ¢ € (0, %) Ctvrtina mnoZiny M * je tedy vymezena nerovnostmi

0<¢=<%,0<p=<ay2cos2¢ aplati

/4 a/2cos2¢ /4 aJ2cos 29
)L(M) =4 // dpd(p = 4/ (/ pdp)d¢ = 2/ [02] d(p
JIM* JO JO 0

0

5[4 2 /4 2
=4da / cos2¢ dp = 2a“[sin2¢]," " = 2a”.
0
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V piipadé substituce ve trojném integralu by za analogickych pfedpokladd vét 16.2 a 16.6 piislusny
vzorec vypadal

// f(x,y,z)dxdydz = // f(F(u,v,w)|Jz W, v, w)| dudvdw.
M M*

Vedle translace a dilatace jsou béZné pouZivanymi transformacemi transformace do cylindrickych (védlco-

vych) soufadnic a do sférickych soufadnic.

1. Transformace do cylindrickych soufadnic: x = pcos¢, y = psing, z = z, kde p > 0 a ¢ nabyva
obvykle hodnot z intervalu délky 27,

cosgp —psing O
J(p,p,z) =det|sing pcosgp O] =p.
0 0 1

2. Transformace do sférickych soufadnic: I. zp. x = pcosgcos?}, y = psingcos?, z = psind, kde
0 > 0, ¢ je obvykle z intervalu délky 27 a omezen{ na Ghel ¥ je —Z < < Z,

2
cospcostt —psingcostt —pcosgsind
J(p, ¢, %) = det | sing cos pcosgcos® —psingsin®d | = p%cosd.
sin ¢ 0 pcos &

II. zp. x = pcosgsind, y = psingsind, z = pcos ¥, kde p > 0, ¢ je obvykle z intervalu délky 27z
a omezeni na thel ¥ je 0 < ¥ < 7.

cospsind —psingsintd  pcos g cos P
J(p, @, ) = det | singpsinv pcosgsin®  psingcos? | = p?sind.
cos ¥ 0 o sin

Priklad 16.10. Odvodte zndmy vzorec pro objem kuZele o poloméru podstavy r a vysce h.

Reseni. PouZijeme transformace do cylindrickych soufadnic x = pcosg, y = psing, z = z. KuZel
umistéme napft. tak, Ze jeho podstava leZi v roviné xy a m4 stfed v pocatku. Pak primétem kuzele do
roviny xy je kruh o poloméru r, ktery je v poldrnich soufadnicich vyjadien nerovnostmi 0 < ¢ < 27,
0 < p < r. Samotnd kuZelova plocha ma rovnici

h [
=h——/x2 2,
z ; X< +y

a v cylindrickych soufadnicich (toto vyjddieni dostaneme po dosazenizax ay)z = h — % p. MnoZina
M *, pies kterou budeme integrovat, je tedy vyjadiena nerovnostmi

h
0<¢=<2m, 0=<p=<r, 0<z=<h-—-p
v

a objem télesa je ddn integralem

27 r h—hp/r 27 r
_ _ _ h—hp/r
AM) = ///M* pdedpdz = /0 (/0 (/0 pdz) d,o) dp = /0 (/0 [oz], d,o) do
r 2 2 37" 2 2
=271/ (hp—hp)dp=|:hp—hpi| =271(hr—hr)=171r2.
0 r 2 3r 2 3 3

0

Pfiklad 16.11. Uréete objem t&lesa vymezeného nerovnostmi x2 + y2 + 22 < 2z akuZelem x2 4 y2 < z2.

Reseni. PouZijeme substituce do sférickych soufadnic. Hrani¢ni plochy t&lesa se skladaji z &asti kulové
plochy x2 + y? + z2 = 2z o poloméru 1 se stfedem v bod& [0, 0, 1] (rovnice psdna ve stfedovém
tvaru totiz je x2 + y% 4+ (z — 1)? = 1) a &4sti kuZelové plochy z2 = x2 + y2. Po dosazeni vyrazi
x = pcosgsind, y = psingsind, z = pcos ¥ ma kulovd plocha ve sférickych soufadnicich vyjadieni
p = 2cos ¥. Z geometrického ndhledu (viz obrdzek 16.1) vidime, 7e mnoZina M *, pfes kterou integrujeme,
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Obrizek 16.1: Rez télesem rovinou Xz (z obrzku je patrno, Ze privodi¢ p se skute¢né méni s tihlem 1)

je vymezena nerovnostmi 0 < ¢ < 27,0 <9 < %, 0 < p < 2cos ¥ (plati x2 4+ y2 +z2 = pz). Objem
télesa je pak ddn integralem

A(M):/// 02 sin® dpdddp
M*
27 /4 2 cos ¥ o [T/4 2cos ¥
- d 25ind ) dp) d = - 3 sin o v
Lo P = [ on]

/4 cost =t 1
= léTn cos® ¥ sind df = dy = —dt/sin? = 16% 3dr
0 0— 1,7/4 > V2/2 v2/2

167 [147] Ax 1
=5 7|, ~3\3)="
V2/2

Pozndmka 16.12. Transformaci do cylindrickych i sférickych soufadnic Ize zobecnit podobné jako v piipadé
poldrnich soufadnic, tj. x = apcos¢, y = bpsing, z = z, J(p, ¢,z) = abp, resp. x = apcos ¢ cos ¥,
y = bpsingcos?, z = cpsin®, J(p, ¢, ) = abc p? cos V.

Cviceni

16.1. Urcete hodnotu integralu
// yaz —x%2 —yZdxdy, M ={[x,y]e R?: x%2 + y? <ax} (a > 0).
M

Viisledky. 16.1. % (7 — %).

17 Aplikace dvojného a trojného integrdlu v mechanice

Jiz vime, Ze integral
// dxdy
JM

predstavuje rovinny obsah mnoZiny M, integral

///M dxdydz
|, reasay,

kde f(x,y) > 0, pfedstavuje objem télesa pod plochu f(x, y). Ozna¢me

predstavuje objem télesa M a integral

dm = p(x, y)dxdy, resp. dm = p(x,y,z)dxdydz,
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kde funkce p(x, y), resp. p(x, y, z) je hustota v bodg [x, y] € M € R2, resp. [x,y,z] € M € R3
(veli¢iné dm se fikd hmotnostni element). Pak (zejména v mechanice) jsou uzite¢né nésledujici integraly:

1.

10.

hmotnost desky M, resp. t€lesa M

m(M)://Mdm, resp. m(M):/f/Mdm,

. statické momenty desky M vzhledem k osdm x a y

Sx(M)=//Mydm, Sy(M)=//dem,

. statické momenty télesa M vzhledem k soufadnym rovindm xy, xz a yz

Sxy(M)z///Mzdm, sz(M)=///dem, SyZ(M)zf//dem,

. momenty setrvacnosti desky M vzhledem k osdm x a y, a polarni moment setrvacnosti

Ix(M)=//My2dm, ly(M)=//Mx2dm, 1,,(M)=//M(x2+y2)dm,

o= SO0 )
T m(M) > T m(M) s
. souradnice tézisteé télesa M
o Sp(M) _Se(M) __ Suy(M)
=" 2T T Ty ™= M)y

. momenty setrvacnosti té€lesa M vzhledem k osdm x, y a z

Ix(M)=//M(y2+z2)dm, Iy(M)z///M(x2+z2)dm, IZ(M)=///M(x2+y2)dm,

. poldrni moment setrvacnosti télesa M

// x% + y2 +z%)dm,
M

. plosné momenty setrvacnosti télesa M vzhledem k soufadnym rovindm xy, xz a yz

Lo = [l 2am reon = [l 2an neon= [l 2an,

devia¢ni momenty télesa M vzhledem k soufadnym rovindm xy, xz a yz

ny(M)z///Mxydm, sz(M)z/[/szdm, Dyz(M)=///Myzdm‘

Momenty setrvacénosti 1ze uspofddat do tzv. tenzoru setrvacnosti

I _ny —Dx;
I=|—-Dxy I —Dy;
—Dx; _Dyz Iz
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Cviceni
17.1. Urcete miru (objem) télesa vymezeného priinikem ti{ valcovych ploch o poloméru r > 0, které maji
vzdjemné kolmé osy rotace protinajici se v jednom bodé (toto téleso se nazyva Steinmetzovo).

17.3. Vypocitejte miru (objem) télesa vymezeného nerovnostmi /x2 + y2 < z, x2 4+ y2 4+ z2 < 2z.

17.4. Vypocitejte staticky moment vzhledem k roviné xy télesa o jednotkové hustoté, které je vymezeno
nerovnostmi 0 < z < 4 — x2 — y2,

Vysledky. 17.1.8(2 — ~/2)r3.17.2. x7 = yp = zp = 3r/4.17.3. 1. 17.4. 3213,



Kapitola 4

Krivkové a plosné integrdly

18 Krivky v roviné a prostoru

Definice 18.1 — rovinné kiivky. Necht f(t) = [p(@), 1//(t)] je 2-funkce spojitd na {(a, b). Rovinnou
kiivkou nazveme mnozinu I" := {Z(t) : t € (a,b)} C R?, pii¢emz 2-funkce .7 = [p, Y] se nazyvi
parametrizace krivky I'. Body A := [p(a), 1/f(a)] B := [p(b), ¥ (b)] nazyvame koncové body krivky I".
Kftivka I se nazyva uzavrend, je-li A = B.

Pozndmka 18.2. a) VSimnéme si, Ze kfivkou zde nenazyvdme samotnou 2-funkci .%, ale jeji obraz
v R? (takové mnoziné se fiké také hodograf). V tomto i dalsich pojmech tykajicich se kfivek nepanuje
v literatufe jednotnost, n€kdy se kfivkou mysli zobrazeni .% a mnozin€ I' se fikd (vedle jiZz zminéného
pojmu hodograf) geometricky obraz krivky.

b) Na k¥ivku 1ze nahliZet jako na pohyb hmotného bodu v roving (fidiciho se 2-funkci .%) v Casovém
intervalu (a, b).

¢) Definice pfipousti i mnoZiny I, které ptili§ neodpovidaji intuitivni pfedstavé o kiivce. Napf., zndma
Peanova kfivka vypliiuje ¢tverec v roviné, md tedy nenulovou Jordanovu miru. NiZe proto poZadavky na
ktivku postupné zpiisnime tak, abychom se v dals{ kapitole (kde se budeme vénovat kiivkovym integralim)
nedostali nikde do problém.

A

Definice 18.3 — kiivek se specidlnimi viastnostmi. 1. K¥ivka I' se nazyva jednoduchd, je-li . prosta
na (a, b). Geometricky to znamend, Ze kfivka se nikde neprotind (postacujici podminkou pro to, aby .7
byla prostd, je ryzi monotonie alespoti jedné z funkci ¢, ¥ na (a, b)).

2. Kfivka I" se nazyva jednoduchd uzaviend (neboli jordanovska), je-1i uzaviend a .# je prostd na (a, b).

3. Kiivka I” se nazyva tidy C1, jestliZe jeji parametrizace .# ma spojitou Jacobiovu matici na {a, b) (tj.
funkce ¢ a ¥ maji spojité derivace na (a, b)).

4. Kiivka I' se nazyva jednoduchd hladkd, je-li jednoduchd, je tfidy C! a navic (¢’(1))% + (¢ (£))%2 > 0
Vt € {a, b) (jinak feceno, hodnoty ¢’ (1), ¥’ (¢) nejsou v Zidném bod€ intervalu soucasné nulové).

5. Kfivka I' se nazyvé jednoduchd uzaviend hladkd, je-li jednoduchd uzaviend, je tiidy C!, plati
@' ) + (W' (1)* > 0 V1 € (a,b), anavic ¢/, (a) = ¢ (b), ¥/, (a) = Y (b).

6. Krivka I' se nazyvd jednoduchd po castech hladka, je-li spojenim kone¢né mnoha jednoduchych
hladkych kiivek, pfi¢em?Z toto spojeni je pouze skrz koncové body. Piesnéji, existuje parametrizace %,
kterd je na intervalu (a, b) spojitd, a existuje déleni D intervalu (a, b) takové, Ze na kazdém dil¢im
intervalu (t;_1, ;) predstavuje % jednoduchou hladkou k¥ivku. Zde jiZ nebudeme rozliSovat, zda
vyslednd kiivka je nebo nenf uzaviena.

Pozndmka 18.4. a) Kazd4 jednoduchd (a jednoduchd uzavien4 k¥ivka) mé nekonedné mnoho paramet-
rizaci, napf. jednotkova kruzZnice se stfedem v pocatku md parametrizaci [cos ¢, sint], t € (0, 27), nebo
[cos 2t,sin2t],t € (0, ), nebo [sint,cost], t € (0,27).
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b) Je-li f : R — R funkce spojitd na (a, b), pak jeji graf je kfivka s parametrizaci ¢(t) = t,
V() = f(0),1 € {a.b).

¢) Je-li I k¥ivka tiidy C! a pro n&jaké 19 € (a,b) je .F'(tg) = [0, 0], pak bod P = [¢(to). ¥ (t0)]
nazveme singuldrnim bodem kfivky, v opaéném piipad€ jej nazveme reguldrnim bodem. Méme-li dvé
ruzné parametrizace téZe kiivky, mize se stdt, Ze néktery bod je reguldrni v jedné parametrizaci a singularn{
v druhé. Napr dsecka spojujici body [—1,—1] a [1, 1] md pfi parametrizaci [t,¢], t € (—1, 1) vSechny
body reguldrni, ale pfi parametrizaci [t3,13], 1 € (—1, 1) je pocatek singularnim bodem. Jednoducha
(resp. jednoduchd uzavifend) hladkd kiivka ma tedy vSechny body reguldrni. Nenf tezké si rozmyslet, Ze
F'(t) predstavuje te¢ny vektor ke k¥ivce I' v bod& .Z (1) = [@(¢), ¥ (¢)] (viz obrdzek 18.1). Tento tecny

Obriazek 18.1: Jacobiova matice . (t) je v ptipadé 2-funkce . : R — R? vektorem v roving, ktery predstavuje teny
vektor ke kiivce v bodé .7 (¢) = [o(2), ¥ (¢)]

vektor l1ze také interpretovat jako vektor okamZité rychlosti, kterou md hmotny bod pfi pohybu po kfivce
v Case t. KdyZ je tento vektor v kazdém Case t € (a, b) nenulovy a méni se spojité, nemize hmotny
bod najednou prudce zménit smér, nemiZe zastavit a pak se vydat opa¢nym smérem, atp. Jeho pohyb
je skute¢né ,,hladky“. Pfikladem ki¥ivky, kdy hmotny bod zastavi (v singuldrnim bod¢€) a vyda se jinym
smérem, je napf. ¢ast cykloidy o parametrizaci .Z (t) = [a(t —sint),a(l —cost)], t € (0,4x) (a > 0),
viz obrazek 18.2. Na tomto piikladu vidime, Ze samotnd spojitost Jacobiovy matice parametrizace .7
hladkost, jak ji i intuitivné chdpeme, nezaruci.

X

0 2na 4ra
Obrazek 18.2: Dva oblouky cykloidy pii parametrizaci % (t) = [a(¢ —sint), a(1 —cost)],0 <t < 4w (a > 0 je
parametr). Tato kiivka m4 tfi singuldrni body (pocatek a body [27a, 0], [47a, 0])

Pro ptipad kiivkového integrdlu II. druhu je navic potfeba zavést pojem orientace kiivky. Orientovat
kiivku znamend urc¢it smér, ve kterém jsou body ktivky prochdzeny (to 1ze dvéma zpisoby).

N

Definice 18.5 — souhlasné a nesouhlasné orientace jednoduché (uzaviené) kiivky. 1. Bud I =
{le@), ¥ ()] : t € {(a,b)} jednoduchd kiivka a zvolme na ni dva rizné body P; = [p(t1), ¥ (t1)]
a P, = [p(t2), ¥ (t2)]. Orientujme kiivku tak, Ze se pohybujeme od bodu P; smérem k bodu P
(fikame také, Ze bod P; je pred bodem P, zapisujeme P; < P3).Je-li t1 < tp, fekneme, Ze kiivka
I je orientovdna souhlasné s parametrizaci [, ¥]. Je-li naopak t1 > tp, fekneme, Ze krivka I” je
orientovdana nesouhlasné s parametrizaci [¢, ¥].

2. V pripadé jednoduché uzaviené krivky I" ji orientujme pomoci tfi bodt Py, P> a P3 tak, Ze se po
ktivce pohybujeme z bodu P; do P, az P do P3 (bodu P; odpovida parametr ¢;,i = 1,2, 3). Je-li
1] <tp <tz3nebotsz <1 <tpneboty <3 < ty,pak fekneme, Ze kiivka I" je orientovina souhlasné
s parametrizaci [p, ] aje-lit; > tp > t3 nebo tp > t3 > t] nebo t3 > t1 > fp, pak fekneme, Ze




19 Kfivkovy integrdl 69

krivka I' je orientovana nesouhlasné s parametrizaci [¢, V).

Priklad 18.6. Jednotkova kruZnice se stfedem v pocétku orientovand proti obéhu hodinovych rucicek
je orientovdna souhlasn€ vzhledem k parametrizaci % (t) = [cost, sint], ale nesouhlasné vzhledem k
parametrizaci ¢(¢) = [sint, cost].

Prostorovou kiivku bychom definovali jako mnoZinu
I ={lp), y(0), x(@)] : 1 € {a.b)} S R,
kde 3-funkce .F = [p, ¥, x] je spojitd na {(a, b). Ostatni pojmy jako jednoduchd nebo hladkd k¥ivka by se
zavedly analogicky. Pozor, ki'ivku v prostoru nelze zadat explicitné pomoci funkce!
Cviceni

18.1. Oveéfte, Ze existuji parametrizace, vzhledem ke kterym je tsecka (spojujici libovolné dva body
v roving) jednoduchd hladk4 kfivka, a elipsa je jednoduchd uzaviend hladk4 kiivka.

18.2. NapiSte rovnice te¢ny ke kfivce I" o parametrizaci .# (¢) = [t cost,t sint,t], ¢t € (0,27), v bodé
T =10,0,0].

Vysledky. 18.2.x =t,y =0,z =1t,t € R.

19 Krivkovy integrdl

Definice 19.1 — kiivkového integrdlu I. druhu ze spojité funkce. Nechf I" je jednoduchd (nebo
jednoduchd uzaviend) hladka k¥ivka s parametrizaci .# = [p, V] a f : R? — R je spojitd funkce na
néjaké oteviené mnoziné obsahujici kfivku I". Potom definujeme kiivkovy integral I. druhu jako

b
/F fx.y)ds = / Fo®. )@ )2 + (') dr (%)

Ukazme, co nds vedlo ke vzorci v pfedchozi definici. Jako motivaci uvazujme tilohu urcit obsah plochy
t={x.y.z]eR3:[x.y] e 0<z< f(x,y)}

Provedime né&jaké déleni intervalua = t9 < t1 < --- < t, = b intervalu (a, b). Timto délenim je uréeno
také déleni A = Py < Py < Py < --- < Py, = B kiivky I' (P = [p(tx), ¥ (tx)]. kK = 0,1,...,n).
Potom je pfirozené aproximovat hledany obsah ¢islem

Sui= 3 St v ) (o) — - + [ (1) = () P2.
k=1

Potiebujeme ukazat, Ze S, konverguje k hodnoté na pravé strané () pro kazdou nulovou posloupnost délen{
intervalu (a, b) (pfipomeiime, Ze se jednd o posloupnost d€lent, ve které norma déleni maxge(q 2, 2y |tk —
tx—1]| jde s rostoucim n k nule). Podle Lagrangeovy véty o stiedni hodnoté (viz véta 16.2 v SA1) existuji
cisla &g, nx € (tg—1, 1) takovd, Ze () — @(tx—1) = ¢'(E) Wtk — ti—1) a Y () — Y(tg—1) =
¥ ()t — t—1)- Hodnotu S, tedy miiZeme prepsat

Su= 3 Fl) v )0 EOR + W )P (tx — ).

k=1

Kdyby pod odmocninou byly hodnoty derivaci v bodé #; (namisto & a ng), pak by Sy, pfedstavoval piimo
integralni soucet (s vybérem reprezentantd & = {t; : k = 1,2,...,n}) a v limit€ bychom ihned dostali
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poZadovany integral (protoZe f je spojitd nad kiivkou I' a vyraz /¢'2 + y’2 je také spojit4 funkce diky
predpokladu hladkosti I7). Jako posledni krok je tedy potfeba ukazat, Ze

dim Sy = tim > fGol). v )yl GOF + 6P (o~ i),
k=1

Diikaz tohoto kroku vyuZivd Heineho—Cantorovy véty (viz véta 13.14 v SA1), kterd fikd, Ze spojitd funkce
na uzavfeném intervalu je jiZ stejnomérné spojita.

Pozndmka 19.2. a) Predpoklad hladkosti kiivky lze v definici kfivkového integrélu oslabit, zejména
Ize piipustit jednoduché C! k¥ivky, které maji koneény pocet singularnich bodi, piipadné lze porusit
,jednoduchost* kfivky ve smyslu, Ze dovolime kone¢ny pocet protnuti.

b) Je-li kiivka tiidy C1, pak je tzv. rektifikovatelnd. To znamend, 7e délka lomené &ary pii zjemilovani
déleni neroste nade v§echny meze, a tedy kfivka md konecnou délku (délka kiivky je pravé takto definovdna,
tj. jako supremum délek lomenych Car ptes vS§echna moznd déleni). Pfikladem nerektifikovatelné kiivky je
kiivka o parametrizaci . = [g, V], kde

0 prot =0
1

tsiny prof > 0.

ot)y=t, v@) = i t €(0,1), v nenf spojitd v bodé 0.

Pro délku rektifikovatelné kiivky plati

= [ as= [ oot wora

Velicing ds = /(¢/(1))2 + (¥ (1))2 dt se ¥ikd diferencidl oblouku, pYi¢emz vyraz /(¢'(1))2 + (¥ (1))2
predstavuje velikost te¢ného vektoru ke kiivee (vektoru rychlosti hmotného bodu) v bodé .7 (1) =
lp(®). ¥ (0)].

¢) Lze ukdzat, 7e za predpokladi kladenych na kiivku a integrovanou funkci hodnota integralu nezavisi
na zvolené parametrizaci dané k¥ivky.

d) Krivkovy integrdl je mozné definovat obecnéji nez v definici 19.1, kdy vychazime z ohranic¢ené
funkce na oblasti obsahujici kiivku a zavedeme podobné jako u standardniho Riemannova integralu horni
a doln{ soucty funkce nad kfivkou, piipadné integralni soucty.

e) Krivkovy integrél pies jednoduchou po ¢astech hladkou kiivku bychom definovali jako soucet
integrdll pfes jednotlivé ¢asti.

f) V piipadé uzaviené kivky se n€kdy znak integrélu pise jako §.

Priklad 19.3. Urcete hodnotu integralu
/ (x + y)ds,
r
kde I" je obvod trojihelnika ABC, A = [0,0], B = [0,2], C = [1,0].

Reseni. Jednd se o po &astech hladkou kfivku, pokud budeme strany trojihelnika parametrizovat napf.
takto: stranu A B je nejjednodusii parametrizovat 2-funkci .%1 (¢) = [0,1], ¢ € (0, 2), stranu BC 2-funkcf
Fa(t) = [t,2 —2t],t € {0, 1) astranu AC 2-funkei .#3(t) = [t,0], ¢ € (0, 1). ProtoZe Z1(t) =10,1],
Fy(t) = [1,-2] a F4(r) = [1,0], jednotlivé kiivkové integrily jsou dany

2 22
/u+yms=/"m+g¢@442m=[f] _
AB 0 2

0

! 21 35
/Bc(x+y)ds=/0(r+2—2r)\/md;=ﬁ[2,_ZLZ )

1 2 1
/‘u+wm:/a+m¢ﬂ+mazr} !
AC 0 2

2
0
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Celkové tedy

/(x+y)ds—/ (x+y)ds—|—/ (x—|—y)ds+/ (x+y)ds—2+£+5 1(5+3\f5).

/ arctg Y ds,
r X

kde I' je ¢ast Archimédovy spirdly p = ¢ lezici v kruhu se stfedem v pocétku o poloméru /2.

Priklad 19.4. Urcete hodnotu integrdlu

Reseni. Archimédova spirdla za¢ind v po&itku (pro ¢ = 0) a s rostoucfm tGhlem roste (linedrng) vzdalenost
p bodu k¥ivky od poc¢dtku. Bodu na kruZnici o poloméru 7/2 tedy dosdhne, je-li p = ¢ = % Odvodime
nejprve, jak vypada diferencidl oblouku ds, je-li kfivka vyjadfena v poldrnich soufadnicich. Vzhledem
k transformaénim rovnicim mezi kartézskymi a polarnimi soufadnicemi x = p(¢)cosg a y = p(¢) sing
plati
ds? = dx? + dy? = (p'(¢) cos ¢ — p(p) sinp)*dp® + (o' (¢) sing + p(p) cos p)*dp>
= ((0' (@))% cos® ¢ — 20 (9)p(9) cos  sing + p*(¢) sin® ¢
+ (0 (9))? sin® ¢ + 20/ (9)p(p) cos g sing + p?(9) cos” ¢) dp® = ((0'(#))? + p(9)) d?

Odtud
= (' (9)? + p2(p) dg.

Nyni jiZ stadf dosadit do zadaného integralu (nyni mame p’(¢) = 1), coZ vede na

. X /2 /2
arctg — ds = / arctg 12 + ¢2dp = / 1+ ¢2dg
Jpmeeso= ), o o

_ 1+ ¢? =12, d(p=tdt/(p
Tl 0= 1,n/2— /1 +72/4
V1+72/4 1 V17274 | 72\3/2
240 _ 3 —
/ tdt—g[t] ((1+ ) —1).

1 T3

1 4

Pozndmka 19.5. V piipadé prostorové kiivky I" by se za analogickych pfedpokladi vzorec definice 19.1
modifikoval na

b
[ eraas= [T reouw.xo) i or + v or i op.

Priklad 19.6. Urcete hodnotu integralu

/,/2y2—|—22ds, kde I'={x,y.z]eR®:x2+y2+z2=4, x=y, x <0,z >0}
r

Reseni. Prostorova kfivka I' je prinikem kulové plochy (sféry) x2 + y2 + z2 = 4 s rovinou y = x
(prochdzejici osou z), coZ je kruznice o poloméru 2. Omezeni x < 0, z > 0 pak ddva ¢tvrtkruZnici (leZici
ve III. oktantu). Tuto kiivku lze snadno parametrizovat pomoci Ghli ¢, ¥, které vystupuji v substituci do
sférickych soufadnic:

(S

5 5
x=2c0s7ncosﬁ=—«/§cosz9, y=25in%cosﬁ=—\/§cos19, z=2sind}, 0<9 <

Pro diferencidl oblouku jest€ potfebujeme derivace parametrickych rovnic:
x' = +/2sin?, y' = +/2sind, 7/ =2cos?.

Podle vyse uvedeného vzorce pak plati

. )2
/ ,/2y2+22ds:/ \/4cos219+4sin219\/281n219+2sin219+4cos219d0
r 0
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71/2
:4/ 41%% = 21,
0

V ptipadé kiivkového integrdlu druhého druhu pfes rovinnou kfivku budeme hodnoty 2-funkce
dvou proménnych interpretovat jako vektory, budeme tedy hovofit o vektorovém poli a znacit ho

G, y) = (P(x, ), 0(x, ).

Definice 19.7 — kiivkového integrdlu Il. druhu ze spojitého vektorového pole. Necht I” je orientovana

jednoduchd (nebo jednoduchd uzaviend) hladkd kiivka s parametrizaci # = [, ¥] a f je vektorové pole
spojité na néjaké oteviené mnoZin€ obsahujici kiivku I". Pak definujeme kiivkovy integral II. druhu

/ f(x,y)-d5=/ P(x,y)dx + O(x, ) dy
r r (**)
b

_ / [P(o(0). Y ()¢ (1) + Qo). y () (0] dr,

kde znaménko ,,4+“ bereme v piipad€ souhlasné orientace kfivky s parametrizaci .# a znaménko ,,—*
v piipadé€ nesouhlasné.

Motivace pro vzorec () je nasledujici. Bud' A B orientovan4 tisecka s po&teénim bodem A a koncovym
bodem B. UvaZujeme-li konstantni{ silové pole f pak z fyziky je zndmo, Ze price, kterou vykona silové
pole f po tisece A B, je d4na skaldrnim soucinem f (B — A). Je-li tento skaldrni soucin kladny, jednd se
o vykonanou prici, je-li zdporny, jednd se o spotfebovanou praci. Opacnd orientace usecky by znamenala
préci s opaénym znaménkem.

Jakd bude préce, kterou Vykoné/spotfebuje silové pole ]7 = f (x, y) po orientované kfivce I"?
Uvaiujme opét néjaké délenia =ty < t; <--- <ty = b intervalu (a, b) (to opét uréi déleni A = Py <
Py < --- < P, = B kiivky I"). Nahradime-li orientované kiivky I'y := {[e(?), 1//(t)] t e (te—1,tk)}
(k =1,2,...,n) orientovanymi Gseckami Py _1 Pj a na kazdé z nich silové pole f konstantnim silovym
polem s hodnotou f (p(tg—1), ¥ (tr—1)), pak ziskdme aproximaci vykonané prace

=" Fl@ltx—1) ¥ (tx—1) - (P — Px—y)

k=1

= 3 F@ltm) W (t5—1) - (1) — @(tx—1). V(1) — Y (tx—1)).

k=1

PrepiSeme-li rozdily ¢(t;) — ¢(tx—1) a ¥ (tx) — ¥ (t;—1) pomoci Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté,
dostaneme

= 3 F@m) ¥ (t5—1) - (¢ €)W )t — t5—1).
k=1

Pomoci Heineho—Cantorovy véty lze opét ukézat, Ze
n
Jim W, = nl;mm; S (@) ¥ (1) + (@' (tk—1). ¥ (1)) (1 = te—1)-
=1

Suma za znakem limity na pravé strané pfedchoziho vztahu predstavuje integralni soucet spojité funkce,
takZe v limit€ (pro n — oo) W}, davd pravou stranu vzorce () pro libovolnou nulovou posloupnost délen{
intervalu (a, b).

Priklad 19.8. Urcete / (xy,0) - d5, kde I je &dst paraboly x = y? jdouci z bodu [1, 1] do pocatku [0, 0].
r
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ReSeni. Vzhledem k parametrizaci x = 12, y = ¢, 0 <t < 1 je k¥ivka I" orientovdna nesouhlasn&.
Dosazenim do vzorce () pak mame

1 1 215 1 2
/(xy,O).dﬁz—/ (t3,0)-(2t,1)dt=—/ 2atdr = — | — | =-=.
r 0 0 S o 5

Pozndmka 19.9. Vztah mezi kiivkovym integrdlem L. a II. druhu je ndsledujici. Je-li I jednoduchd (resp.
jednoduch4 uzaviend) hladkd kiivka s parametrizaci . = [p, ¥], tak te¢ny vektor .Z/ (1) = (¢'(¢), ¥'(¢))
jenenulovy vkazdém Vr € (a, b). Potom vektor Z| (t) = F'(t)/|.F'(t)| je jednotkovy (|-| je eukleidovskd

velikost vektoru). UvaZujeme-li spojité vektorové pole f v néjaké oblasti obsahujici kiivku I', pak plati

/ f~d§:j:/ f -7 ds
r r
(.4 v pfipad€ souhlasné orientace kiivky I s parametrizaci .% a ,,—* v piipadé nesouhlasné).

Nasledujici tvrzeni ddvd do souvislosti dvojny integrdl pfes mnoZinu M s kfivkovym integrdlem II.
druhu pres hranici mnoziny M. Rekneme, Ze hranice IM mnoZiny M je orientovina kladné, jestlize
mnoZina pti pohybu po dM zistiva po levé ruce.

m Véta 19.10 — Greenova! pres normdini mnozinu vzhledem k ose x. Nechf M je normdlni mnoZina
vzhledem k ose x (. M = {[x,y] e R2 :a < x < b, ¢(x) < y < ¥(x)} a jeji hranice IM je kladné
orientovand kFivka, pricem? predpokladdme, Ze funkce ¢, maji spojitou derivaci na {a, b). Necht ddle
vektorové pole f = (P, Q) je spojité na M a ma zde spojité parcidlni derivace PJ’, a Q. Pak plati

J@-raxay=¢ r.0)-a

Diikaz. ProtoZe M je normélni vzhledem k ose x, jeji hranici dM 1ze sloZit ze Styf asti [y : x = a,y €
(p@).y (@), Iy :y =¢x), x €la.b),Ip:x=>bye(pb)yb)aly:y=y(x)x¢eab).
Casti hranice I'y a I'p jsou ziejmé (vzhledem ke vhodné parametrizaci) jednoduché hladké kiivky a diky
predpokladu spojitosti derivaci funkei ¢, ¥ jsou i ¢asti hranice I'y a I'j, jednoduché hladké kiivky (napf.
vzhledem k parametrizaci [¢, ¢(¢)], resp. [¢, ¥ (¢)]). Platnost tvrzeni bude prokdzédna, pokud ukdZeme, 7Ze

—//M PJ’,(x,y)dxdy:/BM P(x,y)dx a //MQ;(x,y)dxdyZ/aM O(x,y)dy.

Plati
/ P(x,y)dx = / P(x,y)dx +/ P(x,y)dx + / P(x,y)dx +/ P(x,y)dx,
oM Iy Ty Iy Iy
—_——— —_—
=0, protoZe ¢’ (t)=0 =0, protoZe ¢’ (t)=0
tj.

b b
/3M P(x,y)dx = /Fd P(x,y)dx—|—/rh P(x,y)dx =/a P(x,(p(x))dx—/ P(x,¥(x))dx

b
- / [P(x. 0(x)) — P(x. ()] dx.

Na druhou stranu, podle Fubiniovy véty

b, r(x) b
— Pl (x,y)dxdy = —/ / Pl(x,y)dy)dx = _/ P(x, W(x)dx
//M y (¥, y) dxdy ; ( o0) y (X, 7) y) P

X

!George Green 1793-1841, Angli¢an
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b
- / [P(x.p(x)) — P(x. y(x)]dx,

tj. plati — [[3, P(x,y)dxdy = [5,, P(x, y)dx.

vlastnost integrdlu zavislého na parametru:
Nech? f : R? — R je spojitd funkce na néjaké oteviené mnoZiné 2 obsahujici normdlni mnozinu

M={x,y]eR?:a <x <bh, p(x) <y < ¥(x)}. Potom integril F(x) := (;/;)(3) f(x,y)dy je

spojitd funkce na {a,b). Md-li navic f spojitou parcidlni derivaci f} na 2 a ¢', ' jsou spojité na {(a, b),
pak F mda derivaci na (a, b) a plati

¥ (x)
F'(x) = /( ) S y)dy + fO, )Y (x) — f(x, 9(x)¢’ (x). (D)
o(x

Rovnost (A) vyuZijeme pii vypodtu [[y, Q% (x, y) dxdy. Fubiniova véta davd

//M Q' (x,y)dxdy = /f(/(;(/;()x) 04 (x,y) dy)dx.

PoloZime-li f = Q v rovnosti (A), pak

¥ (x)
/ L Q8 = F() = 0 Y () + 0.9/ 9)
o(x

a tedy
b b
// 0/, (x. y) dxdy = [F)J; - / 0(x. Y ()Y (x) dx + / 0(x, ()¢ (x) dx
M a a

¥ (b) ¥(a) b b
- / F(b.y)dy - / Fla.y)dy - / 0 (x. ¥ ()Y (x) dx + / 0(x. ()¢ (x) dx.
o(b) ¢(a) a a

Zaroveni vsak plati

/BM Q(x,y)dy=/FpQ(x,y)dy+/F[Q(x,y)dy+/Fh Q(x,y)dy+/rd 0(x.y)dy

v(b) ¥(a) b b
- / Fb.y)dy — / Ffla.y)dy - / 0 (r. Y ()Y (x) dx + / 0(x. 9 ()¢ (x) dx.,
@(b) v(a) a a

tj.//MQ(x,y)dxdy =/BM 0(x. ) dx. 0

Pozndmka 19.11. a) Analogicky by se tvrzeni dokdzalo pro normdlni mnoZinu vzhledem k ose y.

b) Tvrzenf ziistane v platnosti, i kdyz ¢4sti hranice I'y a I'j, budou po ¢dstech hladké kiivky.

¢) Tvrzeni dale bude platit i v pfipadé, kdy M je reguldrni mnoZina (pfipometime, Ze to je mnoZina,
kterou lze ,,rozfezat“ na kone¢ny pocet normdlnich mnoZin).

d) Platnost tvrzeni lze rozsifit i na pfipad jest¢ komplikovanéj$ich mnoZin nez jsou reguldrni mnoZiny
(napf. typu ,,fez ementdlem s nepiili§ p€knymi oky*). Zejména lze (za urcitych dalSich predpokladi)
pripustit hranice, které obsahuji kone¢ny pocet singularnich bod.

e) Obsah (miru) ohrani¢ené mnoZiny M lze pomoci Greenovy véty pocitat jako

1
AM) = E/Z)dey—ydx.

Priklad 19.12. Urcete obsah eliptické vysece mezi body A = [¢(t1), ¥ (t1)] a B = [p(t1), ¥ (£2)], kde
[pt), ¥ ()] = [acost,bsint], a,b >0, 0<t] <tp <7/2.
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Reseni. Budeme integrovat pies hranici eliptické tse&e, ktera se skldd4 ze tif hladkych &4sti: tisecky OA,
oblouku elipsy AB atseCky BO (O znadi po&itek). Aby platil vzorec nad piikladem, je potfeba hranici
tiseCe orientovat kladng, tj. ve sméru O — A — B — O. Use¢ku OA parametrizujme napt. rovnicemi
X =atcosty,y = btsinty, t € (0, 1), vi&i této parametrizaci je orientace isecky souhlasnd. Pfislusny
kfivkovy integrdl je potom vyjddfen

1 1
/7(—y,x) -ds = / (—btsinty,at costy) - (acosty,bsinty)dt = / 0dr = 0.
OA 0 0

Oblouk A B je vici parametrizaci x = acost, y = bsint, t € (t1, ) (viz zadan{) orientovan souhlasné,
plati tedy

%)
/A,?;(—y,x)-d§=/ (—=bsint,acost) - (—asint,bcost)dt

1

o] 2
= ab/ (sin? ¢ + cos? t)dr = ab/ dt = ab(tr — t1).
131 131

Integral pres tise¢ku BO bude, podobné jako integral pres tsecku OA, nulovy. Celkové tedy

1 1 1
)L(L’lseée=f/ —,x~d§+f/,\—,x-d§—|—f/ —y,x)-ds
)ZOA(y) 2AB(y) 2Bo(y)
1 1
=0+ Eab(lz —-)+0= Eab(lz —11).

Poznamenejme, Ze pro t; = 0 atp, = 27 dostdvame celou elipsu, vzorec tedy souhlasi se zndmym vzorcem
pro obsah mnoZiny ohraniéené elipsou S = wab (ten se redukuje na vzorec pro obsah kruhu, je-li a = b).

Poznamka 19.13. To, Ze v pfedchozim pfikladu byly integrily pies obé dsecky vychdazejici z pocatku
nulové, neni ndhoda. Plyne to z faktu, Ze praci pfes tsecku spojujici pocétek s néjakym bodem roviny
kond silové pole f (x,y) = (—y,x). Vkazdém bodé [x, y] asecky je tento vektor kolmy k useéce, coz
znamend, Ze Zadnou praci nevykond. Obecné tedy, pfi vypoctu obsahu pomoci Greenovy véty, integraly
pres tsecky vychdzejici z pocatku nenf potfeba pocitat.

Cviceni

19.1. Urcete hodnotu kiivkového intgerdlu
/ V1+4x2ds, I'={x,y]eR?>:y=x2 0<x<3/2}.
r

19.2. Napiste vzorce pro staticky moment Sy, (vzhledem k rovin€ xy), prostorové kiivky I" o jednotkové

délkové hustoté, ktera vznikne prinikem vélcové plochy x2 4+ y2 = 4 a parabolického vilce z = x2.

19.3. Urcete hodnotu kfivkového integralu

/F (%) - dF,

kde I” je &tvrtina elipsy x2 /4 + y2/9 = 1, leZici v I. kvadrantu orientovand proti smyslu ob&hu hodinovych
rucicek.

19.4. Uvazujte v R3 silové pole f = —xi — yf/ 2 —2zk. V tomto poli se bod o jednotkové hmotnosti
vzdéleny 2 m od osy z kolem ni ota¢i konstantni Ghlovou rychlosti /2 rad - s~! a sougasné se pohybuje
konstantni rychlosti 3/2 m-s~! v kladném sméru osy z (pohyb je tedy realizovén po §roubovici). Vypo&téte
préci, kterou vykond silové pole za dobu ¢ = 4, je-li na po&étku bod v poloze [2, 0, 0].
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19.5. Pomoci Greenovy véty odvodte, Ze pro dostate¢né rozumné mnoziny M C R? plati nasledujici
vzorec pro vypocet obsahu (miry) této mnoZiny:

1 -
AM) = 7/ (—=y,x)-ds,
2 Jam
kde dM je kladn€ orientovand hranice mnoziny M .

19.6. Pomoci pfedchoziho vzorce odvodte vzorec pro obsah kruhu o poloméru r.

Vysledky. 19.1. 6. 19.2. Sy, = 8 fozn(coszt)\/ 1 +4sin%2rdr. 19.3. 0. 19.4. —36 (price se tedy
spotfebovala). 19.6. wr2.

20 Nezavislost kiivkového integrdlu na integracni cesté

)

Definice 20.1 — nezavislosti kfivkového integrdlu na integracni cesté. Nechf £2 je oblast (tj. souvisld
a oteviend mnozina) v R?, f = (P, Q) : R?2 — R2 je spojité vektorové pole na £2, A = [x4, y4] a
B = [xp,yp] jsoubody v 2 a I' je jednoduchd po &éstech hladka kiivka leZici v £2 jdouci z bodu A

do bodu B. Pokud hodnota integrélu [ - f - d5 zhstdva stejnd pro kazdou kiivku I', fikdme, Ze integrdl
nezavisi na integracni cesté mezi body A, B a piSeme

B >
/ 7.
A

JestliZe uvedeny integral nezdvisi na integracni cesté mezi libovolnymi body A, B (zvolenymi kdekoliv
v oblasti £2), fikdme, Ze integrdl nezavisi na integracni cesté v oblasti 2.

m Véta 20.2. Necht f r(P.Q)- ds nezdvisi na integracni cesté v oblasti §2. Potom vyraz

P(x,y)dx + Q(x,y)dy

(Pfaffova? forma) je totalnim diferencidlem kmenové funkce (potencidlu)

[x,¥] .
o= [P0
[x4.y4]
(zdpis chdapeme tak, Ze integrujeme po libovolné kiivce leZici v oblasti 2 spojujici libovolny, ale pevné
zvoleny bod A = [x4, y4] s ,,proménlivim* bodem B = [x, y]).

Diikaz. Nechf integrdl z ]7 = (P, Q) nezavisi v §2 na integracni cesté. Potfebujeme ukazat, Ze funkce
@ vystupujici ve vété je v 2 diferencovatelnd a plati d@ = Pdx + Qdy (§. &y = P, @, = Q). Bud
B = [x, y] € £2 néjaky bod. ProtoZe §2 je oteviend mnozZina, existuje okoli bodu B takové, Ze je celé
obsazeno v £2. Vezméme v tomto okol{ libovolny bod 31 = [x1, ], x1 < x (druhou soufadnici md tedy
bod B; stejnou jako bod B). ProtoZe hodnota integrilu f n f ds je pro kazdou po ¢4stech hladkou k¥ivku
stejnd, mtizeme jednu konkrétni vybrat. Uvazujme kfivku, kterd se skldda z libovolné jednoduché hladké
kiivky I'7 jdouci z bodu A do bodu B; ausecky I jdouci z bodu B do bodu B o parametrizaci [z, y],
x1 <t < x (vzhledem k této parametrizaci je isecka I» souhlasné orientovanou jednoduchou hladkou
kfivkou). Mame tedy

@(x,y)=/ (P,Q)-cm/ (P.Q)-dF

Hodnota prvniho integrilu je néjaké redlné Cislo, a tudiZ parcidlni derivace tohoto ¢lene podle x je nulova.
Maéme tedy

d R d x
P4(x.0) = 5 /F (P.0)-d5 = a/ P(t.y)di = P(x. y).
2 X1

2Johann Friedrich Pfaff 1765-1825, Némec
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kde v posledni rovnosti jsme vyuzili vétu 23.3 z SA1 (resp. jejiho disledku 23.4), kterd fik4, Ze integral
jako funkce horni meze ze spojité funkce ma derivaci rovnu pivodni{ funkci. Analogicky bychom ukazali
platnost Q’y = Q (za kfivku I; bychom nyni uvazovali tsecku vedouci do bodu B rovnobéZnou s osou
y). ProtoZe funkce P, Q jsou v §2 spojité (to je v predpokladu definice nezdvislosti integrdlu na integracni
cesté), je @ na £2 (spojite) diferencovatelnd. Celkové tedy d® = Pdx + Qdy. O

Pozndmka 20.3. a) Vektorové pole ]7 : R™ — R” spojité na n&jaké oblasti 2 € R" se nazyvd porencidlové
v £2, jestliZe existuje funkce @ : R” — R takovd, Ze f = grad @ v kazdém bodé oblasti £2. ProtoZe pro
totdln{ diferencidl diferencovatelné funkce F plati

dF = Fy dxy + Fy,dxa 4 -+ Fy

Xn

dx, = grad F - (dx1,dx2 ..., dxp),

1ze pfedchozi vétu formulovat takto: Pokud kfivkovy integrél II. druhu vektorového pole f 1 R?2 —» R?
nezdvisi na integracni cesté v oblasti §2, pak je toto pole potencidlové v 2.

b) Potencidl se v literatufe nékdy uvaZuje s opacnym znaménkem, tj. je li @ kmenova funkce, pak
funkce ¥ = —@ se nazyva potencidl.

m Véta 20.4. Necht P, Q jsou spojité funkce v rovinné oblasti §2 a necht Pfaffova forma P dx + Q dy je
v §2 totdlnim diferencidlem néjaké funkce @ (tj. pole f = (P, Q) je zde potencidlové). Potom integrdl
f rf- d5 nezavisi na integracni cesté v §2 a plati

B _ B
/ f~d§=/ Pdx + Qdy = &(B) — d(A).
JA JA

Diikaz. Necht je splnén pfedpoklad véty, tj. vektorové pole f = (P, Q) je potencidlové v £2. Existuje tedy
funkce @ : R? — R takov4, 7e (P, Q) = grad @ v £2. Necht ddle I" C £2 je libovolna jednoduché hladkd
k¥ivka spojujici body A, B € £2, kter4 je orientovand souhlasné se svou parametrizaci % (t) = [¢(¢), ¥ (¢)],
t € {(a,b). Potom

/ P(x,y)dx+Q(x,y)dy=/ (P(x,y),Q(x,y))-d§=/ grad (x, y) - ds
r r r
b
= [ (@Le0.0@). 9400y 0) - (¢ 0. ¥ 0) ar

b /
(2(p). v (@) dr
= [2(e). ¥ ()], = P(e®). ¥ (1)) ~ P(p(@). ¥(@) = P(B) - (A),

b
- / (@ (). ()¢ (1) + B (1) ¥ () (1)) dt = /

a

kde prvni rovnost v poslednim fddku plyne z pravidla pro derivaci sloZené funkce a druhd plyne
z Newtonovy-Leibnizovy formule. ProtoZe kfivka mezi body A a B byla libovolnd, integrdl nezdvisi na
integra¢ni cesté (presnéji, ditkaz jsme provedli pouze pro jednoduchou hladkou kfivku, pro po ¢astech
hladkou kfivku by se diikaz modifikoval snadno, viz prvni pozndmka e) v kapitole 19). O

Pozndmka 20.5. a) Predchozi dvé véty tedy fikaji, Ze pro nezdvislost integrdlu na integracni cesté v oblasti
£2 je nutné a staci, aby existovala funkce @ : £2 — R, pro kterou plati, Ze P dx + Q dy je v £2 jejim
totdlnim diferencidlem.

b) Na vétu lze nahliZet jako na zobecnéni tvrzeni o Newtonové—Leibnizové formuli. To ve své zdkladn{
verzi fikd, Ze pro spojitou funkci f na uzavieném intervalu (a, b), kterd zde ma primitivni funkci F (tu
Ize chdpat jako jednorozmérny potencidl), plati |, f f(x)dx = F(b) — F(a).

¢) Véta umoziuje snazsi vypocet prace potencidlového (konzervativniho) silového pole, kdy je tato
préace ddna rozdilem potencidlnich energii v koncovém a pocdtecnim bod¢ kfivky. V pfipad€ uzaviené
kiivky je

b 65 = 0B)— o) = 0(4) - () =0,
r
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a tedy potencidlové silové pole Zadnou préaci nevykond. Podminka

ggf-cﬁ:o
r

pfes libovolnou uzavienou po ¢astech hladkou kfivku I" je zdroven postacujici podminkou pro nezavislost
na integracni cesté (potencidlovost pole f'). To plyne z jednoduché dvahy. Ozna¢me A spoleény pocateéni

a koncovy uvazované kfivky I" a zvolme na kfivce bod B. Tento bod rozdéli kiivku na dvé ¢dsti. Ozna¢me
I'1 ¢ast jdouci z bodu A do bodu B a I, ¢ast jdouci z bodu B do bodu A. Pak plati

0=§I§.f7-d§= f&+ | f&5 = f~d§:—/ f-ds.
r I > I I>

Pokud symbolem I';* nyni ozna¢ime opacné orientovanou kiivku I’> (ta nyni jde z bodu A do bodu B),

tak vidime, Ze
fods= / f-ds,
I ry

a protoZze I byla libovolna uzaviend po ¢astech hladka ktivka, plyne z posledni rovnosti nezavislost
integrdlu na integra¢ni cesté (coZ je ekvivalentni s potencidlovosti integrovaného vektorového pole).

Z praktického hlediska je podstatnd nasledujici véta, kterd dava postacujici podminku pro nezavislost
na integra¢ni cesté. Oblast £2 se nazyva jednoduse souvisld, jestlize kazdou uzavienou kiivku lezici v £2
Ize ,,stdhnout* v bod, aniZ bychom oblast opustili. Jednoduse souvisla oblast tedy nemd zZadné ,,diry“.

m Véta 20.6 — postacujici podminka pro nezavislost integrdlu na integraéni cesté. Nech? §2 je
Jjednoduse souvisld oblast v IR?, P, Q jsou spojité spolu s parcidlnimi derivacemi P)’,, Q’, na 2 a plati

Pi(x,y) = Q(x,y) V[x,y] € 2.
Potom / P dx + Q dy nezavisi na integracni cesté v 2.
r

Diikaz. Z pozndmky c) pod vétou 20.4 jiz vime, Ze nezdvislost integralu na integracni cesté je ekvivalentn{
tomu, Ze integrdl po libovolné po ¢astech hladké uzaviené kfivce leZici v oblasti §2 je nulovy. Dile,
v duchu pozndmky pod vétou 19.10 1ze dokdzat, Ze Greenova véta plati, pokud budeme uvazovat kompaktn{
mnoZinu v roving, jejiZ hranice je po ¢astech hladkd uzaviend kfivka. Vezméme tedy v jednoduse souvislé
oblasti £2 libovolnou po ¢astech hladkou uzavienou kiivku I" a uzavienou mnozinu M C 2 takovou, Ze

dM = I'. ProtoZe vektorové pole f je spojité spolu s parcidlnimi derivacemi P),, Q' na 2, a tedy i na

M, podle Greenovy véty plati
// (0 — P})dxdy = §1§ f-ds.
M r

Dvojny integral na levé strané je v§ak nulovy diky rovnosti Py’ = Q. tedy je nulovy také kfivkovy integral
na pravé stran€, a protoZe po ¢astech hladkd uzaviend kiivka I" byla volena libovolné, integrdl ve vété
nezdvisi na integracni cesté. O

Pozndmka 20.7. a) Ma-li pole f = (P, Q) uvedené parcidlni derivace spojité, podminka Py’ = Q%
v §2 je zéaroven nutnou podminkou pro nezavislost integralu na integraéni cesté, resp. existenci potencidlu
(i v pfipadg oblasti, kterd nenf jednoduse souvisld). To plyne ihned ze Schwarzovy véty: Pj, = (Py);, =
(pJ’c/y = qj)///x = (CD}//); = 0%.

b) Predpoklad jednoduse souvislé oblasti obecné nelze vynechat. Pokud oblast neni jednoduSe souvisld,
tak vektorové pole f miZe, ale také nemusi mit potencidl. Napt. pole

-

— X Y
f(x,y)—(\/x2+y2,\/x2+y2)
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je spojité na £2 = R \ {[0, 0]} a neni t&7ké nalézt potencial (Ize i uhodnout) @(x, y) = /x2 + y2 + C.
Podle véty 20.4 tedy integral [ r/f- ds nezdvisi na integralni cesté.
UvaZujme nyni napf. vektorové pole

) = (500 o
) =5—5 55
gx.y 242 X212

které je spojité op&t na oblasti 2 = R? \ {[0, 0]}. Spotitejme integral i) T & - d5 pes jednotkovou kruZnici
se stfedem v pocatku:

2w 2w
/ §~d§:/ (—sint(—sint)+costc0st)dz:/ 1dt = 2,
r 0 0

coZ znamend, e integrdl zdvisi na integratni cestd (podle véty 20.4 tedy g nemize mit v R? \ [0, 0]
potencidl).

¢) V piipadé integralu vektorového pole f = (P, Q, R) ptes prostorovou ki'ivku I" bychom nezavislost
na integra¢ni cesté definovali analogicky. Obsah vét 20.2, 20.4 a 20.6 ziistava v platnosti, pficemZ podminka
z véty 20.6 se modifikuje na

(aR 90 8P AR 90 aP) )
=0.
dy 9z’ 9z  Ox’ Ox  dy

k

£ i)
rot f := det 3z
R

~ e~
(Q\S:"‘Q:\.l

To znamend, Ze postacujici podminkou pro nezdvislost integralu na integracni cesté v jednoduse souvislé
prostorové oblasti §2 jsou rovnosti R}, = Q7, P, = R, Q) = P v 2. Diikkaz nyni vyuzivd Stokesovu
vétu, viz kapitola 22.

Priklad 20.8. Rozhodnéte, zda vektorové pole f = (xy% —2,x2y + 5y2) je potencidlové (konzervativni),
pokud ano, naleznéte prislusny potencidl.

Reseni. Plati P)ﬂ = 2xy = Q) v kaZdém bod& roviny, a tedy vektorové pole f je potencidlové v celé
rovin& R? (mnoZina R? je jednoduse souvislou oblasti). Protoze P = @), O = &}, musi naopak byt

<1>=/de nebo (Dz/Qdy.

UvaZujeme-li napf. prvnf variantu, pak

1
P(x,y) = /(xy2 —2)dx = Exzyz —2x +c(y)

a zbyva urcit funkci c. Tu ziskdme tak, Ze predchozi rovnost derivujeme podle opa¢né proménné, neZ jsme
integrovali (v naSem pfipadé podle y); ziskand rovnost se pak musi rovnat sloZce Q. Mdme tedy

5
@) (x.y) =x2y + () =x?y + 5y Odud '(y) = 5y> = c(y) = S/yzdy = §y3 +C.
Celkové 1 5
D(x,y) = Exzy2 —2x + §y3 + C.

Tuto funkci by také bylo mozné ziskat z kiivkového integralu zadaného vektorového pole po libovolné
ktivce spojujici body [x4, y4] a [x, ¥] (nejjednoduseji po dsecce).

Pozndmka 20.9. Kmenova funkce (potencial) je, podobné jako primitivni funkce k funkci jedné proménné,
ur¢ena jednoznaéné az na aditivni konstantu C € R.

[2,-1,3]
Priklad 20.10. Uréete hodnotu integrilu / (2xy.x?—z,1—y)-ds.
[1,0,0]
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Reseni. Ové&fme, e vektorové pole je skutecné potenciglové. Plati
1 l I ! 1 l 3
R, =-1=0;, P, =0=R, Oy =2x=Py V[x,y,z] € R,
To znamend, Ze rot f = 6 vIR3, atedy f je v celém prostoru potencidlové. Potencidl miizeme vypocitat

stejnou technikou jako v pfedchozim piikladg, tj. vyjdeme z faktu @5 = P, @}, = Q, @, = R. Odtud
napf.

<1§(x,y,z):/R(x,y,z)dz:/(l—y)dz:z—yz—l—c(x,y).

Funkci ¢ uréime tak, Ze pfedchozi rovnost parcidlné zderivujeme (postupné podle x a y) a vyuZijeme, Ze
@, = P, P, = Q. Mdme tedy

Or(x,y,2) = cy(x,y) =2xy a @p(x,y,2) =2+ c,(x,y) = x? -z,

tj.

14 _ / _ 2

x(x,y)=2xy a c)(x,y) =x".

Integraci druhé rovnosti vzhledem k y pak mame c(x, y) = x2y + k(x). Zbyva uréit funkci k. Derivujme
posledni rovnost podle x, coZ vede nac’ (x, y) = 2xy+k’(x) adiky vySe uvedené rovnosti ¢l (x, y) = 2xy
plati ¢, (x,y) = 2xy + k’(x) = 2xy, neboli k’(x) = 0. To znamend, ze k(x) = C, kde C € R je
libovolna konstanta. Kmenovd funkce ma tedy tvar

D(x,y,z)=z—yz+x2y+C

a hodnota integrélu je

[2,-1,3]
/ xy,x2—z,1—y)-ds = ?(2,—1,3) = #(1,0,0) =2+ C — C = 2.
[1,0,0]

Cviceni
20.1. Rozhodnéte, zda dané vektorové pole je potencidlové v oblasti §£2 a v kladném pfipadé urcete
potencial:

X+ 2y y
(x+y)? (x+y)?

. 1 1 1 3001 3
R

x2y  x2z° xy?  y2z7 xz2 yz2

a) f(x,y)=( ) 2 =Rt xRT,

), 2 =Rt xRt xRt.

20.2. Rozhodnéte, zda silové pole f = (—y, x) je konzervativni a urlete praci, kterou vykond po dsecce z
bodu [0, 0] do bodu [3, 2].

20.3. Vypocltéte praci W, kterou vykond tihové pole ]7 = —mglg zbodu A = [x4, y4,24] do bodu
B = [xp.yB.zB]-

20.4. Urcete cirkulaci vektorového pole ]7 (x,y)= x3i — y3f (tj. integral 951“ f - d5) po uzavfené kivce
I', kterd se sklddd z Casti kruZnice x = rcost, y = rsint, t € (0,7/2) a tseCek spojujicich konce
&asti kruznice s po¢atkem. Takto kiivka je orientovana kladng. Ulohu feite dvéma zpiisoby: a) spocitejte
ktivkovy integrél, b) vyuZijte poznatkl o nezavislosti integralu na integracni ceste.

20.5. Vypoctéte integral

[1,0,0] 3
/ (2x + 3y + sinz2,2x, 2xz cos z2) - ds.
[0,0,0]

Visledky. 20.1.2) ®(x,y) = In(x + y) — £45 + C,b) B(x,y,2) = —5 -L+ y% + C.20.2. Nenf

a prace je nulova. 20.3. W = mg(z4 — zp). 20.4. 0. 20.5. Nelze (pole neni potencidlové).
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21 Plochy v prostoru

Definice 21.1 — prostorové plochy a souvisejicich pojmu. 1. Necht Sy, je kompaktni mnoZina v R?

takovd, Ze existuje oblast £2 C R2 splitujici £2 € Syv (Syop tedy nemiize byt bod nebo kiivka) a necht

= [, ¥, x] : R? — R3 je 3-funkce spojitd na Syy. Plochou v R3 (prostorovou plochou) nazveme
mnozZinu

S={lx.y.z] € R’ :x = p(u,v), y = Y, v), z = (@, v). [u,v] € Suv}

a 3-funkci .# nazveme parametrizaci plochy S.
2. Nechf mnozina Sy z pfedchoziho bodu mé po &astech hladkou hranici 08y, % je prostd na Sy,
Jacobiova matice %’ je spojitd na Sy a te¢né vektory

fu (., v) = (7, (u,0), Y, (. 0), 13, (. 0)). B, v) = (0 (1, 0). Yy (), 2y (. v))

jsou linedrné nezédvislé v kazdém bod¢€ [u, v] € Syy. Pak plochu S nazveme jednoduchou hladkou
plochou. Obraz % (0Syv) kiivky 0Sy nazveme okrajem plochy S a budeme znacit S (s védomim, Ze
jsme v kolizi se znaenim, nebot symbol dS jsme pouZivali také pro hranici mnoZiny, coZ je v naSem
ptipadé opét S). Z uvedenych predpokladi je zfejmé, Ze hladké plochy se nikde neprotinaji, nemaji
Zadné ,,ostré hrany ani vrcholy, a v kaZzdém bod¢ plochy 1ze sestrojit te€nou rovinu.

3. Plochu S € R3 nazveme po cdstech hladkou plochou, existuji-li jednoduché hladké plochy
S1,82, ..., Sy takové, Ze plati:

A S=851USU---USy;

(i) $; N'S; € 3S; NAS; prokazdé i # j, piicemZ S; N §; je bud jednoduchd hladka kiivka, nebo
po Castech hladka kfivka (miiZe byt i uzaviend) — v tomto pifpadé itkdme, Ze S; a S; jsou pFilehlé
plochy, nebo bod, nebo prazdna mnoZina;

(iii) Proi # j # k je S; N Sj N S; jednobodova nebo prazdnd mnoZina;
(iv) Prokazdéi = 2,3,...,n je plocha S; pfilehld k nékteré z ploch Sy, S2,...,S;i—1.

4. Kitivku I nazveme cdsti okraje po ¢astech hladké plochy S (kterd se sklddd z n jednoduchych hladkych
ploch), jestliZe existuje pravé jednoi € {1,2,...,n}tak,7ze @ # I’ N dS; C 3S;. Okraj 0S po Castech
hladkeé plochy S pak definujeme jako sjednoceni vSech ¢asti hranice této plochy.

5. Po &éstech hladkd plocha S se nazyvd uzaviend, jestlize S = @. Prikladem uzaviené plochy je kulova
plocha, povrch kvédru, vilce, kuzZele, atp.

Pozndmka 21.2. a) V dal$im uvidime, Ze ddleZitou roli bude hrét normalovy vektor v bodech plochy.
ProtoZe fy, fy jsou te¢né vektory, normalovy vektor Je dén vektorovym soudinem 7, X fy. V piipads
jednoduché hladké plochy linedrni nezdvislost vektorti 7, a f, na celé mnoZing Sy, zaruCuje, 7e vektorovy
soucin je nenulovy, a tedy normdalovy vektor v kazdém bod¢ hladké plochy existuje. Navic se spojit€¢ méni
diky pfedpokladu spojitosti .Z’

b) Graf funkce dvou proménnych z = f(x, y), kde [x, y] € Sxy piedstavuje plochu. Lze ji vZdy
parametrizovat nekonecné mnoha zplsoby, napt. x = u,y = v,z = f(u, v),kde [u, v] € Sxy. Analogicky
pro graf funkei y = g(x,z)az = h(y, z).

¢) Jednoduché hladké plochy maji dvé ,,strany . Nepatii mezi né napt. znamy Mobitv list (August
Ferdinand Mobius 1790-1868, Johann Benedikt Listing 1808—1882, Némci), ktery 1ze popsat parametricky
X = cost + pcost/2cost, x = sint + pcost/2sint,z = psint/2,t € (0,27), p € {Pmin» Pmax)
(takto popsany list by mél jednotkovou délku). Druhym nejzndméj$im piikladem plochy, kterd nema dvé
strany, je Kleinova nadoba (Felix Christian Klein 1849-1925, Némec). Tu si 1ze zjednodusené predstavit
jako uzavfenou nddobu, kterd nemd vnitiek ani vnéjSek. Podobnych ploch je zndmo vice, nazyvime je
Jednostrannymi plochami.

d) Pro potfeby plosného integralu II. druhu je tfeba plochu orientovat. Plochu orientujeme tak, Ze
vybereme smér vektoru normdly. Jednostranné plochy nelze orientovat.
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Cviceni
21.1. Parametrizujte mnoZinu S, je-li
a) S={xyz]eR®: x> +y2+22=100, -8 <z <6},

b) S={[x,y,z]eR3:x2+y2+22=4,x2—|—y2§2x,220}.

Vysledky. 21.1. a) x = ~100 —u2cosv, y = v100 —uZsinv, z = u, Syy = (—8,6) x (0,27),
b)x =ucosv,y =usinv,z = vV4—u2, Syp = {[u,v] eR2: —r <v<m 0<u <2cosv}.

22 Plosny integradl

Definice 22.1 — plosného integrdlu I. druhu pres hladkou plochu. Nechf S je jednoduché hladké
plocha s parametrizaci .# = [p, ¥, y] : R? = R3 a f : R? — R je spojitd funkce na n&jaké prostorové
oblasti obsahujici plochu S. Potom definujeme plosny integrdl I. druhu vztahem

// f(x.y,2)dS :=// [ (@), ¥, v), 21, ) 7, 0) X By (4, )| dudv. (%)
S SM'U

Pozndmka 22.2. a) Za uvedenych predpokladi je funkce f(@(u, v), ¥ (u, v), x(u, v))|f (1, v) X Ty (u, V)|
spojitd na Syy, tudiZ je integrovatelnd a definice ma smysl.

b) Jako motivace pro takto zavedeny integrdl poslouZi iloha spocitat hmotnost plochy S, kde funkce
[ predstavuje plo§nou hustotu. Pro jednoduchost pfedpokladejme, Ze Sy je obdélnik. Uvedeny vzorec se
odvodi tak, Ze mnoZina Sy se (stejné jako u zavedeni dvojného integralu) ,;rozieze* na malé obdélniky
Lij = (uj—1,u;) ¥ (vj_l, vj),i =1,...,n,j =1,...,m. Tyto obdélniky zaroven urcuji d€leni plochy
pomoci malych plosek S;;. MySlenka je, Ze obsah kazdé ploSky S;; nahradime obsahem Cdsti teCné
roviny (nad obdélnikem /;;), napfiklad v bodé .% (u;_1,vj_1). Lze ukézat, Ze obsah této Cdsti te¢né
roviny je roven |ty (1 —1, vi—1) X fp (i1, vi—1)|(; —ui—1)(v; — v;_1). Aproximace hmotnosti plogky
S;j je pak ddna hodnotou f(.F (u;—1.,vj 1))t (ui—1.vi—1) X Ly (ui—1, vi— )| —ui—1)(v; —vi_1)
a aproximace hmotnosti celé plochy S je

n

DO AT @imr, vj o)) (imy vie1) X By iy, vim )|t = ui—1) (v = vi—1).

i=1j=1

To ale nenf nic jiného neZ integralni soucet, ktery v limité (pro kaZzdou nulovou posloupnost déleni Sy)
dédva pravou stranu rovnosti ().

¢) Stejné jako u kiivkového integralu 1ze ukdzat, Ze hodnota integrdlu nezavisi na zvolené parametrizaci.

d) Integrél [[¢ dS predstavuje obsah plochy S.

e) Je-li plocha S dédna explicitné, napf. jako z = f(x, y), kde [x, y] € Sxy, a jsou-li parcidlni derivace
Sy, fy’ spojité na Sy, pak pro velikost normélového vektoru v bodé [x, y] € Sxy plati

JiCe ) = 1+ ()2 + (S )2

f) Je-li S po ¢astech hladkd plocha sklddajici se z hladkych ploch S;,i =1, ..., n, pak definujeme

//Sf(x,y,z)dS :=g//Si f(x,y,z)dS,

kde S; jsou hladké. Lze ukézat, Ze hodnota nezavisi na konkrétnim rozkladu na hladké plochy.

Pfiklad 22.3. Vypoitejte integrdl [[¢(x? + y?)dS, kde S je povrch kuZele /x2 + y2 <z < 1.
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Reseni. Povrch se skldd4 z podstavy a plasté. Podstava md parametrické vyjadieni x = pcosg, y = psing,
z =1, [p,p] € (0,27) x (0, 1), a tedy teCné vektory jsou fp(go, p) = (cosg,sing,0), 7¢(g0, p) =
(—psing, pcos ¢, 0). Jejich vektorovy soucin pak predstavuje normélovy vektor

1i(¢p, p) = (cos ¢, sing,0) x (—psing, pcosp,0) = (0,0,p) = |i(p.p)| =p
Integral ptes podstavu md tvar

1
2w 1 4
0 s
Intpogst = // P2d¢dp = / (/ P2 : pdp)dsz) =2n|— | =—=.
S, 0 0 4 0 2

@wp

Plast kuzele pak lze parametricky vyjadfit jako x = pcosg, y = psing, z = p, [¢, p] € (0,27) X
(0, 1). Odtud

7i(¢. p) = (cos.sing. 1) x (—psing, pcos ,0) = (—pcosg, —psing.p) = |ii(p.p)| = v2p.

Plosny integrdl pies plast je pak dén dvojnym integrdlem

1
4
2w
Intys = ﬁ// 03 dpdp = 2427 |:p:| = L
Sovp 4 0

Celkové
b
//S(x2 + yz) ds = Intpodst + Intplégf = 5(1 + \/E)

Definice 22.4 — plosného integrdlu Il. druhu pies hladkou plochu. Necht S je orientovand jednoduchzi\
hladkd plocha s parametrizaci .# = [, ¥, y] : R — R3 a vektorové pole f =(P,0,R):R3 > R3je
spojité v néjaké prostorové oblasti obsahujici plochu S. Ozna¢me ds = (dydz,dxdz,dxdy) (orientovany
diferencial plochy). Potom plosny integral I1. druhu definujeme jako

// Fxuy.z)-d§ :=i// F e, 0 ¥ (0, v). 10, 0)) - Gt v) x Ty v)) dudv, (%)
S Su'l)

kde znaménko + uplatnime, je-li normdlovy vektor 7i = fu X fv orientovan souhlasné se zadanou orientaci
plochy (tj. m4 stejny stejny smér jako vektor definujici orientaci plochy), a znaménko —, je-li tomu naopak.
Uv&domme si pfitom, Ze pokud normalovy vektor spo&itame jako #, X f;, dostaneme opa&nou orientaci
(vektorové ndsoben{ je antikomutativni operace).

Pozndmka 22.5. a) Motivace pro takto zavedeny integrdl je nésledujici. Bud't rovinna plocha, pfes kterou
protékd ve sméru jejiho jednotkového normalového vektoru 7i1 nestlacitelna kapalina konstantni rychlosti
(tj. nezdvislou na poloze i Case) danou vektorem fc Potom (objemové) mnozZstvi kapaliny, které protece
pres plochu t za jednotku €asu je ddno ¢islem ]7c -1n1A(z), kde A(7) je obsah plochy 7. Jaky bude tok
vektorového pole f pfes plochu S ? UvaZujeme-li opét pro jednoduchost mnoZinu Sy, jako obdélnik, ktery
rozdélime na malé obdélniky /;; = (u;—1,u;) x (v j—15Vj ), pak aproximace toku pies ¢4st plochy Sj; (ta
je ddna obrazem .% (I;;)) bude dédna tokem vektoru f (uj—1,vj—1) pres ¢dst te¢né roviny (nad obdéInikem
i) vbod€ F(u;—1,v;—1), tj. hodnotou

fy(ui—1,vj—1) X Ty(Ui—1,vj—1)
|t (-1, vj—1) X ty (Uj—1,Vj—1)|
(uj —ui—1)(vj —vj—1)

=J?(37(ui—1,vj—1)) At (i—1.vj—1) X Ty (ui—1,vj—1)) (i —uj—1)(v; —vj_1).

f(ﬁz(ui—l,vj—ﬂ)' |t (ui—1,vj—1) X fy(ui—1,vj—1)|

Aproximaci celkového toku pak bude soucet pfes vSechny obdélniky 7;;, coz ale neni nic jiného neZ
integralni soucet, ktery v limité (pro kazdou nulovou posloupnost déleni Sy, ) ddva pravou stranu vzorce

(k).
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b) Pokud plochu S Ize vyjddrit explicitné zarovefi jako x = f(y,z),kde [y, z] € Syz,resp.y = g(x, z),
kde [x, z] € Sxz, resp. z = h(x, y), kde [x, y] € Sxy, pak lze integrél vyjadfit jako

// P dydz + Q dxdz + Rdxdy
S

=4 //Syz P(f(y,2),y,2)dydz &+ //;XZ O(x,g(x,z),z)dxdz £ //.;xy R(x,y,h(x,z))dxdy,

kde ,,4+“ bereme, pokud normalovy vektor z orientace plochy svird s kladnym smérem osy x, resp. y,
resp. z ostry thel a ,,—“ bereme, pokud svird tupy thel. Je-li primétem plochy do néjaké ze soufadnych
roviny k¥ivka, klademe piislusny integrdl roven nule (to odpovida situaci, kdy je normélovy vektor kolmy
na vektor soufadnicové osy, a tedy prislusnd slozka vektorového pole k celkovému toku nepfispivd).
Poznamenejme jest€, Ze pfi daném znaceni pro normdlovy vektor plochy S plati 7 = (1, —fy’ ,— 1), resp.
i =(-gh.1,—g}), resp. i = (—h;,—h;, 1).

Priklad 22.6. Urcete tok kapaliny s rychlostnim polem f = (x,y, z) pfes vélcovou plochu x2 4 y2 = 1

X

mezi rovinami z = 0 a z = 1. Plocha je orientovédna tak, Ze normdlovy vektor sméfuje od osy z ,,pry¢*.

Reseni. Zadanou &4st véalcové plochy parametrizujme rovnicemi x = cosg, y = sing, z = v, [p,v] €
(0,27) x (0, 1). Normdlovy vektor je ddn vektorovym soucinem tenych vektord, tj. mame

(g, v) = (—sing, cos @, 0) x (0,0,1) = (cos ¢, sing, 0).

Dosadime-li napt. bod ¢ = 0, vidime, Ze 7(0,v) = (1,0,0), tj. normdlovy vektor sméfuje v kladném
sméru osy x, tj. od osy z ,pry¢*, coZz znamend, Ze orientace vektoru 7 je se zadanou orientaci plochy
souhlasnd. Tok kapaliny je pak ddn integrdlem

N 27 1
// (x,y,2z)-dS = / (/ (cos ¢, sin @, v) - (cos ¢, sin ¢, 0) dv)d(p
S 0 0

21, 1 2m 1
= / (/ (cos2 0+ sin? ®) dv) dy = / d(p/ dv = 2m.
0 0 0 0

Pozndmka 22.7. Vztah mezi plosnym integrdlem 1. a II. druhu je ndsledujici. Je-1i S hladkd plocha, potom
jeji normélovy vektor i = f, X f, lze normalizovat vydé&lenim jeho velikosti, tj. vektor

- ty X1ty

ni > =
|ty < ty]

%ﬁﬁ #%ﬁmm

m Véta 22.8 — Gaussova-Ostrogradského3. Necht M je normdlni mnozina v R3 takovd, Ze jeji hranice
dM je po castech hladkd uzaviend plocha orientovand ve sméru vnéjsi normdly a nechf vektorové pole

-

je jednotkovy a plati

f = (P, Q,R) je spojité na M a md zde spojité parcidlni derivace Py, va a RY,. Potom plati

///Mdivf(X,y,z)dxdydz = ﬂ%M f(x,y.2)-dS,

kde div f := P}, + Q}, + R,

Pozndmka 22.9. Platnost tvrzeni lze rozsitit i na komplikovanéj$i mnoziny neZ je normdlni, dplné
libovolné mnoZiny to ale byt nemohou.

Priklad 22.10. Urcete tok vektorového pole }7 = (yz, xz, xy) pres boéni stény ¢tyfsténu s vrcholy [0, 0, 0],
[2,0,0],[0,1,0] a0, 0, 2], které jsou orientovany tak, Ze normalovy vektor sméfuje z t€lesa ,,ven*. VyuZijte
faktu, Ze tok pfes bocni stény je ddn tokem pres cely povrch bez toku pies podstavu.

3Michail Vasiljevi¢ Ostrogradskij 1801-1862, kozdk z izemi dne$ni Ukrajiny
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Reseni. Plati div f = (y2)% + (x2)}, + (xy); = 0, atedy trojny integrdl pies zadany Etyistén je nulovy.
Nynfi stac{ spocitat plo$ny integrél pies podstavu:

// (yz,xz,xy)-d§ = —// xy dxdy,
Spodsl Sxy
kde Sxy je trojihelnik vymezeny nerovnostmi 0 < x <2, 0<y <1-— % Mame tedy
2 1-x/2
—// xydxdy——/ (/ xydy)dx
Sy 0
2 2
_ 1! at-x/24, 1 _ L)
= / [xy<1o 3 /0 x(l X+ 1 dx
1 4 1,77
= —7/ (4x —4x? 4+ x3)dx = — [2x2 ——x34 fx4:|

46T )= 5

Tok pfes boéni stény pak je 0 — (—£) = ¢.

Pozndmka 22.11. Objem télesa §2 1ze pomoci Gaussovy—Ostrogradského véty pocitat jako
1 S
V(§2) = 7# (x,y,z)-dS.
3 s

m Véta 22.12 — Stokesovas. Necht' S je jednoduchd hladka plocha, kterd je spolu se svym okrajem 08
orientovana tak, Ze kdyZ poloZime dlari pravé ruky kolmo k ploSe S na jeji okraj 0S tak, aby prsty ukazovaly

orientaci kiivky, pak palec ukazuje smér normdly plochy. Necht ddle f je vektorové pole, které md spojité
parcidalni derivace na néjaké oblasti obsahujici plochu S. Potom plati

//Srotf(x,y,z)-dg = %S f(x,y,z)-dE.

Pozndmka 22.13. Tvrzeni zGstane v platnosti i v pfipad€ po ¢dstech hladké plochy, kterd ma neprazdny
okraj.

Pfiklad 22.14. Pomoci Stokesovy véty (po horni poloving kulové plochy x2 + y2 + z2 = r2) vypoctste

integral
/ (x2y3,1,2) - d5,
r

kde I' je kruZnice x2 + y2 =2 (r > 0), z = 0, orientovéna tak, e v rovin& (x, y) ,,obfhdme* proti
smyslu pohybu hodinovych rucicek.

Reseni. Pro rotaci zadaného vektorového pole plati

rot ]7 = (0,0, =3x2y?).

Int = // 0,0, —3x2y2)-d§,
S

2

Podle Stokesovy véty tedy mdme

kde S je horni polovina kulové plochy x2 +y2 +2z2 = r2 orientovand tak, Ze vektor normaly svir s kladnym
smérem osy z ostry thel. Parametrické vyjadfeni této plochy je x = rcosgcos?d, y = rsingcos v,
z =rsind, ¢ € (0,27), ¥ € (0, 7/2). Tené vektory jsou ddny

f(p = (—rsingcos®,rcospcos,0), fy = (—r cosgsintd, —r sing sin 9, r cos ).

4George Gabriel Stokes 1819-1903, Ir
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Dile

=1y Xty = (r? cos ¢ cos? &, r2 sin ¢ cos? @, r2 cos ¥ sin ),

a tedy

27 /2
Int = — / (/ (0,0, 3r4 cos? 10 sin? © cos? ¥)
0 0

(r? cos g cos? 9, r2 sin g cos? ¥, r2 cos ¥ sin ) di¥) dg

27 )2 cost =t
=376 /0 cos? g sin? do /0 cos® ¥ sin® d = dy = —Si‘:fﬁ

0—>1,7/2—>0

1
3 6 2w 5 1 5 3 6 2w l6
=——r sin“ 2¢ t>dt = —=r (1 —cosdp)dy | —
4 0 0 8 0 6 0

1 1
_ _g O[]y = —gnr®

Nékolik operatorovych identit
Plati:

l.divf=V-7,

2. rotf =Vx f,

3. rotVf =o,

4. div rotf =0,

5.divVf = fi + fyy + f7z =t Af (symbol A se nazyvé Laplaceivs operitor).

Pozndmka 22.15. Stokesovu vétu lze interpretovat také takto: je-li néjaké vektorové pole ]7 rotaci jiného
vektorového pole, pak plosny integral jfs f -dS zdvisi pouze na okraji plochy 9, nikoliv na jejim vnitiku.
V takovém piipadé je podle bodu 4 ptredchozich identit div f = 0 a fikdme, Ze pole f Je nezridlové
(solenoidalni).

Cviceni

22.1. Urcete plo$ny integral

A mds*

kde S je povrch Etyfsténu s vrcholy [1, 0, 0], [0, 1,0], [0,0, 1] a [0, 0, 0].
22.2. Spocitejte plosny integral
//(x,y,xyz)-d§, kde S ={[x.y.z]eR3:z=xy, x2+y2 <5}
S

orientovand tak, Ze normdlovy vektor svird s kladnym smérem osy z ostry dhel.

22.3. Pomoci Gaussovy—Ostrogradského véty spocitejte plosny integral
//(x—y+z,y—z+x,z—y+x)-d§, kde S ={[x,y.z] € R®:|x|+|y|+ |z| = 3}
S

orientovand tak, Ze normdlovy vektor sméfuje k pocatku.

SPierre Simon de Laplace 1749-1827, Francouz
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22.4. Pomoci Stokesovy véty spocitejte integral
/ (x,y,z)-ds, kde I = {[x,y,z] eR3:x?2+y2 =4,
r

a orientace je ddna pofadim bodu kfivky [2,0, 0], [0, 2, 3] a [-2,0, 6].

Vysledky. 22.1. (v/3 — 1)In2 — v/3/2 + 3/2. 22.2. 1257 /24. 22.3. —108. 22.4. 107.
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