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Predmluva

Tato skripta jsou urCena studentiim druhého ro¢niku Fakulty strojniho inZenyrstvi VUT v Brné pro
studium predmétu Matematika IIL. Jejich text vych4zi ze stejnojmennych skript prof. Alexandra Zeni$ka
aprvniho z autort, vydanych v roce 2001. Tuto puvodni predlohu v$ak bylo tfeba podstatnym zptisobem
upravit, a to predev$im s ohledem na nékolik vyznamnych zmén ucebnich plant pro prednésky a cvideni
z tohoto pfedmétu, k nimz v uplynulych letech doslo.

Piedmét Matematika IIT tvori tii klasické partie matematické analyzy: nekone¢né fady, obycejné
diferencialni rovnice a parcialni diferencialni rovnice. Hlavnim cilem skript je proto podat zaklady téchto
matematickych disciplin, véetné uvedeni vybranych aplikaci. U étendtt se pfi studiu skript predpoklada
znalost diferencidlniho a integralniho poctu funkce jedné a vice proménnych, véetne zdkladt linedrni
algebry - vie v rozsahu, v jakém jsou tyto partie probirany na Fakulté strojniho inZenyrstvi v rAmci
predchazejicich kurzd.

Po formalni strince jsou skripta rozdélena do tfi kapitol, které se dale ¢leni na jednotlivé sekce.
Prvni kapitola (sekce 1-4) obsahuje zdklady teorie ¢iselnych a funkénich fad (véetné fad Taylorovych
a Fourierovych) v obvyklém rozsahu. Druha, nejrozsihlejsi kapitola (sekce 5-14) se zabyva teorii,
metodami fedeni a aplikacemi obycejnych diferencidlnich rovnic. Zavére¢né kapitola (sekce 15-17)
tenédfe seznamuje s vodem do teorie parcilnich diferencilnich rovnic, se zaméfenim na rovnice
matematické fyziky. VétSina textu svym rozsahem odpovida latce probirané v predmétu Matematika IIL.
V nékterych partiich (vénovanym napt. metodé Laplaceovy transformace nebo nékterym oblastem
parciélnich diferenciélnich rovnic) jde vyklad hloubéji, a to predevsim s ohledem na skutecnost, Ze tyto
partie jsou v inZenyrské praxi vyuZivany v fadé rozmanitych souvislosti. Snahou autort proto bylo
podat jejich vyklad takovou formou, kterd by pripadné mohla byt uZite¢na i pro pokrocilejsi ¢tendfe.

Dtikazy jednotlivych matematickych tvrzeni se obvykle pfi prednaskach neuvadéji, a to zejména
z Casovych diivodd. V tomto textu dikazy ¢astecné zatazeny jsou, a to piedevsim v pripadé dvou skupin
matematickych vét. Prvni skupina zahrnuje tvrzeni, jejichZ dikaz je kratky, resp. jednoduchy; v takovém
pripadé si Ctendr pieCtenim dikazu mize procvidit logické uvazovani a sou¢asné mize lépe porozumet
vyznamu daného tvrzeni. Druhou skupinou jsou tvrzeni majici existenéni charakter, pti¢emz jejich
dtikaz je konstruktivni (umoznuje predmét tvrzeni urcit nebo nalézt). V téchto pripadech je uvedena
myslenka dikazu, ktery jinak byva ¢asto dlouhy. Text skript dale pribéZné doplriuji fesené priklady,
pri¢emz na zavér kazdé sekce jsou uvedeny i tlohy nefesené.

Z divodu neobycejné rozmanitosti studované problematiky jsme se na radé mist omezili pouze na
uvedenti zakladnich faktd. Doplnéni piipadnych chybéjicich védomosti je mozné provést napt. v nésle-
dujicich, velmi dobre dostupnych ucebnicich:

M. Gregu$, M. Svec a V. Seda, Obyéajné diferencidlne rovnice, Alfa, Bratislava, 1985;
K. Rektorys a spolupracovnici, Prehled uzité matematiky I a II, Prometheus, 2000;
J. Skrasek a Z. Tichy, Zdklady aplikované matematiky II, SNTL, Praha, 1989.

Je potteba jesté dodat, Ze v soucasné dobé k jednotlivym tématim probiranym v rimci piedmétu
Matematika III existuje zna¢né rozsahl3 literatura (v tiSténé ¢i elektronické podobé). Pt jejim vybéru
pro konkrétni problém doporucujeme obritit se na vyucujictho, ptip. na autory skript.
Autoti by ridi na tomto misté vyslovili podékovani doc. Ing. Jifimu Sremrovi, Ph.D. za mimoradné
v1* ’ v ’ . v Ve 4 Ve ’ V_o ... v ’ /17
peclivé procteni textu skript a radu pripominek ¢i ndmétt k jejich vylepseni. Jeho tsili bezesporu
ve v /v "’ v v ) ’
prispélo ke zvyseni formélni Grovné predkladaného textu.
Piejeme CtendiGim, aby je litka probirand v rdmci tohoto predmétu zaujala, a aby si z ni odnesli
mimo jiné poznatek, ze matematika mize byt uZitecnym nastrojem nejen pri prohlubovani logického
v o . VeV v ’ . / ’ o v/’ ’ Vv V7 7 . v
uvazovani, ale i pti feeni praktickych problémi. Nasim zdmérem bylo, aby k piiznivému dojmu z pred-
v . v v . ” TR SV
métu Matematika IIT alesporl malou mérou prispéla i tato skripta. Pripadné Ctenafské namety, jak je do
budoucna vylepsit, jsou vitany.

Brno, zari 2022 Autori
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Kapitola 1

Nekonecné rady

1 Ciselné fady

V prvni sekci zodpovime nasledujici otizky spojené s teorii nekonecnych éiselnych rad: Umime urcit
v v v 2 o ’ . 7 v v 7 V7
soucet nekonecné mnoha scitanct? Pokud ne, umime rozhodnout, zda je hledany soucet konecné ¢&islo?
Lze v takovém piipadé urit pozadovany soulet alespori ptiblizné? Plati pro soulty nekoneéné mnoha

s¢itancti stejné aritmetické zikony jako v piipadé koneénych souctti?

1.1 Zakladni pojmy a viastnosti

Ve 7 VIV ’ v/ 7 ’ v 7 v V7
Prirozenym rozsifenim operace scitani konecného poctu Cisel
n
E ap=ayta,+---+ta,
k=1

je soucet nekone¢ného poctu Cisel a;, B =1,2,... . Mluvime pak o (nekone¢né) radé. Zavedeme nejprve
tento pojem a poté budeme zkoumat jeho vlastnosti.

Definice 1.1. Necht’ {4, }°, znaci néjakou posloupnost realnych Cisel 4, . Nekonecnou vadon (strucné
7adon) rozumime symbol tvaru

Zﬂk:dl+ﬂ2+~~~+ﬂn+---. (1.1)
k=1

Jednotlivé ¢isla a;, se nazyvaji ¢leny fady (1.1).

Piiklad 1.2, Uvazujme spiralu sloZenou z nekone¢ného poctu pilkruZnic takovych, Ze prvni ma polomér
1 a kazda nasledujici ma polomér poloviéni nez ptilkruznice predchazejici. Pti stanoveni délky s této
spirdly musime postupné sé¢itat délky jednotlivych pulkruznic. Plati tedy

_ T
s=n+ 2 + 4 +---.
Tato fada obsahuje nekone¢né mnoho kladnych séitanci. Pozdéji uvidime, Ze s = 27t (hodnota soudtu je
tedy konecné &islo).
Vytvorme nyni opét spiralu sloZenou z nekoneéného poctu pulkruznic, pri¢em? prvni z nich ma
polomér 1, druh4 ma polomér 1 ﬁz a obecné k-t4 pilkruznice mé polomér 1/k. Délku s takto vytvofené
spiraly lze ziskat jako soudet nekonecné fady

+ 24Ty
s=m+—+—+---.
273

Pozdéji ukdZeme, Ze s = 0o (hodnota souctu neni konecné ¢islo).
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Intuitivné je zrejmé, Ze prislusnou nekonecnou fadu s¢itime postupnym pricitinim nasledujictho
sCitance k souctu vSech predchézejicich. Takto dostdvime posloupnost hodnot, které se k hledanému
souctu bliZi, a soulet tedy lze stanovit jako limitu posloupnosti téchto hodnot. V tomto smyslu také
zavedeme pojem souctu nekonelné fady.

~

Definice 1.3. Necht’ je dina nekonecna rada (1.1). Posloupnost {s,}%, souctl tvaru
Si=ay, S=at+ay, ..., S, =a;+a,+-+a,, ...
se nazyva posloupnost Cdstecnych souctsi rady. Soucet s, se nazyva n-ty Cdstecny soucet rady.
Vynechdme-li v fadé (1.1) prvnich 7 ¢lent, dostdvime fadu
oo
E Apph =1 Tyt a5+,
k=1

kterou nazyvame n-tym zbytkem fady > pe | a;, a znacime 7,,.

Definice 1.4. Necht' {s,}°2, znali posloupnost ¢aste¢nych souctt fady (1.1).
1) Jestlize existuje konecnd limita

lims, =5,

n—00

v v . v Ve
potom fekneme, ze rada (1.1) konverguje a ma soudet s. Piseme pritom

=)
de =Ss.
k=1

2) Jestlize
lims, =oc0 nebo lims, =—o0,

n—00 n—00

potom rekneme, Ze fada (1.1) diverguje (v nekteré literature se téZ uziva urcité diverguje).
3) Jestlize lim s, neexistuje, pak fekneme, Ze fada (1.1) osciluje (nebo neurcité diverguje).
n—0Q0

Piiklady 1.5. a) Hledejme soucet fady

Zaqkflza—i—aq—{—aqz—l—... (a#£0).
k=1

v
Resend. Tato fada se nazjva geometrickds; ¢islo a je prvni Clen rady a Cislo g nazyvame kvocient fady.
Plati

5, = > ag" " =a(l+q+q’++4"7),
k=1
—qs,=—> aq" =a(—q—q*—--—q""' —q").
k=1

Seltenim méme s,(1—g) =a(1—q"), a odtud tedy pro g # 1 je

1—q”
1—¢q ’

Pro|q| < 1platilim, q" =0, takZe

Rt DN
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a fada tedy konverguje. Pro |g| > 1 a2 ¢ =—1 nemd posloupnost {g” } >, kone¢nou limitu, a prislusna
geometrick4 rada proto nekonverguje (presnéji: pro g > 1 diverguje a pro ¢ < —1 osciluje).
Koneéné pro g = 1 ptislu$nd geometricka fada diverguje, nebot’ v tomto ptipadé s, = an, a tedy
lim, s, =%o00.
b) UvaZujme fadu

i Lo_t,1 1

“kitk 2 6 12 '
Rozkladem k-tého ¢lenu fady na parcidlni zlomky dostivime

1 1 1 1

/e2+/e:k(/€+1):k k+1
Pro n-ty ¢asteény soudet fady pak plati
1 1 1 1

1 1
s =l——4+—— -4+ 4 —— —
! 2 2 3 n n+1 n+1

4.

s=lims, = lim<1— ! >:1.

n—00 n—00 n+1

v .
Rada je tedy konvergentni a ma soudet s = 1.
¢) Uvazujme fadu

& 1 3 4
§1n<1+z>:1n2+1n5+1n5+... ,

Pro n-ty CasteCny soucet fady plati

n—+1

s, :ln2+ln%+---+ln =In2+In3—In2+---+In(n+1)—Inn=In(n+1).

n
Protoze

lim s, = lim In(n + 1) = oo,

prislusna fada diverguje.

Pozndmka 1.6. Ve vsech predchazejicich prikladech se podatilo vyjadrit castecny soucet s, dané rady
pro libovolné pfirozené 7, coz ndm umoznilo snadno uréit hodnotu souétu s. Toto vyjidient s, lze
v /7 . 4 ’ v/ v ’ N4 V7 ’ ’ v v v
ovsem provést pouze ve velmi specialnich pripadech (predchazejici priklady byly vybrany zimérné pravé
. /7 v/ Vo v M VVe 4 /4 /4 v ’
z tohoto hlediska). V obecném pripadé je treba nejprve ovérit podminky, které nim umozni rozhodnout
S : , y , HETTENY .
o konvergenci dané rady. Jsou-li tyto podminky splnény (a vime tedy, Ze prislusna rada konverguje), pak
hodnotu souétu s aproximujeme hodnotou ¢astecného soultu s, kde 7 je dosti veliké. Presnost této
aproximace odhadujeme pomoci chovani zbytku 7.
V dal¥{ ¢asti se tedy zamérime na formulaci podminek, které nim umozZni posoudit, zda dana fada
konverguje. Nejprve zformulujeme jednoduchou podminku, jejiz platnost je pro konvergenci dané fady
14
nutna.

= Véta 1.7 — nutnd podminka konvergence. Necht’ 1ada (1.1) konverguje. Pak limita posloupnosti dlens
vady je nulovd, tj. plati vztah
lim 4, =0. (1.2)

k—o00
Driikaz. Necht' je fada (1.1) konvergentni. To znamen4, Ze

lims =lims_,=s.
n—oo " n—00 n—1
Odtud a ze vztahu
aﬂ = Sn - Sn—I

plyne vztah (1.2). O
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Podminka (1.2) nestaci ke konvergenci rady (1.1), coz ukaZeme v prikladech 1.13. Must ale byt splnéna,
aby rada mohla konvergovat. Jinak vyjadreno, jeji nesplnéni ma za nasledek, Ze fada nekonverguje (tj.
diverguje nebo osciluje).

Tvrzeni nasledujici véty je intuitivné zfejmé, a uvadime jej proto bez dukazu.

u V&ta 1.8. Pro libovolné prirozené islo n plati, Ze nekonelnd vada (1.1) je konvergentni privé tehdy, kdyz
Je konvergenini jeji zbytek r,. V pripadé konvergence navic plati

lim r, =0.

n—00
Podobné, pridinim konecného polin cleni k 7adé (1.1) (resp. ubrinim konecného potu cleni) se nic neméni
na konvergenci ¢i divergenci, piip. oscilaci ady.

Pozndmka 1.9 - fady s kladnymi leny a alternujici fady. Pti formulaci mnoha vyznamnych kritérif
konvergence Ciselnych fad byva dilezitym predpokladem pozadavek kladeny na znaménka jednotlivych
¢lents téchto rad. Zpravidla se predpoklada, Ze dan rada zahrnuje pouze ¢leny s kladnymi hodnotami
(pak hovotime o 7adé s kladnymi cleny), prip. Cleny stiidajici pravidelné znaménka (pak hovorime
o alternujici 7adé). Néktera kritéria konvergence pro fady s kladnymi ¢leny uvedeme v nasledujic
podsekci. Nejuzivanéjsi kritérium konvergence pro alternujici fady pak bude obsahem dal3{ podsekce.

1.2 Kritéria konvergence pro fady s kladnymi Cleny

Drive, nez zformulujeme vybrana zékladni kritéria konvergence pro fady s kladnymi ¢leny (kdy 4;, >0
pro viechna k = 1,2,...), ukdZeme, Ze tyto fady nemohou oscilovat.

w Véta 1.10. Jeli 3302 | 4, tada s kladnymi lleny, pak je to fada konvergentni, nebo divergentni.

Ditkaz. Posloupnost ¢asteénych souéti s, je posloupnost rostouci, nebot’ 4, > 0. Pokud je tato posloup-
nost omezena, pak ma kone¢nou limitu, a fada konverguje. V opatném pripadé plati lim s =00,

n—00 “n

a rada diverguje. O

m Véta 1.11 — kritéria konvergence pro fady s kladnymi Cleny.

a) Porovnavaci kritérium. Necht’ 372 a4, a > 52, by jsou tady s kladnymi leny. Necht’ pro vsechna

k > ky (ky je vhodné prirozené &islo) plati
ap S b}e

(v takovém pripadé vikdme, Ze fada > 72 a, je minovantni k 7adé > 72 by, vesp. 7ada > ;2 by je
majorantni k fadé > 32 | a,). Potom z konvergence tady >332 | by, plyne konvergence fady > 72 a4, a
z divergence tady > ;2 | 4, plyne divergence vady > 72 | by.
Porovnévgci 'kritérivurfl v limitm’n} tvaru: Necht’ 3302 a4, a > 52, by, jsou tady s kladnymi cleny
a necht’ existuje (konecnd nebo nekonecnd) limita

(i) Je-li L < oo, pak z konvergence fady > 52 | by, plyne konvergence fady > pe | a;,;
(i1) je-li L >0, pak z divergence tady > 32, by, plyne divergence fady > 732 | a;.

b) Podilové (d’Alembertovo) kritérium. Rada S 2.4, s kladnymi Cleny konverguje, existuje-li pro
vsechna k > kq (ky je vhodné prirozené {islo) takové q, které nezdvisi na k, Ze plari
a
S g <. 1.3)
Y,

Tato vada diverguje, jestlize
a
) >1 proviechna k> k.
ay,
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Podilové kritérium v limitnim tvaru: Necht’ existuje (konecnd nebo nekonecnd) limita

. a
L= lim %L,
k—o0 dk

Potom:
(i) jeli L < 1, dand vada konverguje;
(1) je-li L > 1, dand vada diverguje;
(i) je-li L =1, nemiizeme timto kritériem o piipadné konvergenci i divergenci rozhodnout.

¢) Odmocninové (Cauchyovo) kritérium. Rada Sec, 4y, s kladnymi cleny konverguje, existuje-li pro
vsechna k > k, (k, je vhodné prirozené ¢islo) takové q, nezdvislé na k, Ze plati

Yar<q<1. (1.4)

Tato rada diverguje, jestlize
Ya,>1 provsechnak > k.

Odmocninové kritérium v limitnim tvaru: Necht’ existuje (Ronecnd nebo nekonecna) limita
L= lim %/a,.
k—o0
Potom:
() jeli L <1, dand tada konverguje;
(1) jeli L > 1, dand vada diverguje;
(i) je-li L =1, nemiizeme timto kritériem o pripadné konvergenci ¢i divergenci rozhodnout.
d) Integralni kritérium. Necht je dina tada > 5o | a;, s kladmjmi cleny, pricemz pro kb > 1 plati a, = f (k)

kde f je vhodnd funkce definovand a nerostouci na (1, 00). Potom tada 332 | a, konverguje, je-li

1mLVMM<m.

t—00
Neni-li tato limita konecnd, ¥ada > ;2 | a, diverguje.

Driikaz. Dikazy provedeme pouze pro zédkladni tvrzeni; prislusné limitni verze jsou pak jejich technic-
kym rozepsinim, které vynechame.
5 v/ 7 V7 v s v v ) 7 v/ v s v v o)
val) Necht’ s, znali n-ty Castecny soucet fady 3322, a; a S, n-ty Castecny soucet fady 3332, by.
Z predpokladu
a, < b, provsechnak >k,
pak plyne

lim s, < lim §,,. (1.5)
Je-li 3232, by, konvergentni, je na pravé strané (1.5) kone¢na limita. Z definice 1.4 a véty 1.8 odtud
plyne konvergence rady 377 | a;. Je-li fada 3752 | 4;, divergentni, je limita na levé strané (1.5) rovna oo.
Z definice 1.4 a véty 1.8 odtud plyne divergence rady >32, b;.

b) Z (1.3) plyne, ze plati: 4, < qa;, , 4, 1, < qa, 1 < q°ay 5 obecné
Gin <q"a, 0<g<l

Geometricka fada 3372, ¢”a,  je konvergentni pro |g| < 1, takZe podle srovnavactho kritéria je také
konvergentni fada ik, 14 odtud podle véty 1.8 plyne, Ze je fada 372 | 4, konvergentni.

Jedlivsak a,, /a, > 1pro k> ko, potom a;,, > a;, > a; >0, takZe neni splnéna nutni podminka
konvergence (1.2) a fada 372 | 4, je divergentni.

¢) Z (1.4) plyne 4, < g* pro viechna k > k,. Je-li ¢ < 1, potom ze srovnavactho kritéria a véty 1.8
plyne konvergence rady 3722 | 4.
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Je-li vsak %/, > 1 pro vSechna k > k,, potom je 4, > 1 a rada diverguje, protoze neni splnéna nutna
podminka konvergence (1.2).

d) Pro n-ty ¢asteény soulet fady plati

2 3 n
sn—alzaz+a3+---+an:j azdx+f a3dx+---+J a,dx
2 n—1

;1 k n
<3| swa=| e
k=2 J k—1 1

takze

t—o00

t
s, < lim J f(x)dx+a, provsechnaneN.
1

Je-li limita na pravé strané konecnd, potom je posloupnost {s, } %, ohranicen; protoze je navic neklesajici,
mA limitu, takZe rada 3752, 4;, je konvergentni.
Nyni dokdZeme druhou ¢ast tvrzent integrélniho kritéria. Plati

7
sn:al—l—az-i--'-—{—aﬂ:ZJ.
k=1 k

k+1

a, dx > i L
k=1

k+1

flx)dx = f " fe)ds

Jestlize
t
lim | f(x)dx = oo,
t—00 1
potom také lim,_, s, = oo atada >3;2, 4, diverguje. O

Vztah mezi limitnim podilovym a limitnim odmocninovym kritériem udava nasledujici véta, kterou
uvadime bez dikazu.

w V&ta 1.12. Existuje-li lim,,_, ., =~ ’” , potom existuje také lim,,_,  k/a, a obé limity si jsou rovny.

Piiklady 1.13. a) Zjistéme, pro kter4 redlni p konverguje fada

e 1 1
Loy Ly,
R AETRET

Reseni. Pro P <0 neni splnéna nutnd podminka konvergence (1.2), a fada diverguje. Pro p > 0 uZijeme
integraln{ kritérium. Zde je f(x) = x7?. Pro p > 0je f klesajici a kladna funkce na (1,0). Pro p # 1

plati
¢ s 1
u(t)::f xPdx = +—.
1 1 —p p— 1

Pro p > 1jelim, . #(r)=1/(p—1), a dand rada tedy podle integrilniho kritéria konverguje. Pro p < 1
plati, Ze lim #(t) = oo a fada diverguje.
t—oo

Pripad p =1 musime z integra¢nich diivodt posoudit zvl4$t'. Nejprve viak poznamenejme, Ze pro
p = 1je fada tvaru

<
le =141 +3+

a nazyva se fada harmonickd. Nazev této tady plyne z toho, Ze kazdy jeji ¢len (kromé prvniho) je
harmonickym primérem dvou sousednich ¢lend, tj. plati

1 1 < 1 1 >
— = —+—).
a2\, 4y
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Pomoci integralniho kritéria snadno ur¢ime divergenci této rady. Plati totiz

limf ldx: limlnt =00
1

t—o0 X t—o00

Rada Se, 1/k? tedy konverguje pro p > 1 a diverguje pro p < 1. Pfitom pro vSechna p > 0 je splnéna
nutna podminka konvergence (1.2).

b) Rozhodnéme o konvergenci ¢i divergenci rady

SR
“~'Ink In2 In3 In4

ReSeni. Proto¥e k> Ink, plati

ﬁ > % pro vechna kb > 2.

Rada > e, 1/k je harmonicka, kterd podle ¢asti a) diverguje, takze podle porovnavaciho kritéria fada
>e2, 1/Ink také diverguje (pfestoze je splnéna nutna podminka konvergence, tedy podminka véty 1.7).

¢) Rozhodnéme o konvergenci fady
i. U inttsinl fsint 4
sin— =sinl+sin=+sin=+---
=k 2 3

v . . .
Reseni. Podobné jako v predchazejicim prikladu se nabiz{ uziti porovnani zadané fady s radou harmo-
nickou, ponévadz plati
.11
sin— < — pro viechna kb >1.

ko k
V tomto odhadu je vsak harmonicka fada majorantni fadou, takZe porovnavaci kritérium neumoznuje
. v v/ IR . . ey v ’
o konvergenci zadané rady rozhodnout. Vyzkousime proto toto kritérium v jeho limitni podobé. Plati

. . sin(1/k . sl
L= lim T lim sin(1/ ): lim g:1>0
k—o00 b/e k—o0 l/k x—=0+ x

(ptivypocltu limity jsme uZili substituci x = 1 / k), tedy dané fada diverguje podle limitntho porovnavactho
kritéria.

d) Rozhodnéme o konvergenci fady
0 k
4 2
__2 244 S
/Z: =2t

Reseni. Pomoci limitniho podilového kritéria uréime

My . 2HU R0 2
1rn— 1m—-—_hm—_0.
k—oo ay, koo (R4 1)1 2k kooo k41

Protoze jest L =0 < 1, fada konverguje.

e) Rozhodnéme o konvergenci rady

=, 2% 8
D =2424 44
~k 3
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v . . . . . .
Reseni. Pomoci limitntho odmocninového kritéria dostavame lim,, . 4/, = 2 (nebot’ vime, Ze

lim,_,,, vk =1), a fada proto diverguje. Divergence této fady plyne také ze vztahu

k
lim 2, = lim — = oo,

k—oo k—o0

ktery znamena nesplnéni nutné podminky konvergence.

Pozndmka 1.14 - odhad velikosti Zoytku konvergentni fady s kladnymi leny. Necht' 3372 4, je
konvergentni fada s kladnymi ¢leny. Nelze-li stanovit hodnotu soultu s této fady pfimo z definice, pak
soucet s aproximujeme hodnotou ¢astecného souctu s, kde 7 je dosti veliké. V této souvislosti pak
vznik4 problém odhadu velikosti zbytku 7, (tedy odhadu chyby, které jsme se dopustili pti ndhrade
souctu s hodnotou caste¢ného souctu s,), piip. otazka stanoveni poctu clenti rady tak, aby hodnota s,
aproximovala hodnotu s s predepsanou presnosti.

Odhad zbytku konvergentni fady s kladnymi ¢leny se obvykle provadi v zavislosti na zvoleném
kritériu zarucujicim konvergenci dané fady.

a) Necht’ rada 3772 4, konverguje podle porovnavaciho kritéria, tj. a;, < by, pro vSechna k > kg, kde
S22, b, konverguje. Pak pro n-ty zbytek (n > k,) fady 372 4, plati
7, <R,
kde R, je n-ty zbytek fady 372, b,

b) Necht’ rada 3772, 4, konverguje podle podilového kritéria, tj. “k+1/“/e < g <1 pro vsechna k > k,.
Pak pro n-ty zbytek (n > k,) této rady plati

. 1.6

<ot (16

¢) Necht' fada 37?4, konverguje podle odmocninového kritéria, tj. &/, < g <1 pro viechna k > k,.
Pak pro n-ty zbytek (n > k) této rady plati odhad

n+1

q
1—q'

r, <

d) Necht rada 3772, 4, konverguje podle integralniho kritéria, kde f je prislusna funkce vystupujici
v podminkach tohoto kritéria. Pak na zakladé nerovnosti

k+1

a =fk+1)< ) f(x)dx

|ze snadno nahlédnout, Ze plati

n =

Piiklady 1.15. a) Ukazme, Ze fada

konverguje a odhadnéme chybu, které se dopustime pti ndhradé souctu s této fady hodnotou s,,.

ReSeni. Konvergenci fady lze snadno ukézat napt. u¥itim podilového nebo odmocninového kritéria, kde
q= 1/2. Pro odhad chyby pak podle (1.6) plati

201 q 1, .
=S <L =~ 271°20,000098.
o ,;:1 k2t =T T 10
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Aproximujeme-li tedy hodnotu souctu s dané rady hodnotou ¢astecného souctu

10
1.
S0 = ; ST 0,693065,
=1

pak chyba této aproximace nepievysi hodnotu 0,000098 < 10~*. Pozdéji uvidime, Ze piesnd hodnota
soultu s této rady &ini s = In2, viz vztah (3.6).

b) Uréeme hodnotu souctu rady 752, 1 //e2 s chybou men$f nez 107°.

Resend. Piedeviim poznamenejme, %e podle integralniho kritéria uveden4 fada konverguje (viz p¥{klad
1.13a)). Z odhadu zbytku uvedeného v poznimce 1.14 vyplyva, ze

Odtud snadno

S pozadovanou presnosti tedy plati

®_q 10° 1
Z — Z — =1,644934.
k=1 k2

Pozdéji ukdZeme, Ze presna hodnota souctu této fady je 72 /6 (viz piiklad 4.21).

1.3 Kritérium konvergence pro alternujici fady

Jak jiz bylo dfive uvedeno, kromé fad s kladnymi Eleny se Casto setkdvame s tzv. alternujicimi ra-
dami, jejichZ &leny pravidelné stiidaji znaménko. Pro tyto fady nyni odvodime jednoduché kritérium
konvergence véetné odhadu velikosti zbytku.

= Véta 1.16 — Leibnizovo kritérium konvergence pro alternujici fady. Necht’ je dina alternujici 7ada

Z(_l)kﬂﬂk =ay—aytay—a,+... (@, >0),
k=1

kterd md tu vlastnost, Ze
akzﬂk+1 (k:l,z,...).

Potom nutnon a postacujici podminkon konvergence této 7ady je vztah

lim 4, =0,

k—oo
tj. vztah (1.2). V pripadé konvergence alternujici vady plati odhad zbytkn ve tvaru
| 777 | S aﬂ+1 .

Diikaz. Vzhledem k vété 1.7 staci dokézat dostatecnost uvedené podminky. Z predpokladu a, >4, |
(k=1,2,...)plyne

S = (@) —a)) + (a3 —ay) +--+ (2, —ay,) =
=a;—(ay—a3) = —(ag, ,— a4y, 1) — 4, 2 0.
Tedy {s,,}°2, je neklesajici posloupnost, pro kterou plati
w<a, (n=12,...).
Protoze ohrani¢end monotonni posloupnost je konvergentni, existuje néjaké Cislo s s vlastnosti

lims,, =s.

n—00
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VLN N SN oy / v/ [
Kazdy lichy castecny soucet miZeme psat ve tvaru s,, | = s,, +4,,,. Odtud, s vyuzZitim (1.2), dostavame
lim s,,,, = lim s,, + lim 4,, , = lim 5,, =35,

n—oo n—oo n—oo n—oo
g. liché 1 sudé ¢astecné soucty maji tutéZ limitu s. Odtud plyne, ze samotna posloupnost {s,}°>, m4

limitu s, takZe dana alternujici fada 3772, (—1)**+'4, je konvergentni.
Podobnym obratem dostaneme i odhad zbytku. Plati

n p— f—
(_1> rn - (an+1 _ﬂn+2) + (dn+3 _an+4) +=
= an+1 - (an+2 _an+3) - (dn+4 _ﬂn+5) —e
Vsechny ¢leny v zdvorkéich jsou nezdporné, a po jejich vynechdni tedy dostdvime

0<(~1)'7, <a,,,.

Piiklad 1.17. Rozhodnéme o konvergenci tzv. Leibnizovy fady

°°(—1)k+1_1 1+1 1+
R 2 3 4 7

k=1
a odvod'me vzorec pro odhad velikosti zbytku.

Resent, Posloupnost {1 / ki, je klesajici a ma nulovou limitu. Rada tedy podle Leibnizova kritéria
konverguje. Vzorec pro odhad zbytku je pak tvaru

1
n+1

|7l <

Po seéteni napt. prvnich desiti clenti rady tedy je 5,0 = 0,645635 a |,o| < 0,091. Pozdéji uvidime, ze
presna hodnota souctu Leibnizovy fady Cini s = In2, coZ je stejna hodnota jako v pripadé souctu fady
Sl / (k2*) z ptikladu 1.16a). Rozdil je vSak v rychlosti konvergence téchto fad. Zatimco v piipadé fady

o 1/(/€2k) jsme po seCteni prvnich desiti ¢lent fady obdrZeli aproximaci s,, = 0,693065, v pripadé
Leibnizovy fady stejn aproximace davé s,, = 0,645635. Presna hodnota souétu obou fad pfitom ¢ini
s=1In2 (=0,693147).

1.4 Operace s Ciselnymi fadami
V dal¥{ ¢asti prvni kapitoly posoudime vlastnosti ¢iselnych fad z hlediska aritmetickych zdkont, které
plati pro konecné soucty. O skute¢nosti, Ze s nekone¢nymi radami nelze zachazet stejné jako s kone¢nymi
soucty, nés presvéddi nésledujici jednoduchy priklad:

Uvazujme tzv. Grandiho fadu

o]

D= =14 (D) + 1+ (D4, G g =lay=—lay=1a,=—1,....
k=1

Tato rada osciluje, nebot’ s, = 1,5, =0, s5; = 1,5, =0, ..., tj. limita posloupnosti ¢4stecnych souctu s,
neexistuje. Jestlize vSak Grandiho fadu uzavorkujeme jako

1+[(—)+1]+[(-)+1]+..., y. a,=1,4,=0,a,=0,...,

pak vznikla fada konverguje, nebot’ s, = 1 pro vSechna pfirozena 7, a soucet s této fady je tedy roven
jedné. Podobné snadno nahlédneme, Ze pti uzdvorkovéni tvaru

1+ (=D]+[1+-D]+..., . a,=0,a4,=0,...

dostdvime opét konvergentni radu, tentokrat vsak se sou¢tem s = 0. Pridina tohoto zdanlivého rozporu

’ v . Ve Ve / /4 A4 M M M ’ ’ /. v 7V v
tkvi v tom, Ze jsme pri nasich Gpravach pouzili asociativniho zakona, ktery pro nekonecné rady obecné
neplati.
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V nésledujicich tiech vétach uvedeme prehled zakladnich aritmetickych operaci s konvergentnimi
nekoneénymi fadami. Dikazy téchto tvrzeni plynou ze zndmych vlastnosti limity souctu a soudinu
posloupnosti, a nebudeme je proto uvadét.

Z4kladn{ operaci s nekoneénymi radami je soudet dvou konvergentnich fad:

w V&ta 1.18. Méme dvé konvergentni fady > o0 a4, = a, > po, b, = [. Pak je konvergentni i fada
Se (a, + by) a plati

[oe]

D +b)=a+p.

k=1
Dal3i tvrzeni lze chépat jako analogii distributivniho zikona pro koneéné souéty:

w Véta 1.19. JestliZe vada > ;2 | a, konverguje, pak pro libovolné c € R konverguje také fada >3 | ca,,

a plati
[ee) oo
Sea=cSa..
k=1 k=1

Ptiklad Grandiho rady ilustroval skutecnost, ze mezi ¢leny nekonecné Ciselné fady nelze libovolné
rozmistit zavorky. Je-li vsak ptisluSna fada konvergentni (coZ Grandiho fada neni), miiZeme ¢leny této
tady libovolné uzivorkovat, aniz se zméni jeji soucet. Tato skutecnost je zformulovana v nasledujicim
tvrzeni, které je analogii asociativniho zdkona pro koneéné souctty:

m Véta 1.20. Necht’ tada
Zﬂk =ata,tas;+---

=)
k=1

konverguje a necht’ {k,,}°°_, je libovolnd rostouct posloupnost prirozenyjch ¢isel. Pak konverguje i vada

(a;+4a, +"'+“/e1)+<“/e1+1 tag +'”+“1e2)+(“/e2+1 tap,, +”‘+”k3)+"'
a md tyZ soucet.
Piiklad 1.21. Dokazme konvergenci a uréeme soucet rady

o] 53]6 _ 4/€+1

2T

k=0

ReSent. lv{ady S, 3k / 6 =3 (1 / 2)F, resp. 3077 4* / 6 =32 / 3)* jsou konvergentni geometrické
fady se souCty s, = 2, resp. s, = 3. Podle vét 1.18 a 1.19 tedy konverguje i zadana rada a jeji soucet je
roven s =10—12=-2.

Pozorny ¢tendf si jisté vSiml, Ze mezi pfehledem aritmetickych operaci, které plati pro konvergentni
Ciselné fady, nebyla uvedena analogie komutativniho zikona (tj. zikona o zdméné Clend, resp. prerovnani
¢lend fady). Uved'me proto v této souvislosti nasledujici priklad, ktery je zajimavym disledkem véty 1.18
avéty 1.19.

Priklad 1.22. Uvazujme Leibnizovu fadu a oznacme jeji soucet symbolem s (pozdéji uvidime, Ze s = In2);

je tedy

1 l+1 1+l 1+1 1+ (1.7)
s=l——- -y 44, .
2 3 4 5 6 7 8

Niésobme vztah (1.7) islem 1 / 2. Podle véty 1.19 plati

s 1 1+1 1+1 1+
272 4 6 8 10 12 ’
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Protoze pridanim libovolného poctu nul se limita ¢astecnych souétti neméni, plati

1
i:O—i——

1 1 1
O— =404 - +0— - 404, 1.8
5 S H0—H0+ - F0— o +0+ (1.8)

Se¢tenim vztahd (1.7), (1.8) dostaneme podle véty 1.18:

3s 1 1 1 1 1

S T

2 3 2 5 7 4
Na pravé strané je rada, kter4 vznikne pferovndnim Leibnizovy fady tak, Ze vZdy vezmeme nejprve dva
kladné a pak jeden zdporny ¢len. Takto prerovnand fada mé jiny soudet neZ pivodni Leibnizova fada.
Divod tohoto paradoxu, ktery prislusi k tzv. paradoxiim nekone¢na, spociva v definici souctu nekonecné
tady jako limity posloupnosti ¢4steénych soultii. Poznamenejme jesté, Ze v celém textu chdpeme termin
prerovnana fada v intuitivnim smyslu, tedy Ze mnozZiny viech ¢lent ptivodni a prerovnané fady jsou
stejné, doslo viak k zdméné poradi téchto ¢lent (matematicky lze tuto skutecnost zachytit pomoci
pojmu permutace mnoziny piirozenych ¢isel).

Analogie komutativniho zdkona tedy pro konvergentni ¢iselné fady obecné neplati. K jeho platnosti
M v /7 . Vevy v /7 . v 7V
je tieba zavést silnéjsi vlastnost rady, tzv. absolutni konvergenci. Kromé konvergence dané rady budeme
v této souvislosti vySetfovat také konvergenci rady tvorené absolutnimi hodnotami jednotlivych ¢lent.
Nejprve ukdzeme, Ze z konvergence rady absolutnich hodnot plyne i konvergence pivodni fady.

w Véta 1.23. Konverguje-li fada > ;2 | |a,|, potom konverguje také vada > ;2 | ay.
Diikaz. Oznac¢me a; = max{a;,0}, 4, = max{—a,,0}. Pak plati (ovérte na konkrétnich cislech)
— — ot + -
gy =al —a,, l|lgy|=a+a, 0<a/<|g|, 0<a, <|g.

Podle porovnavactho kritéria tedy z konvergence fady 3772, |a, | plyne také konvergence fad 332, 4},
> e 4, adokazované tvrzeni nyni okamzit¢ plyne ze vztahu 4 =4 —a; aver 1.18 a 1.19. O

Opaéna implikace neplati, jak ukazuje ptiklad Leibnizovy fady 35> (—1)%*+! / k. Tato tada je kon-
vergentni, aviak fada 372 |a,| = S50, 1 / k je divergentni harmonick4 fada. M4 proto smysl zavést
nésledujici pojem:

Definice 1.24 — absolutni a neabsolutni konvergence. Konverguje-li spolu s fadou 3722 | 4, také rada
Se2, |a|, fikdme, Ze rada 3752 | a;, konverguje absolutné.

Konverguje-li pouze fada 3772 | 4, kdeZzto rada 3752 | |a,| diverguje, fikame, ze fada 3772 | 4, konverguje
neabsolutné (nebo také relativné).

Pozndmky 1.25. a) V piipadé rad s kladnymi ¢leny pojem konvergence splyva s pojmem absolutni
konvergence.

b) K posouzeni absolutni konvergence libovolné rady lze vyuzit kritérif pro konvergenci rad s klad-
nymi ¢leny.

Piiklad 1.26. Jako ptiklad neabsolutné konvergentn{ fady jiz byla uvedena Leibnizova fada. Piikladem
absolutné konvergentni fady je fada 3752 (—1)**! / k2, jejiz konvergence plyne z Leibnizova kritéria
a konvergence rady absolutnich hodnot 3772, 1 //e2 plyne z integrélniho kritéria (viz priklad 1.13a)).

O prerovnavani neabsolutné konvergentnich fad plati tato obecn véta, kterd vyznamné zobecriuje
Gvahy provedené v prikladu 1.23.

m Véta 1.27 — Riemannova. U neabsolutné konvergentnich yad mizeme vhodnym prerovndnim vady
doctlit toho, aby prerovnand vada konvergovala k libovolnému predem zvolenému Cislu, nebo aby divergovala
k 0o nebo —oo, pripadné aby oscilovala.
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Tlustrujme tuto skuteénost (a nazna¢me tim zaroveri princip ditkazu) na ptikladu Leibnizovy fady,
o které vime, Ze konverguje neabsolutné. Zkonstruujeme takové prerovnini této rady, pri kterém
obdrZime napt. soulet s = 2.

Séitejme nejprve kladné Cleny rady, dokud nebude prislu$ny castecny soucet vétsi nez 2 (provedi-
telnost tohoto kroku ndm zarud{ pravé predpoklad neabsolutni konvergence dané fady). Dostavime
tedy

1 1 1
o= 14 — 4 = 4o — =2,0218.
’ 35 15
Nyni pti¢teme prvni ziporny ¢len, tj. —1/2 a mime
L. 1,5218
Sg=sg— = =1, .
9= %5
Nyni opét pri¢itdme kladné ¢leny, aZ ¢astecny soudet prekroci 2. Tedy

1 1 1
=54+ —+— 44— =2,0041.
117 19 41

Zatadime-li dalsi zaporny ¢len, dostavime
1.
$y3 = Sy — ‘_l =1,7541.

Lze snadno nahlédnout, Ze pokracovanim této konstrukce obdrzime pferovnanou Leibnizovu fadu se
soultem s = 2. Analogicky pak postupujeme v ptipadech, kdy souttem s je libovolné redlné ¢islo, resp.
kdy vysledkem pierovnani je divergentni nebo oscilujici rada.

Pro absolutné konvergentni fady plati na rozdil od Riemannovy véty nasledujici tvrzent, které je
analogii komutativniho zékona pro koneéné soulty. Toto tvrzeni uvadime bez dikazu.

= Véta 1.28 — o prerovndvani fad. Je-li fada 3.2 | a;, absolutné konvergentni, nezméni se jeji soucet
Zadnmym jejim prerovndnim.

Priklady k procviceni
Cviceni 1.29. Na zakladé definice ukaZte konvergenci dané rady a urcete jeji soucet:

S o .
a)gku_—}k, b)g‘*k“l’ kZ /e+1 k+2)
d);m: e)kzzzll (1—E> f)kzz;arctgz—kz,

Vyisledky. a) 11/18; b)1/2; ¢) 1/4; d) #*/16—1/2; e)—In2; f) /4.

Cviceni 1.30. Urdete soucet rady:

3 (—2)F
2 c>z—,

Me TMe

k=1 1

>, 5 1 _ coskr
D2z +5) 922 D> e

k=1 k=0 k=0

Vysledky. a)—5/12; b)3; ¢)10/3; d)11/2; e)1/(1—e?); f)5/6.

Cviceni 1.31. Pomoct limitniho podilového kritéria rozhodnéte o konvergenci rady:

=k , = (k1)
a);(2k+1)!’ b)zﬁ’ C)kzzj(z)z’

k=1 1
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?rlw‘

Z e)Zktg%; f)Zkzsinzﬁk.
k=1 k=1 k=1

Vyisledky. a) Konverguje; b) diverguje; c) konverguje; d) konverguje; e) konverguje; f) konverguje.

Cviceni 1.32. Pomoci limitntho odmocninového kritéria rozhodnéte o konvergenci rady:

>Zk >Z

8

o
Mz

]

e < n* k+1 = 2+
() . -k _Z . =
;(zkH) ’ e’gmm <1 k>’ f);arctg +2)

Vyisledky. a) Konverguje; b) konverguje; c) konverguje; d) konverguje; e) diverguje; f) diverguje.
Cviceni 1.33. Pomoci integralniho kritéria rozhodnéte o konvergenci rady:

3)kZEkZ—H; b)Z/e2_+2; /eZ:;
Ink = 1 ﬂi
k

d)z ; e)zklnk;

Vyisledky. a) Konverguje; b) diverguje; c) konverguje; d) konverguje; e) diverguje; f) konverguje.

Cviceni 1.34. Pomoci srovnavactho kritéria rozhodnéte o konvergenci rady:
21 . w . T
Q) > —; b) > sin —; c) > sin—;
Zir V&t 9xty
d) iarotg L e) i ! ; f) isin ! tg !
k=1 3k2 ’ k=1 V k? +2/€ ’ k=1 ‘/z k

Vysledky. a) Diverguje; b) konverguje; c) diverguje; d) konverguje; e) diverguje; f) konverguje.

Cviceni 1.35. Pomoci vhodného kritéria rozhodnéte o konvergenci rady:
2k} = 1
a) kZ:; e_k; b) kZ:; m;
S oS,
i (2k)! —~k

Vysledky. a) Konverguje; b) konverguje; c) diverguje; d) konverguje; e) diverguje; f) konverguje.

2.
k=1
= kz
2

Cviceni 1.36. Rozhodnéte o konvergenci, resp. absolutni konvergenci fady:

o (1 k41 oo | . .
a)2%§ b) Z(—l)kln<1+z>; Z coskr

k=1 - = >

) <_1)k+1 . ) _ A E oo k+1 zkz
d)§k+lnk’ e);( 1) arctgk3, kZ::

Vyisledky. a) Konverguje neabsolutné; b) konverguje neabsolutné; ¢) konverguje absolutné;  d) kon-
verguje neabsolutné; e) konverguje absolutné;  f) osciluje.
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Cviceni 1.37. Rozhodnéte, kolik ¢lent: rady je treba secist, aby CasteCny soucet s, aproximoval soucet s
s chybou mensi nez 10~*.

a)Zk2+l; b)gg; C)Zk—;

b1 /€+1
( 1k +1 =3 (_1)k+1k o et 1
—_— —1 —.
Z(2k+1 e),; EFTa f);( )i

Vyisledky. a)n>tg(” 10! )%2.104; b) 7 > /5000 71; ¢)n>6,4.10° d)n>3; e)n>10%
f) n>10%

Cviceni 1.38. Je dana harmonick4 rada 3732, 1/k. Pomoci dikazu integralniho kritéria odvod’te vztah
1 1
lnn<sn:l+§+---+— <1+lnn.
n

UZitim tohoto vztahu rozhodnéte, kolik ¢lent fady je treba selist, aby s, > 100.

Vyisledek. s, >Inn = Inn > 100 = n > e!® a2 2,7.10%, coz je &islo vétsi neZ jeden septilion.

2 Funk&nirady

V predchizejici kapitole jsme uvaZovali fady, jejichZ éleny byla redlnd &isla. Nyni se budeme zabyvat
studiem obecngjsiho pripadu, kdy cleny rad tvori realné funkce, a ddme odpoved’ na nasledujici otazky:
Vznikne seétenim nekone¢né mnoha funkci opét funkce (ptip. s jakym defini¢nim oborem a jakymi
vlastnostmi)? Pokud ano, jak lze vzniklou funkci derivovat nebo integrovat?

2.1 Zd&kladni pojmy

Definice 2.1. Necht’ v intervalu I je definovana posloupnost funkei { £, (x)}52 . Funkcni fadon rozumime
vyraz tvaru

ka(x):fl(x)-i-fz(x)-f—-~+f,,(x)+.... 2.1)
k=1

Dosadime-li za x ur¢ité ¢&islo x, € I, obdrzime z funkéni fady (2.1) &iselnou fadu tvaru

S ) = file)+ ) 4o+ o) oo 22
k=1

R

Konverguje-li ¢iselnd fada (2.2), fekneme, Ze funkéni fada (2.1) bodove konverguje (stru¢né konverguje)
v bodé x,.

Definice 2.2. Necht' I* C I zna¢i mnozinu vSech téch Cisel x z mnoziny 7, pro kter4 funkéni rada (21)\
konverguje. Mnozinu I* nazjvime oborem bodové konvergence funkéni tady (2.1).

\

Definice 2.3. Funkei s, definovanou vztahem
=2 A=A+ () + -+ £(x)
k=1

nazyvame n-tym ¢astecnym souctem funkéni fady (2.1). Souctem funkéni fady (2.1) rozumime funkci

s(x)= lim s, (x), (2.3)

n—00
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kterd je definovana na mnoziné I* (tj. je definovana pro vsechna x, ve kterych existuje konecnd limita
lim,_  s,(x)). Potom piSeme
=
s(x) = ka(x), xel”.

k=1

Pozndmka 2.4. Analogicky jako u ¢iselnych rad zavidime pojem n-tého zbytku 7, (x) funkén{ rady
(2.1). Viimnéme si také, Ze jeji n-ty Castelny soucet s, (x) je definovan v intervalu I, kdeZto soudet s(x)
pouze na mnoziné I*.

Pfi uréovani oboru bodové konvergence I* ¢asto s vihodou uzivime limitniho podilového nebo
. ’ SO / ’ v ’ e M > V7 v 7 A ’ 7 Vv
odmocninového kritéria, kterd zname z predchazejici kapitoly. Uved'me prislusné pieformulovani napr.
limitniho podilového kritéria pro posouzeni bodové konvergence funkéni rady (2.1):
Necht’ x, € I a necht’ existuje limita

|f/e+1(xo)|

L(xy) = lim =—=———.
TS
Potom:
(@) je-li L(x,) < 1, dané funkéni fada bodové konverguje (dokonce absolutné) v x,;

(i1) je-li L(xy) > 1, dana funkéni fada nekonverguje v x;

(i11) je-li L(x,) = 1, nemtzeme o bodové konvergenci v x, rozhodnout.
Dodejme jesté, Ze v pripadé L(x,) = 1 obvykle postupujeme tak, Ze dané x, dosadime do (2.1) a pomoci
jiného vhodného kritéria posoudime konvergenci vzniklé ¢iselné fady.

Piiklad 2.5. Urceme obor bodové konvergence rady

Zxk:1+x+x2+....
k=0

Resend. Viechny funkce f,(x) = x* (k=0,1,...) jsou definovény v I = (—o0, 00). V bod¢ x =0 fada
zrejmé konverguje, uvazujme proto libovolné nenulové x, € I. Plati

Ve (o)l

[/ (xo)|

tedy podle limitniho podilového kritéria konverguje fada 3732 x* pro |x| < 1, tj. v intervalu (—1,1).
Konvergenci v krajnich bodech, kdy je ptislu$na limita rovna jedné, posoudime jejich dosazenim do dané
fady. Pro x = 1 dostavame divergentni fadu 3°5° 1* a pro x = —1 dostavame oscilujict fadu 3752 (—1)F.
Obor bodové konvergence je tedy tvaru I* = (—1,1), pri¢emz konvergence je absolutni.

Viimnéme si navic, Ze uvedena funkéni fada je fadou geometrickou (s kvocientem g = x). Podle
vzorce pro soulet geometrické fady (viz priklad 1.5a)) tedy plati

> 1
Zxk: , xe(—1,1).

k+1
X0

k
Xo

= |xo|>

Piiklad 2.6. Urceme obor bodové konvergence rady

ilnkx Inx + In® x + In’ x +
=lInx
il 2 3
Resent. Vsechny funkce
In® x
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jsou definovany v intervalu / = (0, o). Necht’ x, € /. Plati

§
VIfilxo)l =
ProtoZe lim, ., ¥k =1, dost4vime

Lxg) = lim /[, (xo)| = [lnxo],

a podle limitntho odmocninového kritéria rada konverguje pro | In x,| < 1 a nekonverguje pro | In x,| > 1.
Dosazenim hodnoty In x, = 1 dostavdme divergentni harmonickou fadu, a dosazenim hodnoty Inx, =
—1 pak konvergentni Leibnizovu radu. VySetrovana rada tedy konverguje, prave kdyz Inx, € < —1,1).

1 . . _
Protoze In ; =—1, Ine =1, je obor bodové konvergence interval tvaru I* = (e 1,e>.

|In® x,| 1
— = =|lnx,|—.

k vk

Nasledujici priklad ukazuje, Ze obor bodové konvergence nemusi byt nutné interval.

Piiklad 2.7. Ur¢eme obor bodové konvergence rady

(o]
E coskx:cosx—f—coszx—i—cos}x—{—... .
k=1

Resent. Analogickym postupem jako v p¥kladu 2.5 lze ovéfit, %e dan4 fada konverguje, pravé kdy%
| cos x| < 1. Tato nerovnost je splnéna pro vSechna redlnd x, s vyjimkou celoéiselnych nasobk 7. Tedy

I' = (—00,00) \ {k7, k je celé Lislo}.

2.2 Vlastnosti souctd funkenich fad
Jednou ze zakladnich otazek v teorii funkénich fad je problém, nakolik se nékteré zikladni vlastnosti
kone¢nych soultd pfendseji i na soucty nekoneéné. Zajimat se budeme predevsim o zachovani tr
nasledujicich vlastnosti, které dobte zndme z diferencialniho poctu:

1) Jsou-li funkce f,,..., f, spojité na I, potom je na I spojity také jejich soucet.

2) Integril ze souctu funkci je roven soultu integrilsi téchto funkci:

J; <§fk(x)> dx = gﬁbﬁe(x)dx.

3) Derivace soultu je rovna soultu derivaci:

(She) =2

Pozdéji ukdZeme, Ze nekonelné funkéni rady tyto tii vlastnosti obecné nemaji, i kdy?Z jsou konvergentni
v intervalu (—oo, 00). Proto je tfeba zavést silnéjsi typ konvergence funkénich tad, tzv. stejnomérnou
konvergenci, jejiz splnéni umozni pienést pozadované vlastnosti i na nekoneéné soucty. Témito otdzkami
se nyni budeme zabyvat.

Protoze jsme soucet funkeni fady zavedli jako limitu posloupnosti ¢aste¢nych soulti, uvedeme
nejprve pojem stejnomérné konvergence posloupnosti funkci.

v . . . .
Definice 2.8. Rikime, ze posloupnost {s, }°°, funkci s, konverguje stejnomérné na mnoziné M k funkci
. . . . , Ve N R . . Y
s, existuje-li k libovolnému e > 0 prirozené cislo N(¢) (zavislé pouze na e a nikoliv na x) takove, ze pro
vSechna pfirozend n > N(¢) a pro viechna x € M plati nerovnost

|s(x)—s,(x)| <e. 2.4)
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Potom piSeme

s,(x)=2s(x), xeM. 2.5)

Pozndmka 2.9. Porovnejme matematicky rozdil mezi pravé uvedenou stejnomérnou konvergenci po-
sloupnosti funkci s, k funkei s a vy$e zminénou klasickou bodovou konvergencf, ktera je reprezentovana
vztahem (2.3) a ktera se na rozdil od (2.5) obvykle zapisuje ve tvaru

s,(x)—>s(x), xel.

V pripadé bodové konvergence podle definice limity poZadujeme, aby k libovolnému e > 0 a libovolnému
x € I existovalo Cislo N(e, x) (zavislé na ¢ a x) takové, Ze pro vSechna n > N(e, x) plati nerovnost (2.4).
Srovname-li tedy oba typy konvergence posloupnosti funkci, pak snadno vidime, ze v definici
. v ’ A Y v v/ v S 4
stejnomérné konvergence zavisi Cislo N pouze na volbé Cisla ¢ > 0, kdezto v definici bodové konvergence
je N zavislé i na bodu x. Proto tedy je stejnomérné konvergence silnéj$ typ konvergence v tom smyslu,
Ze ze stejnomérné konvergence vyplyva bodova konvergence, pficemz opak obecné neplati.

V dal$im uvedeme ptiklad posloupnosti spojitych funkci, kterd konverguje k nespojité funkei.
Soulasné ukiZeme, Ze konvergence této posloupnosti nenf stejnomérna.

Pfiklad 2.10. Uvazujme posloupnost funkei

s,(x)=x"—1, n=12,..., (2.6)

které jsou spojité v I = (—oo, 00). Nejprve uréime mnozinu vsech x, pro kterd s, (x) konverguje pfi
n— oo.
Pro x > 1je zfejmé
lim s,(x) = o0,

n—00

kdezto pro x < —1 tato limita neexistuje (nebot’ s,,  (x) — —00, s,,(x) — 00). Dale

5,(1)=0 provsechnan, t. lims, (1)=0,

n

kdezto lim,,_, 5, (—1) neexistuje, protoze s, , (—1) =—2a s,,(—1)=0.
Je-li konecné x € (—1,1), potom
lim s, (x)=—1.

Mime tedy tento vysledek:
Posloupnost funkei s, (x) = x” —1 konverguje pti 7 — oo pravé tehdy, kdyz x € (—1, 1>, pticemz limitni
funkce s je pak tvaru
1 xe(=1,1),
0 x=1

n—00

s(x)= lim s, (x)= {
Zjistili jsme tedy, Ze posloupnost spojitych funkei s, (x) = x” — 1 konverguje na svém oboru bodové

konvergence I* = (—1, 1> k nespojité funkei s, ktera ma bod nespojitosti v x = 1 (viz obrazek 2.1).
Nyni ukaZeme, Ze posloupnost funkci (2.6) nekonverguje stejnomérné k funkei s(x) = —1 na (—1,1).

Zvolme
3
=1/2 e(=1,1).
mificc

3 3
s(x,)—s,(x,)=|—1—=-+1]=-.
|(7l) ‘Vl( 7’!)| ’ 4 ‘ 4

Potom je

Vidime, ze pro ¢ < % je vzdycky

5(5,) =5, () = > <.
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*—

=Y

Obrézek 2.1: Posloupnost spojitych funkci konvergujici k nespojité funkci

Z toho plyne, ze pro ¢ < % neexistuje zddné N takové, aby pro vsechna n > N a pro vsechna x €
(—1,1) platil vztah (2.4) z definice 2.8. Proto posloupnost (2.6) neni na intervalu (—1, 1) stejnomérné
konvergentni.

Pozndmka 2.11. Abychom si geometricky interpretovali definici 2.8, prepi$me nerovnost (2.4) na tvar
s(x)—e<s,(x)<s(x)+e, xeM.

To znamena, ze pro dosti velka 7 (tj. pro 7 > N(¢)) zustavaji véechny funkéni hodnoty s, (x) pro x € M
uvnitf pasu ohraniceného kiivkamiy = s(x)—c ay =s(x) +e¢.

Neformélni ,geometrickd“ definice stejnomérné konvergence by tedy mohla znit takto: Posloupnost
{s,(x)}22, funkei s, (x) konverguje k funkei s(x) na mnoZiné M stejnomérné, jestlize k libovolné tizkému
pasu obsahujicimu funkci s(x) vzdy existuje takovy clen s, (x) dané posloupnosti, ze tento ¢len a vsechny
nasledujici (. sy,1(x), Sy42(x),...) lezi v tomto pasu pro vSechna x € M.

7 A

Obrézek 2.2: Jesté ke stejnomérné konvergenci

Z obrazka 2.1 a 2.2 (kde mnozina M byla zobrazena jako interval s krajnimi body 4, ) snadno
vidime, Ze konvergence posloupnosti funkci x” —1 vskutku nemtiZe byt na intervalu (—1, 1) stejnomérna.

Kdy? jsme si f4dné objasnili pojem stejnomérné konvergence posloupnosti funkci, prejdeme k definici
stejnomérné konvergence funkéni fady.



26 Kapitola 1. Nekonecné fady

Definice 2.12. Rik&me, Ze funkéni fada (2.1) konverguje stejnomérné na mnoziné M k funkei s, kdyz
posloupnost {s,}°2 , jejich Castecnych souctt konverguje stejnomérné na M k funkei s.

Oznaceni 2.13. Oznaéme I** C I ,nejvétsi“ mnozinu, na které funkcni rada (2.1) konverguje stej-
nomérné k funkei s. Pokud 7** existuje a neni prizdnd, nazyvame ji oborem stejnomérné konvergence
funkeni rady (2.1) a piSeme

ka(x) Zs(x), xel™.
k=1
Piiklad 2.14. Uvazujme funkcni fadu
Z(xk—xkfl):(x—1)+(x2—x)+(x3—x2)+.... 2.7)
k=1

Pro jeji n-ty Casteény soulet plati
5,(0) = (x =1+ (" =x)+(&° =x) +--- + (x" =x") =x" =1,

tj. n-ty CasteCny soucet funkéni rady (2.7) je dan vztahem (2.6). Z predchozich prikladi a definic plyne,
ze funkéni fada (2.7) konverguje (nikoliv viak stejnomérné) v intervalu I* = (—1, 1> k nespojité funkei

=1 o x=1.

{—1 x e(—1,1),

V aplikacich ¢asto potrebujeme pouze rozhodnout, zdali je dand funkéni fada stejnomérné kon-
vergentni; jeji soudet nepotiebujeme pfitom znit. Uvedeme proto nésledujici kritérium stejnomérné
konvergence.

m Véta 2,156 — Weierstrassovo kritérium. Funkini ada > ;2 | f.(x) je stenomérné konvergentni na mno-
Ziné M, jestlizZe k ni existuje majorantni konvergentni iselnd vada > ;2 | ay, tj. konvergentni vada, jejimiz
cleny jsou konstanty a,, splrinjici nerovnosti

|fo(x)| <a, provsechnax € M avsechnak=1,2,... . 2.8)

Diikaz. Méme dokézat, Ze z (2.8) a z konvergence rady > 5o | 4;, plyne stejnomérna konvergence funkéni

fady 332, fi(x).
Ze vztahu (2.8) vyplyva, ze fada 3772, f,(x) konverguje absolutné v kazdém bodé x € M. Ziejmée
tedy konverguje i fada 3722 f.(x), kde 7 je libovolné prirozené Cislo. Je vsak

ST AR

k=n+1

<A@ D g =, xeM,

k=n+1 k=n+1

|7, (x) =

kde 77 je zbytek rady >7p2 | 4;.. Podle véty 1.8 tedy plati lim,_, ., 7} = 0. Zvolime-li & > 0 libovolné, pak
lze nalézt prirozené Cislo N(e) takové, Ze r; < ¢ pro viechna n > N. Odtud |7,(x)| < € pro vSechna

n >N avsechnax M. O

Poznédmka 2.16. Pravé dokizané Weierstrassovo kritérium se tyk4 pouze absolutné stejnomérné kon-

’ v ’ v v . v v 7V . 4 Ve Vevy L
vergentnich funkénich rad. Pro neabsolutné stejnomérné konvergentni fady existuji slozitejsi kritéria
(napt. Dirichletovo). Poznamenejme rovné?, Ze hleddme-li obor stejnomérné konvergence I** dané
funkéni fady (tedy ,nejvétsi“ mnozinu, na které tato rada konverguje stejnomérné), pak Weierstrassovo
kritérium je tteba doplnit dodate¢nymi obraty prokazujicimi, Ze vné mnoziny M jiz vySetfovana fada
stejnomérné nekonverguje.
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Piiklad 2.17. Pomoci Weierstrassova kritéria dokdzeme, ze funkcni rada (2.7) stejnomérné konverguje
na kazdém uzavieném intervalu < —1 / 7,1 / r>, kde » > 1, jinak je r libovolné. Podle (2.7) plati

1 1 11
o)) = et — x+1] < [k 4 e+ < 4 x€<——,—>, b=12,....
rk k-t ror
Protoze 1/7 < 1, jsou geometrické fady 375> 1/7%, 3°2° 1/7*~! konvergentni. Podle véty 1.18 je i jejich
soulet konvergentni rada. Tedy z Weierstrassova kritéria plyne, Ze fada (2.7) je stejnomérné konvergentni
naintervalu (—1/7,1/7), r > 1.

V nésledujicich dvou vétach uvedeme tfi zakladni vlastnosti stejnomérné konvergentnich rad, které
ndm predevsim umoZni tyto nekoneéné funkéni fady derivovat, resp. integrovat ¢len po ¢lenu. Véty
uvadime bez dikazd.

= V&ta 2.18 — o spojitosti a integraci funkéni fady. Necht’ funkce f, (k =1,2,...) jsou spojité v intervalu
I a necht’ funkini tada "2 | f,(x) stejnomérné konverguje k funkci s na intervalu ] C I, 4.

(o)

ka(x):ls(x), x€]J.

k=1

Potom plati:
1. Funkce s je spojitd na intervalu J.
2. Radu See, fu(x) Ize integrovat clen po clenu na libovolném intervalu (a,b) C ], 1.

Lb <§;fk(x)> dx = g <Lbfk(x)dx>,

Podobnym zplisobem zformulujeme i tvrzeni o derivovani funkéni fady. Predpoklady zarucujici
pozadovanou vlastnost jsou o néco komplikovanéjsi, nez tomu bylo v pripadé integrace.

w V&ta 2.19 — o derivovani funkenitady. Necht’ funkee fi, f, (k =1,2,...) jsou spojité na intervalu I
a necht’ na intervalu | C I plati
D) 3s(), D f)3ox), xe].

k=1 k=1

Potom Ize fadu > ;2 f,(x) derivovat na | clen po llenu, 4. plati

)= (D) = A =0x), xe).
k=1 k=1

Pozndmka 2.20. Derivovani a integrovani ¢len po Clenu tedy zobectiuje jednu ze zikladnich poudek
diferenciilniho a integrilniho poctu, totiz ze derivace (integral) souctu koneéné mnoha funkci je souctem
derivaci (integrald) jednotlivych séitanci. Za vyse uvedenych predpokladi tedy tyto dvé vlastnosti plati
i pro soucty nekonecné mnoha funkei.

Pfiklad 2.21. Funkce s je dina vztahem

> sinkx sinx sin2x  sin3x
S(X):kz 2 2 T4 8
—1

UkaZme, Ze s je definovand a spojita pro vSechna redlnd x, m4 zde derivace vSech r4dd, a vypoditejme

s(0).
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Reseni. Ziejmé plati

fe(o)l=

sin /ex

1\
§<§> , x € (—00,00), k=1,2,....

Majorantnf ¢iselnd rada 372 ( ) konverguje, tedy podle Weierstrassova kritéria dand funkéni fada
konverguje stejnomérné na celé realné ose. Tedy /* = I"* = (—o0, ©0), a odtud také plyne pomoci véty
2.18 spojitost funkce s v kazdém bodé x € R.

Nyni provéiime, zda na (—oo, co) konverguje stejnomérné také fada m-tych derivaci fk(m)(x), ato
pro libovolné m = 1,2,... . Vskutku,

sinkx )™ ”
ey = | BRI B

_Zk’ x €(—o0,00), m=12,..., k=12,....

Konvergenci majorantni rady >, k™ / 2% ovétime snadno uitim limitniho podilového kritéria. Tedy
podle Weierstrassova kritéria a véty 2.19 derivace s)(x) existuje pro libovolné ptirozené 7 na celé
realné ose a plati

7)) i sinkx \™ i (sinkx)™) c( )
s (x) = => — x € (—00,00).
2k — 2k
Specialné pro x =0a m = 1 mime
= k
SO=> —.
0 kZ:; %
Vyslednou hodnotu jsme tedy obdrzeli ve formé soultu ¢iselné fady. PonévadZ se nejednd o fadu
geometrickou, uréeni této hodnoty se zd4 byt moZné pouze v ptibliZném tvaru. V dalsi kapitole vSak

ukaZeme, Ze pomoci derivovani a integrovani specialnich funk¢nich rad lze odvodit vztahy pro soulty
nékterych negeometrickych ¢iselnych tad. Specidlné pak v piikladu 3.12 uvidime, e s'(0) = 2.

Piiklad 2.22. Funkce s je definovana vztahem
< /e e —2x —3x
S<x):k§1e’” +2e 43¢ e, x> 0.

. . v v In3
UkaZme, Ze s je definovand a spojita na (0, 00), a vypocltéme fl:?z s(x)dx.

v . . . .
Reseni. Nejprve ukézeme, Ze dana funkéni rada konverguje stejnomerné na kazdém intervalu (w, 00),
kde e > 0 je libovolné redlné éislo. Ztejmé

o)l = i

e/e
Majorantni ¢iselnd fada konvergu]e podle limitniho odmocninového kritéria, nebot’ e® > 1. Podle
Weierstrassova kritéria dand fada konverguje stejnomérné na kazdém intervalu (w, 00), a soultova
funkce s je podle véty 2.18 spojita na (0, 00). Stejnomérna konvergence rady umoznuje ziménu sumace
a integrace, a plati tedy

xG(a),oo), F=1,2,....

In3 In3 In3 o
f s(x)dx = f <Z ke_k’c> dx = ZI ke dx = —Z [e_’”]}zz =
In2 In2 k=1 In2 k=1
=S ¢ —2 S lk_w<l>k_ _1_1
B 2(3 §<2> ; 3) 71Ty

Pozndmka 2.23. 'V dal$ich dvou kapitolach se budeme zabyvat dvéma speciélnimi typy funkénich fad,
které maji rozsahlé vyuziti v dalSich partiich matematiky a aplikovanych véd. Nejprve se zaméfime
na fady mocninné, jejichZ ¢leny jsou mocninné funkce s nezdpornym celoéiselnym exponentem. Poté
budeme studovat tady trigonometrické, coz jsou funkéni fady se ¢leny tvofenymi linedrnimi kombina-
cemi sinti a kosinti. Kromé otdzek konvergence nds bude zajimat, za jakych podminek lze danou funkci
vyjadtit ve tvaru souctu vhodné mocninné, resp. trigonometrické fady.
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Priklady k procviceni

Cviceni 2.24. Uréete obor bodové konvergence tady:

k=1 kﬁ’ k=1 xk’ /eX’

k=1
d)i x* )i . X f) o coskx
— e x"sin —; .
k=1 1+x2k’ k=1 2 y k=1 ekx

Vyisledky. a) < —1, 1>; b) (—oo,—1)U(1,00); ¢)(l,00); d)x#—1,x#1; e)(=2,2); f)(0,00).

Cviceni 2.25. Urlete obor stejnomérné konvergence rady:

sm/ex > 1 o0 o—kix?
>Z : D> 9

=] 2k ]

In 1+kx) x arctghx
d)z e)zlﬁ; f); R .

Vysledky. a) (—oo,00); b)(—00,00); «¢)(—00,00); d) neexistuje, rada konverguje stejnomérné na
kazdém intervalu <w, 00),w>1; e) < —1, 1>; f) (—o0, 00).

a=

Cviceni 2.26. Uréete, pro ktera redlnd x je funkce s spojita:

oo M kx oo
)s(0) =D s b)s(e) =D e
a)s(x ; Rt D) s(x Z

oo 1 oo
c)s(x)= kzz:x2+k2' d)s(x ;arctg 2+k3

Vyisledky. a) x € (—oo,00); b)x € (0, 00); ¢)x €(—o0,00); d)x € (—o0,00).

Cviceni 2.27. Urlete obor bodové konvergence a soucet fady:

a) i sin® x; b) iek"; c) i(—l)k In*(2x);
k=1 k=1 k=0

d)iﬁ' e)ikzxk' f)ielic
k=1 k y k=1 y k=1 kx

Vyisledkey. a)sinx/(l—sinx),x7577:/2—|—/e77:,kde/ejecelécv:islo; b)ex/(l—e’c),x<0; c)l/(1+ln2x),
xe(z—le,g); d)—ln(l—x),xe(—l,l); e)(x+x2)/(1—x)3,xe(—l,l); ﬂ—%ln(l—ex),x<0.

Cviceni 2.28. Ukarte, Ye funkce s(x) =3 k3%~ 1x*~1 je spojitd v intervalu (—1/3,1/3), a vy&islete
k=1 je spoj vy
1
fos s(x)dx.
Vysledky. 1/5.

Cviceni 2.29. Ukazte, Ze funkce S( )=, 1/(/€4 +x?) je spojitd na celé realné ose, a vyuZitim vztahu
S, 1/k2 =n /6 vydislete [° s(x)dx.

Vyisledky. / 12.

Cviceni 2.30. Ukazte, ze funkee s(x) =372, xk/(/e./e!) je spojita na celé realné ose a ma zde derivace
viech rada.
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3 Mocninné a Taylorovy rady

Mocninné fady jsou nejjednodus$im specidlnim ptipadem funkénich fad. V souvislosti s jejich studiem
zodpovime nésledujici otdzky: Jak4 je struktura oboru bodové konvergence mocninnych tad? Jak se
tyto fady derivuji, resp. integruji? Za jakych podminek lze danou funkci zapsat ve tvaru souétu vhodné
mocninné fady? Jak takovy zapis najit a k demu miZe byt uZitecny?

3.1 Mocninné fady a jejich zakladni viastnosti

Definice 3.1. Mocninnou 7adou se stiedem v bodé x, rozumime funkéni radu tvaru

(o]

Zak(x—xo)k:azo+al(x—xo)+a2(x—x0)2+..., (3.1)
k=0

kde 4;, (k=0,1,2,...) jsou konstanty, které nazyvame koeficienty 7ady.
Mocninn4 fada se sttedem v x, = 0 je tedy funk¢ni fada tvaru

o0
Zakxk =aytax +42x2+... :
=0

Cistetné soulty kazdé mocninné fady jsou polynomy, a lze proto olekévat, Ze tyto fady budou mit
jisté jednoduché vlastnosti. Prvni z nich je struktura oboru bodové konvergence. Zatimco v piipade
obecnych funkénich fad miize byt obor bodové konvergence komplikovanid mnozina (nebo naopak
1 prazdna mnoZina), struktura oboru bodové konvergence mocninnych rad je velmi jednoduché: je
to bud’ jednoprvkovad mnozina obsahujici stfed dané mocninné rady, nebo interval konecné délky
symetricky kolem stredu (s pripadnou vyjimkou krajnich bodt), nebo cela redlné osa. Specialné tedy
kazd4 mocninna rada konverguje ve svém stiedu, coZ lze velmi snadno ovéfit dosazenim x = x, do dané
fady.

V dal¥{ ¢asti tyto tii varianty odvodime a rozebereme. Zakladem nasich tvah je

= Vé&ta 3.2 — Abelova. Konverguje-li mocninnd yada (3.1) v bodé x = x, # x,, potom konverguje absolutné
v kazdém x, pro které je |x — x,| < |x, — x,|. Nekonverguje-li tato vada v bodé x = x,, potom nekonverguje
v Zddném x, pro které je |x — xg| > |x, — x|

Diikaz. Bez Gjmy na obecnosti poloZime x, = 0. Necht’ 37° 4, x* konverguje v bodé x, # 0. Potom je
Yiselnd fada 375°  a, x¥ konvergentnt, a proto podle nutné podminky konvergence je lim,_, a4, x* =0.
Tedy posloupnost {a; x* }22, je ohranicena, tj. existuje M > 0 takové, Ze

|akxf|<M, k=0,1,2....

k

X

dkxk<_>
X

1

Odtud plyne
ok
<M

la,x*| = — =Mr*,
*

kde r = |x/x,|. Je-li |x| < |x,], je » < 1 a geometrickd fada 373> M r* je konvergentni. Proto fada
S0 a4, x* absolutné konverguje pro x| < |x,|.

Necht nyni 373° 2, x* nekonverguje v bodé x = x,. Zvolme x; takové, Ze |x;| > |x,|. Kdyby byla
fada 3°3° 4, x¥ konvergentni, musela by byt konvergentni i fada 37° 4, x¥, jak plyne z pfedchozi ¢sti
véty. To by byl spor. Proto fada 373> 4, x¥ nekonverguje, coz jsme chtéli dokézat. O

Z Abelovy vety vyplyva

= Véta 3.3 — o poloméru konvergence. Necht’ mocninnd rada (3.1) konverguje alespori v jednom bodé
x, # xo. Potom existuje (konecné nebo nekonecné) éislo R > 0 takové, Ze dand tada konverguje (dokonce
absolutné) v kazdém bodé otevieného intervalu (xy— R, xy + R), kdeZto pro x lezici vné rohoto intervalu, 1.
splniugict |x — xo| > R, nekonverguge.
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Definice 3.4. Cislo R z ptedchazejici véty se nazjva polomér konvergence mocninné fady (3.1). W

ov Vv

Pozndmky 3.5. a) V koncovych bodech intervalu (x,—R, x,+ R) miZe tada (3.1) konvergovat (absolutné
nebo relativné), pripadné divergovat nebo oscilovat. Situaci v téchto krajnich bodech proto musime vzdy
vySetfit zvI&3t.

b) Konverguje-li fada (3.1) jen pro x = x,, potom klademe R =0.

Nyni uvedeme dv¢ kritéria, pomoci kterych lze uréit polomér konvergence R. Tato kritéria jsou
dokazovana pomoci limitniho podilového, resp. limitniho odmocninového kritéria, a formélné se proto
témto kritériim podobaji.

n Véta 3.6. Necht’ existuje (konecnd nebo nekonecnd) limita

- agal
p=lim . (3.2)
koo |

Potom pro polomér konvergence mocninné vady (3.1) plat{

R=-—.
o

PFitom pro p = oo klademe R =0 a pro p = 0 klademe R = oo.

Diikaz. Podle podilového limitniho kritéria bude fada (3.1) konvergovat (absolutné) pro ta x, pro néZ je

k+1

@ (x —xp)

lim | ————| <1 (x#x,). 3.3

broo (lk(x—xo)k ( 7é O) ( )

Podle (3.2) je
k+1
a, (x—x a

lim M = lim |22 |x — x| = plx — X,
k—oo ak(x—xo) k—o00 a,

Je-li 0 < p < o0, potom vztah (3.3) je splnén pro ta x, pro kterd
1
|x— x| < —.
P

Naopak, rada (3.1) nekonverguje pro ta x, pro néz |x —x,| > 1/p (dGvodem je mimo jiné nesplnéni
nutné podminky konvergence). Tedy vskutku R =1/p.

Jeli p =0, potom vidime, Ze vztah (3.3) je splnén pro kazdé x; je-li p = oo, neni splnéna nutna
podminka konvergence, a to pro zadné x # x,. O

Podobné se odvodi odmocninova analogie predchazejici véty.

m Véta 3.7. Necht’ existuje (konecnd nebo nekonecnd) limita
o= i VRl
Potom pro polomér konvergence mocninné vady (3.1) plati

R=-.
°

PFitom pro p = oo klademe R =0 a pro p =0 klademe R = oo.



32 Kapitola 1. Nekonecné fady

Pfiklady 3.8. a) Uréeme polomer konvergence mocninné rady

= (kx) 4, 27,
=x+—x24+ %+
; TR TR

¢
Resent. Dana mocninna fada ma sted x, = 0 a koeficienty a, = k* /k!. Jeji polomér konvergence uréime
pomoci véty 3.6. Nejprve upravime vyraz

MM_WHWE

(k1 k41N
e | (k1)1 kE| _< >

kk k

Nyni pfipomenime zndmy vztah
- (ktp\
lim (%) =e?  pro vSechna redlna p.

Pak .
lim .1 = lim <k+1> =e,
k—o0 |ﬂ/€| k—o00 /€

atedyR=1 / e.
b) Stanovme obor bodové konvergence mocninné rady

S (x—1)F x—1 (x—1? (x—1)
Sl _xot oy (o)

s 8 128 | 1536

ReSent. Tato mocninné fada m4 stied x, = 1 a koeficienty 4, = 1 / (k8*). Protoze plati

1 1 1

5

1
lim 4/]a,| = lim =— lim =
ko0 4 koo A/|R8E|  8k—oo VR 8
jest R = 8. Dand mocninnA fada tedy konverguje uvnitf intervalu s krajnimi body x,—R = —7, x,(+R =9
a nekonverguje vné tohoto intervalu. O konvergenci v krajnich bodech rozhodneme dosazenim.
Pro x =9 dostavame

SR8 Tk 2 3
coz je divergentni harmonicka fada. Pro x = —7 pak mame

= (9 St 11
; kst _; PR R TS

tedy konvergentni Leibnizovu fadu. Oborem bodové konvergence dané mocninné rady je proto interval
I'= ( —7,9).

Kdyz jsme vyjasnili otizku struktury a praktického uréeni oboru bodové konvergence mocninnych
fad, zaméfime se na diskusi jejich dal$ich vyznamnych vlastnosti, zejména derivovani a integrovani.
Z piedchazejici kapitoly vime, k Ze derivovan{ a integraci mocninnych fad élen po ¢lenu je treba posoudit
otazku stejnomérné konvergence.

= Véta 3.9 — o stejnomérné konvergenci mocninnych fad. Ma-li mocninnd vada (3.1) polomér konver-
gence R > 0, potom konverguje steynomérné (a také absolutné) na kaZdém uzavieném podintervalu leZicim
uonity intervalu (x,— R, xy+ R).

Uzitim predchazejiciho tvrzeni Ize v kombinaci s visledky vét 2.18 2 2.19 odvodit nésledujici zakladni
vlastnosti mocninnych fad.



3 Mocninné a Taylorovy fady 33

= Véta 3.10 — o spojitosti, derivovani a infegraci mocninnych fad. Mé-Ii mocninnd rada (3.1) polomér
konvergence R > 0 a soucet s, pak plati:

1. Funkece s je spojitd v otevieném intervalu (x,— R, x,+ R). Konverguje-li navic tato vada v levém (resp.
pravém) krajnim bodé tohoto intervalu, pak je s v tomto bodé spojitd zprava (vesp. zleva);

2. Radu s(x) = 3252 a, (x — x,)* Ize integrovat clen po dlenu v libovolném intervalu (a, b) lezicim

uonity (x,— R, x, + R), §.
b [ oo
f <Zak(x—xo > <J x—xo)kdx>
a \k=0
A k k
( —Xo) o Z/e—}—l —Xo) o,

pricem? Ciselné vady na pravé strané predchizeyiciho vztahu jsou absolutné konvergentni;
3. Radu s(x) = 32, a, (x — xo)F Ize v (xy — R, x, + R) derivovat &len po clenu, t).

M8 I M8

a~
Il

O

(o)
/ k—1
x) :Z/eak(x—xo) , x€(xy—R,x;+R),
k=1
pricemz mocninnd Yada na pravé strané predchdzejiciho vztahu md tentyz polomér konvergence R.

Pozndmka 3.11. Vétu o (urdité) integraci mocninné fady lze snadno preformulovat pro pripad, kdy
uvazovany integral je funkci horni meze. Pro vSechna x € (x,— R, x, + R) pak plati

'[CO <§4k(t _xo>k> de = Z(Lo ap(t—x,) dt> = ; kjli ; (x — x )P,

k=0

pri¢emZ mocninna fada vystupujici na pravé strané ma opét polomér konvergence R.

Piiklad 3.12. Pomoci vét o derivovan{ a integrovini mocninné tady lze odvodit nékteré nové vztahy pro
soulty fad. Vyjdéme napft. ze vztahu

> 1
> xb=—r0,  xel'=(-1,1), (3.4)
= 1—x

ktery byl odvozen v zavéru prikladu 2.5. Derivovanim této rovnosti dostavime podle véty o derivaci
mocninnych fad
[ 1 [

kak_l = —(1—x)2 , . kak = m, x€(—1,1). (-5

Zdlraznéme, Ze pii derivovani a integrovani mocninné fady se polomér konvergence zachovava. Jinak
vyjadieno, oborem bodové konvergence je interval s tymiZ krajnimi body, ovsem konvergenci v téchto
bodech je tteba provéfit zvl4st, a to jejich primym dosazenim do fady. Je snadné vidét, ze mocninn4 fada
ve vztahu (3.5) v krajnich bodech x = 1 a x = —1 nekonverguje, proto je oborem bodové konvergence
této rady skutecné otevreny interval (—1,1).

Vsimnéme si také, Ze fada vystupujici ve vztahu (3.5) jiZ neni fada geometrickd. Dosazenim libovol-
ného x € (—1,1) do vztahu (3.5) lze ziskat vzorec pro soucet negeometrické ¢iselné rady. Specilné pak
dosazenim hodnoty x = 1/2 dostavame, ze

wl?\?‘

fe )
k=1
(viz také zavér piikladu 2.21).
Jestlize rovnost (3.4) pro zménu integrujeme ¢len po ¢lenu, dostdvime po malé Gpravé a provéfeni
konvergence v krajnich bodech vztah

[e]

Z%:_ln (1—x), x€ (=1,1). (3.6)
k=1
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3.2 Rozvoje funkci v mocninné (Taylorovy) fady

Zustarime jesté u vztahu (3.6) a proved’'me v ném dvé zcela formaln{ Gpravy. Jednak otolime znaménko,
a déle zaménime jeho levou a pravou stranu. Dostdvime tak

> xk X
1— —=—x——— — — ey —1,1). 3.7
N=-27 S x€ (-11) (7)

Na tom se nezda byt nic zajimavého, ovsem opak je pravdou. Vztah (3.7) totiz dava predpis pro vyjadreni
logaritmické funkce pomoci vhodné mocninné tady, tedy predpis pro vyjadreni hodnot pfirozeného
logaritmu pomoci (nekoneéné mnoha) zakladnich aritmetickych operaci. Ukazuje se tedy, Ze vztah (3.6)
muZe byt skuteéné mnohem zajimavéjsi, pokud je Cten ,zprava doleva“.

To nés vede k obecnéjsi Gvaze, totiZ za jakych podminek lze zapsat obecnou funkei f ve tvaru souctu
vhodné mocninné rady, tj. kdy plati

x):Zak(x—xo)k, xel’, (3.8)
k=0

kde stied x, a koeficienty a, jsou (zatim nespecifikované) konstanty. Vztah (3.8) budeme dale nazyvat
rozvojem funkce f do mocninné yady. Tento vztah bude pochopitelné zajimavy pouze tehdy, pokud mé
dand mocninna rada kladny polomér konvergence (pti R = 0 obsahuje obor bodové konvergence I*
pouze stred x,, coZ je nezajimavy pripad).

Protoze ¢asteénym souctem kazdé mocninné fady je polynom, maji nasledujici Gvahy zkou sou-
vislost s problematikou nihrady dané funkce f pomoci Taylorova polynomu P, . Pfipomerime proto
nejprve nékteré zakladni skuteénosti tykajici se tohoto pojmu.

Vime, Ze n-krat spojité diferencovatelnou funkci f mtizeme v okoli O(x,) bodu x, nahradit Taylo-
rovym polynomem P, a to se zbytkem 7, takZe je

fx)=P,(x)+7,(x) pro vsechna x € O(x,), (3.9
kde
o)

"(x
P = £+ L ey L =5 )
k=0 :
Pfitom nejjednodussi (tzv. Lagrangetv) tvar zbytku 7, (x) je
(x —x )n+1 .,
r,(x)= (nTOU!f( (x4 (x — xp) ), (3.10)

kde & je bliZe neurcené Cislo zavisejici na x, pricemz 0 < ¢ < 1.

Vzhledem k tomu, Ze Taylortiv polynom P, lze chipat jako ¢asteény soucet mocninné fady vystu-
pujici v rozvoji (3.8), polozime

f(k)(xo)
TR

(3.11)

a zavedeme tuto definici:

Definice 3.13. Necht’ funkce f ma v bodé x, derivace viech rada. Potom Taylorovou radou funkce f
v bodé x, nazyvime vyraz

o (R,
T;O(x)zgf ( O)(x—xo)le = lim P (x). (3.12)

k! n—o00

Poznamenejme, Ze hodnoty koeficienttl 2, vyjidiené vztahem (3.11) Ize odvodit konstruktivné
opakovanou derivaci ¢len po Clenu rovnosti (3.8) (derivovat lze pochopitelné pouze uvnitt oboru
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konvergence), a priubéZznym dosazovanim hodnoty x = x, do jednotlivych derivaci. Odtud tedy vyplyva,
ze pokud plati rozvoj (3.8), pak koeficienty @, jsou dany vztahy (3.11). Nés vSak zajima obracena
implikace. Jsou-li koeficienty a4, dany vztahy (3.11), plati rozvoj (3.8)? Jinak vyjidfeno, plati

flx)=T7(x) (.13)

tedy Ze soucet Taylorovy rady funkce f je roven této funkei, pokud predpokliddme pouze existenci
derivact £*)(x,) pro viechna ptirozen k?

Obecné tato rovnost platit nemusi. Nasledujici véta udiva nutnou a postacujici podminku pro jeji
platnost.

u Véta 3.14. Necht’ x, € I je vnitinim bodem intervalu I a necht’ funkce f md v x, derivace vsech vddi.
Potom v tomto intervalu plati{ rovnost (3.13) priavé tehdy, kdyZ

lim 7,(x)=0 provSechnaxel, (3.14)

kde 1, predstavuje Tayloriv zbytek.
Ditkaz. Z (3.9) plyne, %e
7, (%) = f(x) =P, (x). (3.15)
Nejprve dokazeme, ze platnost (3.13) pro kazdé x € I implikuje (3.14). Z (3.12), (3.13) a (3.15) plyne

lim 7,(x)=f(x)— lim P (x)= f(x)— f(x)=0 pro vsechnax €.

Nyni dokazeme, ze platnost (3.14) implikuje platnost (3.13) pro kazdé x € I. Z (3.14) a (3.15) plyne

lim[f(x)—P,(x)]=0 pro vSechnax €1,

n—o0

¢ili podle (3.12)
f(x)= lim P, (x) = T°(x),

n—0Q f

¢im? je dikaz zakonclen. O

Z véty 3.14 plyne jednoduchi podminka postacujici k platnosti vztahu (3.13).
u DUsledek 3.15. Necht’ funkce | md v intervalu I derivace vsech vddu, pricemz plati
lf®x) <M proviechnaxel, k=1,2,... (3.16)
a vhodné M > 0. Potom v kaZdém bodé x € I plati (3.13).

Ditkaz. Podle véty 3.14 stali dokdzat, Ze z (3.16) plyne (3.14). Zvolme tedy x € I libovolné, ale pevné.
Podle (3.10) a (3.16) plati

Vzhledem k tomu, Ze x je pevné, plati (3.14). O

7 eV oV . ’ ’ . / 4 ’ ’
Nyni jiz muzeme snadno odvodit zakladni rozvoje vybranych elementarnich funkei do Taylorovy
v v v v ’ . v *o /. v v ’ . ’ v v/’ v
rady, vCetné urceni oboru platnosti téchto rozvoju. Vyber techto funkei je dan predevsim pozadavkem
AR , o e v vi Cuii oy
na snadny vypocet jejich opakovanych derivact, které jsou potreba pfi vycisleni vztahu (3.11).
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m Véta 3.16 — Taylorovy rozvoje nekterych elementdarnich funkci.
oo k 2 3
X X X
et = - + + +—=+..
D TR TRt
[ee] ( 1)kx2/e+l x3 xS x7
SInx = = —_ _—— R
s 2k + 1) 3151 7!
© (_1)kx2/e X2 x* x®
cosx = =1- 4+ ,
= (2k) 20 41 6!
) _l)kx/e-H U I
In(14+x)= ( —x— 4+ 4
( ) /eZ:CJ: k+1 2 3 4
> /r r r
1+x) = =1 (L )2+,
ey = (= (e

kde 7 je libovolné relné ¢islo, ( ) ’(’1—“1) prok=1,2,.

binomickd vada.

Driikaz. Ve viech péti piipadech je x, =0.
V ptipadé funkce f(x) = e~ plati

fO0)= (0 =

takze

fOO)==1 (k=1,2,...).

Podle véty 3.14 zbyva dokdzat, ze lim
pro funkci e* tvaru

—c)

xn+1
7 (x)= ¥ 0<d<1.

" (n4+1)

Zvolme x € (—o0, 00) libovolne, ale pevné. Potom
n+1
s e
(n+1)!
UkéZeme nynf, ze
||+

X

im e =
n—co (1 + 1)!
Uvazujme fadu

SLs
2 e

k=0

Pomoci limitniho podilového kritéria snadno vidime, Ze fada (3.23) je konvergentni, nebot’

[x[*et/(k+1)! _ . |x|
m = l1um
k—oo |x|kex/k! k—oo b+ 1

Pak podle nutné podminky konvergence plati

k
lim ﬁ

x:o’
k—oo f!

z ¢ehoz plyne (3.22). Tedy lim
3.17).

n—00 ﬂ(

(k=1,2,...

Plati

x € (—o0,00);

X € (—OO, OO);

x € (—o0, 00);

o xe(—1,1);

e(-1,1),

),

=0<1

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

ca(y)=1 Rada (3.21) se pFitom nazjvd

=0. Protoze x, =0, je podle (3.10) Lagrangeuv zbytek

(3.22)

(3.23)

x) = 0 pro vSechna x € (—o0, 00), takZe podle véty 3.14 plati
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V pripadé funkce f(x)=sinx plati
£(0)=0, f/(0)=cos0=1, f"(0)=—sin0=0, fP(0)=—cos0O=—1, ...,

f(4/e)(o) =0, f(4k+1)(0) =1, f(4k+2)(0) =0, f(4/e+3)(o) =1,
¢Imz je ovétena formalni platnost pravé strany (3.18). Pro zbytek v Lagrangeové tvaru podle (3.10) plati

2n+3 |2n+3

X

(2n+3)!

|
<

cosIx| < ———.
(2n+3)!

|72n+1(x)| =

Vztah

|x|2n+3

im ——— =
niroo (274 3)!

dokéZeme podobné jako pro funkei f(x) =e*.

V piipadé funkce £(x) = cosx lze postupovat stejnym zptisobem. Vsimnéme si viak, Ze vztah (3.19)
Ize také obdrZet pfimym derivovanim (3.18) ¢len po ¢lenu.

V piipadé funkce £ (x) = In(1+ x) plati
In1=0, (In(1+x)) =(14x)7", (In(1+x))" =(—=1)(14+x)2, (n(1+x))® =+2(14x)7,
(In(14x)P =—6(1+x) ..., (In(1+x))® = (1) Tk —1)(1+x)* (k>1).
Tedy (protoZe (1+0)~* =1)

2 oo
0 . x X 2 5 31, 4 B _
Tin(1+x)(x)—o+ﬁ_5+§x —Zx +§x _..._Z

Lagrangetv zbytek pro funkci In(1+ x) je v piipadé x, = 0 tvaru

(=t
g n+1l (1T+Gx)’

takZe pro0 < x < 1an — oo plat

1 1 1

7,(x)| < < — 0.
Il )|_7Z+1(1+19x)”+1 T+l

V pripadé —1 < x < 0 uvazujme tzv. Cauchytv tvar zbytku

. (x)_(_1>nxn+l (1_,0)71 n'_(_l)nxn+l< 1_19 >n
YT (48T 1=9x| \1=08|x|/
Odtud
el < L o o
r, (X 1—19|x| pron .

Uzijeme-li vétu 3.14, dostaneme z predchoziho vztah (3.20). Poznamenejme, Ze tento vztah mtze byt
odvozen i metodou, jejiZ princip bude vysvétlen na prikladu 3.18a).

Vztah (3.21) uvadime bez dikazu. O

Obrézek 3.1 ilustruje rozvoj funkce e* do Taylorovy fady (viz vztah (3.17)). Kromé dané funkce je
zde zachyceno i prvnich pét Taylorovych polynomi (tedy pét ¢asteénych soulti piislusné Taylorovy
fady): Py(x) =1, Py(x)=1+4x, P(x) =1+ x+ x2/2!, Pi(x)=14x+ x2/2! + x3/3!, P(x)=1+x+
x?[214 2 314 x* 41,
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X

VA e
Py(x)

Py(x)

Py(x)

=Y

Obrézek 3.1: Taylorovy polynomy funkce e*

Pozndmka 3.17. Pti odvozovani rozvoji (3.17)-(3.20) jsme vyuzili skutecnosti, Ze pro uvedené funkce
Ize snadno uréit hodnotu f*)(x,) pro libovolné pfirozené ¢islo k. V nasledujicich piikladech ukazeme
1jiné zpusoby rozvoju, které vzorce (3.12) pfimo nevyuZivaji.

Priklady 3.18. a) Uréeme Taylortiv rozvoj funkce f(x) = arctgx v bodé x, =0.

Resent. Nejprve odvodime rozvoj funkce f(x) = 1/(1 + x?). Snadno ovétime, Ze f/(x) je soultem

geometrické fady, kde prvni ¢len 2, = 1 a kvocient ¢ = —x?. Tedy
1 oo
— =1t =D (1), x €(—1,1).
14 x? =

Integraci tohoto vztahu obdrZime podle véty 3.10 a poznidmky 3.11 rovnost

arctgx = | —— t:f (=1)*¢ t=> (1)) ——,
o 14122 o\ = 2k+1
kde x € (—1,1), pricemz je ale jeSté potieba vysetfit konvergenci rady v krajnich bodech konvergenéniho
intervalu. Dosazenim x = 1 dostavame alternujici fadu 373> (—1)¥ [(2k + 1), ktera konverguje podle
Leibnizova kritéria. Po dosazeni x = —1 a nasledném vytknuti znamenka obdrzime tutéz radu. Ukazali
jsme tedy, ze plati

o0 2k+1 3 5 7
b X X X0 x
arctgx:l; (=1 2k+1:x—?+?—7+..., x€<—1,1>.
=0

b) Uréeme Tayloriv rozvoj funkce f(x) = 1/1/ 1—x v bodé x, =0.

Resent, Jedné se o binomickou fadu (3.21), kde » = —% amisto x dosadime (—x). Pro x € (—1,1) tudiz je

Upravou postupné dostaneme

<—k%>: —%<—%>.--}<e!—%—k+1>

B (2k—1)!
=1 2k

L1302k —1)
2k k!

= (1)
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kde (2k)11=2.4...(2k), 2k —1)1=1.3...(2k—1). Dile ("}*) =1, a proto

1 = (2k—1) , m 3 51
=14+ > Tt xR+ =+, xe(—1,1).
Ji—x kZ:; (2k) 274 6!l L.1)

¢) Uréeme Taylortv rozvoj funkce f(x)=arcsinx v bodé x, = 0.

ReSent. Zvolime stejnys postup jako v piikladu a). Pou¥ijeme pitom vysledku z piikladu b) a skutetnosti,

Ye (arcsinx) = ———.
4/ 1—x2

2k—1 " x2k+1
. 26V dr =
arcsmx—fO <1+Z >d +Z (2k )1 2%k+1

Potom podle véty 3.10 a pozndmky 3.11 je

kde x € (—1,1). Dosazenim krajnich bodu lze provéf‘it Ze tyto hodnoty nalei do konvergenéniho

2b—1)1
@D 1 Pomoci matematické indukee lze ukazat, ze

intervalu. Pro x =1 dostavame fadu 1+ 372

E130 2k+1
plati
(k=1 _ 1
@ SV
Odtud
Qk—11 1 1 11
<

< —_—
k)N 2k+17 2Rk +1) ~ 232kVE

Konvergence uvedené ¢iselné fady tedy plyne z porovnavactho kritéria a z piikladu 1.13a). Analogicky
se konvergence ukaZe i v pripadé x = —1. Plati tedy

(2 — 1)1 x2+1 Mx® 3Mx> 51«7
) o= —+..., xe(-11).

msmx—HZ 2 2+l s tas tay

k=1

d) Uréeme Taylortv rozvoj funkef f(x) =sinhx, g(x) = coshx v bodé x, =0.
Resent. Podle vzorce (3.17) plati

] k 2 3
r_NX XX _
‘ _;k'_1+1!+zv+3|+ » X €(=00,00),
0o k 2 3
I N Y R T A _
e _Z( 1) k!_l 1!—}—2! 3'—|—..., x € (—o0,00).

Vsimnéme si, ze druhy vztah jsme obdrZeli jednoduchou substituci v (3.17), kde jsme misto proménné
x uvaZovali hodnotu —x. Sedtenim, resp. odectenim téchto vztahi a naslednym vynisobenim hodnotou
1 / 2 dostavame

o] 2k x2 x4

x
coshx_§@_1+a+z+..., x € (—o0, 00),

oo x2k+1 3 5
sinhx = — + + +.. x € (—00,00).
g (2/€ + 1) 3! 5! ( )

Pozorny Ctenart by si pritom mohl uvédomit, jaké poletni operace jsme zde vyuZili (o platnosti téchto
operaci bylo pojednino v tvodni sekci vénované ¢iselnym fadim).
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3.3  UZiti mocninnych fad

Na zavér této sekce budeme na prikladech ilustrovat nékteré z detnych aplikaci rozvojt funkei do
Taylorovych fad. Kromé pribliznych vypoctt funkénich hodnot elementérnich funkei se mocninné
fady pouzivaji napf. pti vypoctu limit a integrall a také pfi feSeni diferenciilnich rovnic (o této otézce
pojednime v podsekci 9.2).

Pfiklad 3.19. Naleznéme horni odhad chyby, které se dopustime, kdyZ nahradime funkci e* na intervalu
(0,1) Taylorovym polynomem P, za ptedpokladu, Ze stfed Taylorovy fady je x, =0,5.

¢
Reseni. Pro Lagrangelv tvar zbytku v tomto pripadé plati

_ 05 —0.5)¢ 4
(=05) osnomy o K05) 05T 0 o6 10, xe (0,1).
4 A 4

Tedy chyba neptesahne 7,08 - 10~°.

3(x) =

Piiklad 3.20. Pomoci zdkladnich aritmetickych operaci uréeme hodnotu In2 s chybou mensi nez 10~*.

Resent. Polo¥ime-li v (3.20) x = 1, dostivime vyjadreni

tedy hodnota In2 je souttem Leibnizovy rady. K dosaZeni pozadované presnosti je pak podle vztahu

1
n+1

|7l <

(viz piiklad 1.17) tieba sedist 7 = 10* &lenti fady. Odtud

1 1 1 1
2R 1= = 4 = — = oo e —— =0,6931.
! 27373 o000
Z tohoto vyjadrenti je patrné, Ze vztah (3.20) neni pro urdeni ptibliZné hodnoty In2 pfilis vhodny, nebot’
konvergence Leibnizovy fady je pomala. UkaZeme, Ze k urceni této hodnoty je vyhodnéjsi pouzit
rozvoje funkce

1
g(x)=In 1” —In(1+x)—In(1—x).
—X
Na zéklad¢ vztaht
1 o] kx/e+1 2 3 4
n(l+x)= —1)f—=xx——4+—=———+..., x€(—11),
1+9=3 0 -11)
In(1—x) i( ) ©_ox o e(-11)
n(l—x)= === ——— , xe(—1,
ra k+1 23 4
dostdvime vyjadieni
1+x o) x2/€+1 x3 x5
1 =2 =2(x+X4+X 1), xe=1,1)n(=1,1)=(=1,1). 3.24
e I L R re(L)NL)=(L1). (.29
Protoze . 1
Y e x=1e(—1,1),
1—x 3

2 zi 1 zi 1 <1>fe 2<1+ 1 N 1 N >
n2— - = _ = = - —_— —_— e |
2k +1)3%+1 T 3442k +1\9 30335 535
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Pro odhad velikosti zbytku 7, pak lze bud’to postupovat podle poznamky 1.14, nebo volit primy postup,
kdy velikost zbytku odhadneme pomoci majorantni geometrické rady. Takto dostdvime

2.3 1 /1 21 & 3
= - _ - < =-— - =
m=3 2 2k+1<9> Fraipy <9> 42n+3)9m+1

k=n+1 k=n+1

Odtud
3

— <10 <= n>3.
4(2n +3)97+1

S poZadovanou piesnosti tedy dostavime

1 1
In2 =~ 2< toistos

1
— | =0,6931.
333 5. * >

3% 7%
Piikiad 3.21. Pomoci rozvoje funkce f(x) = (sinx) /x uréeme lim_, f(x) a vyjadteme f; f(r)de ve
tvaru mocninné rady.
Reseni, Na zékladé vztahu (3.18) snadno uréime
o2k 2 4 6

SiNX
=1l—-——4+—=——=+4..., € (—o0,00), 0,
Zo @+~ 375 7 *el hx7

pri¢emZ mocninna rada na pravé stran¢ konverguje podle Weierstrassova kritéria stejnomérne na kazdém
intervalu (—k, &), kde & > 0 je libovolné velké (Ize dokonce prokézat, ze I** = (—o0, 00). Odtud ihned
plyne znamy vztah

sinx

lim

x—=0 x

=1.

Dile podle véty 3.10 (a nasledné pozndmky 3.11) miZeme danou fadu integrovat ¢len po ¢lenu, takZe
plati
*sint t%* = x 2+

_ et
) 4= 2 G @R

k=0 0

kde x € (—o0

Piiklod 3.22. Vypoltéme | 01 ¢ dx a uréeme, kolik &lent ¥ady je t¥eba selist, aby hodnota integralu
byla aproximovana s chybou mensi nez 1076,

Resent. Podle (3.17) plati

e (=) & £ X v
e :Z :Z(—l) - pro vSechna x € (—o0, 00). (3.25)

Opét mizeme integrovat Clen po ¢lenu, takze
1 X Jl{ oo x2 } 00 1 xzk oo (_1)/€
e dx= (1) == bdx = {f (—1)k—dx} => —.

Protoze obdrzena &iselna fada je alternujici, k odhadu velikosti zbytku vyuZzijeme vétu 1.16. Odtud

1
7 |< —————— <10 n>8.
2n+3)(n+ 1)

K dosazeni poZadované presnosti je tedy treba provést nasledujici nihradu:

v, 1 1 1 1
eV drnl— = — —— 4 —— = 0,746824.
L 37520 73! 17.8!
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Pozndmka 3.23 - Eulerovy formule. Dosad’me v Taylorové rozvoji funkce e* za x vyraz ix, kde i je

imaginarni jednotka. Protoze i* =—1, i = —i, i* = 1,..., dostaneme
x2  xt x® x> X

tedy podle véty 3.16 A
e =cosx +isinx.
Podobné '
e ¥ =cosx—isinx.
Tyto vztahy, jichz odvozenti je spojeno se jménem L. Eulera, budou mit velkou dulezitost v partiich
vénovanym diferencialnim rovnicim.

Priklady k procviceni

Cviceni 3.24. Urlete polomér konvergence mocninné fady:
oo k )2 oo
ok k. 2k
x"; C 2%x°F.
Y Z kk(zk). b) Z )2

Vijseldky. ) 4e/27; b)4; <) 1/+/2.

Cviceni 3.25. Urlete obor bodové konvergence mocninné fady:

(X et k*(3x)*
a)§</€>’ b)z P f C)ZZk(k—i—l

k=1
> In(k+1) , (x+12k+1
d);k!Xk; )Z b Y Z P

Viisledky.  a) (—o0,00); b) (1,1} ©) (=2/3,23); d) 0; ¢ (—1,1) ) (—1—v2—1+v2).
Cviceni 3.26. Udejte pifklad mocninné fady, je? m4 polomér konvergence:
QR=1[3; bR=V3 JR=rle
Cviceni 3.27. Udejte priklad mocninné fady, jejiZ obor bodové konverguje je interval:
2)(0,4);  b)(0,4); ) (0,4)  d)(0,4).

Cviceni 3.28. UrCete rozvoj funkce f do mocninné tady se sttedem v bodé x, = 0 a uved'te jeji obor
bodové konvergence:

WW=gtm D= 9 ()=
d) f(x) =sin’x; e)f(x):arctgiix, D) f(x)=In(x + v/ 14 x2);
_ x—arctgx _ ) sinhx —sinx
9f0= "Iy = areghs D) —xz
Viisledky. a) Z(k + DxF, x| < 1; b) Z TR [x] <25 ¢ Z —,x €R; d)sin’x =
k=0 !
1 =) ( 1)/e+122k 1 T 2/e+1
—(1— = A —— R; <1
2(1 cos2x) kzz; 2k x* xeR; e) 4—1—2 2k+1 x| <1
oo k(Zk—l)!! x2k+1 < S +1 " < o] x2k+1
— J A — . - 7 1: h - 1:
f)x+kzz;( RANCSTRET AL g)§2(2k+1)x <t );2k+1’|x|< ’

" 2
1) Z — =yt xeR.
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Cviceni 3.29. UrCete Taylorovu radu funkce f v bodé x, a uved’te obor bodové konvergence

a)f(x):%, Xg=2; b)f(x)=Inx, x,=1; c)f(x):izc_::, Xy =2.

) 1 (22 N A Y Gt Vit
Vyisledky. a) Z( 1)( > >,XE(O,4), b)kz:;( 1) Pl
k+1
c)3+13Z 6k)+1 (x—2)F, x €(—4,8).

,x€(0,2);

Cviceni 3.30. Pomoci rozvoje funkce v mocninnou fadu urcete limity

.o 1= e 1
a) lim ﬂ; b) lim &
x2 x—0 X
oli im arctg2x; d) lim cosh®x —1 '

x—0 2x

Vysledky. a) 1/2; b)2; ¢)2; d)o.

Cviceni 3.31. Pomoci rozvoje vhodné funkce v Taylorovu fadu urcete hodnotu daného ¢isla s chybou
men${ nez ¢:

1
)=, e=107% b)ve, =107 V4, e=10""
e

o1
d) sin > e=107% e)In5, e=107% f)r =4arctgl, e=10""

Vysledky. a) 0,37; b) 1,649; c¢) 1,5874; d)0,4794; e) 1,6094; f)3,1415.

Cviceni 3.32. Urcete rozvoj funkce f v Taylorovu radu v bodé x, = 0 a uved’te obor bodové konvergence

fl- i * In 2
b =T s g o= [,

e :
D k=1 ., <
Vysled/ey a)z Bl x,xER b)x+2m ,|x|<l; Z ,
<—1,1>. -

Cviceni 3.33. Pomoci rozvoje integrandu v mocninnou fadu urdete hodnotu integralu s chybou mensi
v
nez e:

1
)J wdx, e=10"% b)f cosy/xdx, e=107%
0

0,25
—10-3. — 103
)J Tt dx, =107 d)fO In(14+ v/x)dx, e=10"".

Vysledky. a) 0,946; b)0,76; c¢)0,494; d)0,071.

Cviceni 3.34. Pomoci rozvoje v Taylorovu fadu ukaZte, Ze plati

sinx +cos’x =1 pro vSechna x €R.
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4 Fourierovy fady

V predchazejici sekei jsme vidéli, Zze kazdé funkei f, kterd ma v néjakém bodé x, € R derivace viech
adl, je mozné pfifadit Taylorovu fadu

> ap(), .1)
k=0
kde
®) (5
%:‘i§ﬁ 2 pm)=(—x)  k=01.2...

(volime zde mirné odli$né oznaceni koeficientt i ¢lent rady). Cilem této sekce bude diskutovat nés-
ledujici otdzky: Lze k dané funkci f pfifadit fadu ve tvaru (4.1) i jinym zplisobem (samozfejmé tak,
aby vzniknuv¥{ fada méla dobry smysl, tj. aby pro dostate¢né $irokou t¥idu funkci konvergovala zpét
k funkci, ze které byla vytvorena)? Je mozné toto pfifazeni provést i pro funkce nesplnujici pozadavky
na rozvoj do Taylorovy fady (napt. funkce nespojité)?

4.1 Zdakladni pojmy a viastnosti

Nejprve vymezime zikladni pozadavky na danou funkei £, jejichz platnost bude nutnou podminkou
v v/ 7 4 Vo Ve Vi vV V7 v *o 7 v

vech dal$ich Gvah v této sekei (jiz jsme pfipomnéli, Ze v pripadé rozvoju do Taylorovych rad touto nutnou

podminkou byla existence derivaci vSech f4dG dané funkce v néjakém vnitinim bod¢ defini¢niho oboru).

Uvazujme funkei £, kterd je definovana na néjakém uzavieném intervalu /. V ptipadé Fourierovych fad

je prirozenym pozadavkem, aby tato funkce na I byla integrovatelnd s kvadratem, ;. integral z druhé

mocniny f ptes  existuje a plati

flfz(x)dx < 00.

Pokud se omezime na integraci v Riemannové smyslu', tak plati, Ze je-li funkce integrovatelna na 7, pak
je zde integrovatelnd také s kvadritem (pozor, naopak tvrzeni obecné neplati). Jinak vyjidieno, samotna
integrovatelnost tedy zaruluje integrovatelnost s kvadritem.

Nyni se zaméfime na otdzku volby posloupnosti funkci ¢, vystupujicich v rozvoji (4.1) (opét pti-
pomenme, Ze v pripadé rozvoju do Taylorovych rad tyto funkce byly voleny jako mocninné funkce
s nezdpornym celodiselnym exponentem). Lze samoziejmé olekavat, Ze tuto posloupnost funkci nelze
volit zcela nahodile. V dal$im uvidime, Ze tou ,spravnou® vlastnosti, kterou je potteba poZzadovat, je
ortogonalita funkei v této posloupnosti. Difve neZ vyslovime definici ortogonalniho systému funkei, za-
vedeme pojem ortogonality pro obecnou dvojici integrovatelnych funkcf, a to pomoci operace skalarniho

v
soucinu.

Definice 4.1 — skaldrniho soucinu funkci, jejich ortogonality a normy funkce. Necht’ f, g jsou
integrovatelné funkce na /. Vyraz

v«»:Lﬂmamm

nazveme skaldrnim soucinem funkc{ f , g na intervalu I. Tuto dvojici funkei prohlasime za ortogondlni
nal, jestlize (f,g), =0.
Dale, normou integrovatelné funkce f na I rozumime vyraz ||f||, = +/(f, f),

Niasledujici definice ortogonalniho systému funkei vychazi z pozadavku, aby kazd4 dvojice riiznych
funkei z tohoto systému byla ortogonélni, pri¢emz v tomto systému uvaZzujeme pouze funkce s nenulovou
normou.

Ptipometime, Ze definice vychaz{ z ohranidené funkce na uzavieném intervalu, pfiem? integrovatelnost této funkce je zarudena,
je-li napt. po ¢astech spojitd na I. To pro potteby technické praxe vét§inou postauje.
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Definice 4.2 — ortogondiniho systému funkei. Necht’ {¢, }52, je posloupnost integrovatelnych funkci
M 5 ’ 4 /7 7 7 . .
na intervalu I. Rekneme, Ze tato posloupnost tvoti ortogondini systém funkci na I, jestlize plati

(¢, 90); =0 pro viechna k,{ =0,1,2,..., k#Y,
llgpll; 0 pro vsechna k=0,1,2,.... (4.2)

Pozndmky 4.3. a) Podminka (4.2) znamena, ze v posloupnosti {¢, }2° . neni nulova funkce nebo funkce,

kterd je ,téméf viude nulova. Vime totiZ, Ze kdyZ zménime funkéni hodnotu integrované funkce

. V1 . " S . ey 2 v

v jednom nebo nékolika bodech intervalu, pres ktery integrujeme (presnéji, zménime-li libovolné
hodnoty na tzv. nulové mnoziné), tak hodnota Riemannova integralu se nezmén.
b) Pozdgji uvidime (viz vétu 4.9), Ze alespon jeden ortogonalni systém existuje.

Princip rozvoje funkei do Fourierovy fady je pak nasledujici. Vezméme integrovatelnou funkci na

néjakém uzavieném intervalu 7 a ortogonalni systém {¢, } 7> na I. Pozadujeme, aby platilo

x):chgok(x) pro vsechna x €1,

kde ¢, € R jsou konstanty, které je potreba urcit. Ndsobme obé strany v posledni rovnosti funkci ¢, (£
je libovolny index) a integrujme pres /, tj.

| ropea= | <chgak ) Har= [ <zwk >dx

Predpoklidejme nyni, Ze rada > 72 ¢, ¢, (x) konverguje stejnomérné na /. Potom stejnomérné na /

konverguje i fada 3 ¢, ¢, (x)@,(x), a podle véty 2.18 Ize zaménit pofadi sumace a integrace. Mame tedy

f Fpedr=S e, f ou(x)p(x) dr,
1 k=0 I

neboli, zapsano pomoci skalarniho soucinu,

oo
(Fr901 =2 alp 90
k=0
Protoze vechny funkce vystupujici v fadé na pravé strané jsou z ortogonalniho systému, plati (¢, ¢,); =

0 pro k # { atedy v fadé zlistane pouze jeden &len (pro £ = k), tj.
(£001 = cilpepo)r = cillplly-
Preznalime-li index ¢ na k, dostdvime vzorec pro vypocet koeficientt ¢, ve tvaru

_ (f>ee)i
llowll?

Vyse uvedeny postup nas motivuje k nasledujici definici:

Definice 4.4 — Fourierovy fady. Necht’ f je integrovatelna na intervalu I a {; } 72, je néjaky ortogonalni
systém na I. Potom radu

Z%Gﬂk(x): kde Ckz(ﬂ’%z[, k=0,1,2,...
k=0 ¢k||1

nazveme Fourierovou vadou funkce | na intervalu I (koeficienty c, se nazyvaji Fourierovy koeficienty).
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Pozndmka 4.5. Fourierova fada (podobné jako Taylorova fada) jesté nemus{ konvergovat k funkci, ze
které byla sestrojena. Uvédomme si totiz, Ze krok, pfi kterém jsme predpoklidali stejnomérnou konver-
genci fady (abychom mohli zaménit poradi sumace a integrace) je ¢isté formaln{ - v tomto okamziku
koeficienty c,, jesté nezname! Navic, bodové ani stejnomérn4 konvergence nejsou pro Fourierovu fadu
tou nejprirozenéjsi. Tou je konvergence v normé, kterou zavadi nisledujici definice.

Definice 4.6 — konvergence posloupnosti funkci v normé. Rekneme, e posloupnost {g; }2° | funkeci
integrovatelnych s kvadratem na intervalu I konverguje v normé k funkci g, jestlize

Jlim |lg, —gl|; =0

. . v v .
Konvergenci v normé Fourierovy rady upfesnuje nasledujici tvrzeni.

» Véta 4.7 — konvergence Fourierovy fady v normé. Necht’ f je integrovatelnd s kvadritem na

(o)
intervalu I a Y, ¢, ¢,(x) je jeji Fourierova vada na I. Oznacme s, n-ty Cdstelny soucet této vady (3. s, (x) =
k=0

> heo Ch @ (x)). Potom §: ¢, @y (x) konverguje v normé k funkci f (t. lim ||s, — f||, = 0), prdvé kdyz plati
k:O n—00

tzo. Parsevalova rovnost.
o0
S el =1IFIE.
k=0

Pozndmka 4.8. Vétaiiké, Ze pokud Fourierova rada funkee f k této funkei konverguje v normé, pak musi
platit Parsevalova rovnost. Naopak, plati-li Parsevalova rovnost, pak Fourierova rada konverguje v norme
zpét k funkei, ze které byla vytvorena. Parsevalova rovnost Gizce souvisi s pojmem #plnosti ortogondalniho
systému {¢, }. Uplnost v nasich Gvahich znamen4, e k ortogondlnimu systému jiZ nelze ptidat dalsi
funkeci, ktera by byla integrovatelna s kvadritem, nebyla by téméf vSude nulova, a byla ortogonalni ke
kazdé ze stavajicich funkci systému. Lze ukézat, Ze je-li v daném prostoru funkei ortogonalni systém
Uplny, pak plati Parsevalova rovnost a naopak, tj. mezi témito pojmy je ekvivalence. Pokud ortogonélni
systém neni Gplny, pak plati pouze Besselova nerovnost:

[
> cllgdlF <1711
k=0

Niésledujici tvrzeni zavidi vyznamny ortogonélni systém funkci. Ovéfeni skuteénosti, Ze se jednd
opravdu o systém ortogonalni, je ryze poCetni a nebudeme ho zde provadét.

= Véta 4.9. Posloupnost

X . T7X 2nx . 27x krx . knx
1, cos —, sin —, cos ——, sin ——, ..., COS ——, sin yeen (4.3)
p p

b4

tvor{ ortogondini systém na libovolném nzavieném intervalu I délky 2p (p > 0). Navic plati

kmx . knx
s1

Itll; = +v2p, ||cos

k=1,2,....

Il

|

Il
=

I I
Cislo p se nazyvd pulperioda.
Pozndmka 4.10. Existuji i jiné ortogonalni systémy.

Tvar Fourierovy fady vzhledem k ortogonalnimu systému (4.3) je uveden v nasledujici definici.
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Definice 4.11 — trigonometrické Fourierovy fady. Necht' p >0, c € R a f je integrovateln na intervalu
(c—p,c+ p). Potom radu

Pp(x)= Z <ak cos

* 4+ bysin kﬂ) (4.4)
k= p

kde

c+p ctp
:% J f(x)dx, a, ff(x cos
e=p

nazveme trigonometrickon Fourierovou vadon na intervalu (c — p,c + p).

™% dx, f F(x)si sm * dx, 4.5)

Pozndmky 4.12. a) Tvar fady (4.4) a vzorce (4.5) je v souladu s definici 4.4, koeficienty c, jsou pouze
rozllenény na tri skupiny: a, odpovida funkei ¢y(x) = 1, 4, odpovidaji funkcim ¢,, ,(x) = cos ]% ab,
odpovidaji funkcim ¢,, (x) = sin kﬂ . Faktor 1/ p ve vztazich (4.5) ptedstavuje ¢len 1/|¢, || (disproporce
||1|| 7=2p je eliminovéana tim, Ze v rade (4.4) je koeficient a, délen dvéma), a integraly v téchto vztazich
jsou ptislugné skaldrni soudiny.

b) Jsou-li koeficienty a,, 4, a b, libovolna redlnd ¢isla (tj. ne nutné urlena vztahy (4.5)), pak radu
(4.4) nazyvame trigonometrickou radou (bez privlastku Fourierova) a jeji n-ty ¢astecny soudet

+Z<“k cos +bk sin kzx)

nazyvame trigonometrickym polynomem.

c) Lze ukazat, Ze ortogonalni systém (4.3) je Gplny, a tedy plati Parsevalova rovnost, kterd ma nyni
tvar

aZ )
p5 +p 2w+ ) =111
k=1
Disledkem je, ze trigonometricka Fourierova fada @, konverguje v normé na (¢ — p, ¢ + p) k funkei f.

4.2 Bodova a stejnomérnd konvergence Fourierovy fady

Nasledujici tvrzeni nim ukazi, ze za dodateénych (ne az tak pfisnych) podminek kladenych na funkei
/ bude trigonometrickd Fourierova fada &, konvergovat i bodové, ¢i dokonce stejnomérné k funkci
f . Predné si vimnéme, ze viechny funkce vystupujici v fadé &, jsou 2p-periodické, a proto i souctova
funkce bude 2 p-periodicka.
» Vé&ta 4.13 — Dirichletova (o bodové konvergenci fady trigonometrické Fourierovy fady). Necht’
f je funkce definovand na intervalu (c — p,c + p), c €R, p >0, a necht’ jsou spinény tzv. Dirichlerovy
podminky:
(i) f jena(c— p,c+ p) po Cdstech spojitd; tim rozumime, Ze pocet bodii nespojitosti je konecny (nebo
f nemusi mit Zddny bod nespojitosti), jsou typu ,skok“ (ij. 0bé jednostranné limity jsou konecné),
a v krajnich bodech ¢ % p existuji konecné limity;
(i) f mdna(c— p,c+ p)koneny polet ostrych lokdlnich extrémii* (nebo f nemusi mit Zidny ostry
lokdln{ extrém).

Ptikladem funkce, ktera m4 nekoneény polet ostrych lokalnich extrémd (a kter je p¥itom spojitd) je £(x) =sin % na intervalu
(0,1) (vykreslete si graf, napt. v prosttedi Wolfram Aplha nebo Maple).
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Definujme na nzavieném intervalu (c — p,c + p) funkci f* takro:
[ (x) ve vsech bodech x € (c — p,c + p), ve kterych je [ spojitd;
F=13 <[1ir)1€r1_f(t) + tl_l)rg_f(t)) ve vsech x € (c— p,c+ p), kde je f nespojitd;

1 . . .
= < lim f(z)+ lim f(t)> v kragnich bodech x = ¢ + p.
2 \t—(c—p)+ t—(c+p)—

Prodluzme dale tuto funkci periodicky (s periodou 2p) na celou realnou osu, a oznacme toto prodlonzeni
Joer- Plati tedy f; (x +2kp) = f,:.(x) pro vsechna x € R a vsechna k € Z, f;,(x) = f*(x) pro vsechna
x € (¢ — p,c + p). Potom trigonometrickd Fourierova tada @ ; konverguje bodoveé na celé realné ose k funkci

f;:r'

Pozndmky 4.14. a) Dirichletovy podminky jsou tedy postacujicimi pro bodovou konvergenci rady
¢, pricemz dikaz tohoto tvrzeni je pomérné narocny. V literatufe se Casto tyto podminky nahrazuji
podminkami:

() fjena(c—p,c+ p) po Castech spojita,

(i) kazdy spojity tsek funkce f ma po &astech spojitou derivaci f”.
Tyto podminky jsou trochu ,ptisnéjsi“ nez Dirichletovy, je ale snadnéj$i pomoci nich tvrzeni dokdzat.
Funkece, se kterymi béZné pracujeme, obvykle splnuji oba typy podminek.

b) Okomentujme stru¢né tvar funkce f*, k niZ za uvedenych podminek dan4 funkce f (bodové) kon-
verguje na (¢ — p,c + p). V bodech spojitosti f se prisluiné funkéni hodnoty f a f* rovnaji, ve vnitrnich
bodech nespojitosti f je odpovidajici funkéni hodnota f* rovna aritmetickému priméru ptislu$nych
jednostrannych limit funkce f (f* tedy ,priméruje“ skok vznikly v ptipadnych bodech nespojitosti f),
a podobny komentaf plati i pro krajni body, kde /* nabyv4 hodnot rovnych aritmetickému priméru
prislusnych jednostrannych limit funkce f v krajnich bodech.

» V&ta 4.15 — 1. v&ta o stejnomérné konvergenci trigonometrické Fourierovy fady. Necht’ 45f je
trigonometrickd Fourierova tada funkce f . Pokud Ciselné tady > 02 | |a,| a > 02 1By, kde ay,, by, jsou prislusné
Fourierovy koeficienty, konverguji, potom @, konverguje na R ke své souctové funkei stejnomeérné.

Pozndmka 4.16. Toto tvrzeni je jednoduchym disledkem Weierstrassova kritéria stejnomérné konver-
gence. Skuteéné, s vyuzitim trojihelnikové nerovnosti plati

X . krx kmx . kmx
a;, cos —— + by, sin sin

<|a| |cos

+ 15|

<lap +15

pro vSechna x € Ra k = 1,2,.... Protoze konverguji rady >0, |2;| 2 >ec, |5;|, konverguje podle
véty 1.18 ifada 3372 (|4, [+|b;]), a tedy k radé @, na R existuje konvergentni ¢iselnd majoranta, coz podle
véty 2.15 stact k tomu, aby @, konvergovala na R stejnomérné. ProtoZe viechny kosiny i siny v fadé jsou
spojité funkece, podle véty 2.18 bude spojit4 i souctova funkce. Z divodu periodiénosti ¢aste¢nych soucth
bude také periodicka. Z tohoto zavéru plyne jednoduch4 poucka: kdykoliv uvidime, Ze souétova funkce
je nespojita (tu ziskame napt. diky Dirichletové vété), nemize fada @, na R konvergovat stejnomérné.

= Véta 4.17 — 2. véta o stejnomérné konvergenci trigonometrické Fourierovy fady. Necht’ f je funkce
spojitd na {c — p,c + p), pricemz plati f (c — p) = f(c + p), a necht’ derivace [ je na tomto intervalu po
ddstech spojitd. Necht’ ddle f,., je periodické prodlonZent funkce f. Potom @ konverguje stejnomérné na R
k funkci f,,..
Pozndmka 4.18. Pokud f neni spojitd na {c — p,c + p) (ptipadné neplati f(c — p) = f(c + p)), ale
spliiuje podminky Dirichletovy véty, pak lze ukdzat stejnomérnou konvergenci na kazdém uzavreném
podintervalu, na kterém je f spojita.

Piiklad 4.19. Stanovme trigonometrickou Fourierovu fadu funkce f(x) = x na intervalu (—, 7) a ukaZ-
me, k jaké funkci tato fada konverguje na (—oo, 00).
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Resent: Podle vzorcti (4.5) je:

1 T 1 277
aoz—f xdx:—[x—] =0 = 4,=0,
Tl 2],

T —TT
ﬂk:_f xcos/exdx:l[xsmkx] —lf Slnkxdx:O > 4,=0,
) . 7 k1. wm)_, &k
bk:lf e +lj L
), 7T ko1 =w)_. k
2ncoskm bt 270 2
= —(— +1 = b —(—1 k+1_ .

Tedy
(_1 k+1

)
p 4.6)

sinkx.

=
k=1

. 1. 1.
¢f(x):2<smx—zsm2x+551n3x—~~~>:22

Funkece f je na (—, 7r) spojita a nema zde lokalni extrém. Podle Dirichletovy véty plati @(x) = f(x)
pro viechna x € (—, 7). V krajni bodech x = +7 potom opét podle Dirichletovy véty je

17 .. . 1
Pp(£m)= z<x£1£r71r+x + xljrglﬁx) = E(—n +m)=0

(stejnou hodnotu dostaneme i primym dosazenim do (4.6)). Mame tedy
. x ro x € (—m, ),
fi(x)= {o e
pro x ==%m.
2n-periodické prodlouzent £, 1ze pak analyticky popsat vztahem
£ o) = x—2k+1) proxe((2k+1)r,(2k+3)n), k€ Z,
P 0 prox =k + 1), keZ.
Tato funkce (viz obrizek 4.1) pfedstavuje souctovou funkci rady (4.6), tj. plati

D4(x%) = frer(%)-

Obrazek 4.1: Soultova funkce trigonometrické Fourierovy fady funkce f(x) = x na (—, )

Na zavér tohoto prikladu jesté graficky ilustrujme konvergenci fady (4.6) k funkei f,. Misto dané
nekonecéné rady uvazujme pouze jeji n-ty ¢asteCny soucet s, (x) (uvazujeme tedy prvnich 7 ¢lent této
tady pfedstavujicich trigonometricky polynom stupné 7). Pro rizné hodnoty 7 (n = 1,2,3,4,50) pak

dostdvame nasledujici grafick4 vyjadieni:
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7 A
b
S50
—3n 2z T x
— 2n 3
—7

v
Obrézek 4.3: CasteCny soucet ss trigonometrické Fourierovy fady funkce f(x) = x na (—m, )

Z obrizkl 4.2 a 4.3 je dobfe vidét, Ze je-li Castedny soudet této rady vyssiho stupné, zalinajf se
prislu$né funkce v bodech x = (2k + 1)7 ,trhat“ a grafy téchto ¢astecnych souctt se vskutku blizi
k nespojité souctové funkei f;, zndzornéné na obrazku 4.1.

Co se tyka stejnomérné konvergence, tak na celé redlné ose fada konvergovat stejnomérné nemtzZe,
rotoZe /. neni spojitd, ale podle poznimky 4.18 konverguje stejnomérné na kazdém uzavieném
p per p ) 4 p p y . g ) )
. L ..,
intervalu, na kterém je £;, spojita.

Pozndmka 4.20 — o kosinové a sinové trigonometrické Fourierové fadé. Vsimnéme si, Ze v predchi-
zejicim piikladu byla funkce, kterou jsme rozvijeli do fady, lich, coz mélo za nasledek, Ze viechny
koeficienty a, a 4, byly nulové. Je to diky tomu, ze v prislu$ném integralu vystupuje funkce cos, ktera je
sud4. Soucinem sudé a liché funkce dostdvime funkci lichou a integral pies interval (—p, p) z liché (po
Casech spojité) funkce je vZdy nulovy (rozmyslete si proc - postaci geometricka argumentace). V rade
(4.6) nam tedy ztstaly pouze ¢leny s funkei sin. Takovou fadu nazyvime sinovou trigonometrickou
Fourierovou tadon (strucné sinovou radon).

Podobné, kdybychom rozvijeli sudou funkci, tak bychom dostali vSechny koeficienty &, nulové,
a tedy ve vysledné radé by vystupovaly pouze ¢leny s funkci cos (a nulty ¢len 4,/2). Takovou radu
nazyvame kosinovou trigonometrickou Fourierovou tadou (struéné kosinovon radou).

V aplikacich je obé¢as vyhodné mit v fadé pouze siny (resp. kosiny). UvaZujme tedy dlohu, kdy
funkei f chceme rozvinout na intervalu (0, p) do sinové (resp. kosinové) rady. Vyse uvedené uvahy
naznacuji, jak to zaridit. V pfipadé sinové (resp. kosinové) rady je potreba funkci f roz$ifit na interval
(—p, p) tak, aby zde byla licha (resp. suda), viz nasledujici priklad.

Priklad 4.21. a) Rozvifime funkei £(x) = x? na intervalu (0, 1) do sinové a kosinové fady.

e L

oo oo
; . ‘s 1
b) Pomoci ziskaného rozvoje urceme soucty ciselnych fad > 7 a >3 (—1)* 5.

k=1 k=1

Reseni. Abychom ziskali sinovou fadu, je tieba provést liché prodlouZeni funkce f na interval (—1,1).
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Toto prodlouzeni ma tvar
x? pro x € (0,1),
fite)= { : (

—x pro x € (—1,0).
Dale pokracujeme Uplné stejné jako v pripadé standardni trigonometrické Fourierovy rady, pouze
namisto funkce f na intervalu (0, 1) uvazujeme funkci f; na intervalu (—1,1) (pulperioda je nyni p = 1).
Mame tedy 4y =a, =0a
kr
1

* dx.

1
b, = fr(x)sin
—1

Obe¢ funkce v integrandu jsou liché, jejich soucin je funkce sudé, takZe mizeme psat

1

1 1
kaZJ. fL(x)sin/enxdeZJ f(x)sinknxdx:ZJ x?sin krx dx
0 0 0

u=x> o =sinknx

kr

_ 2, . 4 1
_‘ u' =2x 'U:—ﬁCOSkﬂ:x - [x COSkﬂx:|°+kTL'L x coskrx dx

= ' = cosk 2 4 4 (.
‘ wmxo mmdosEmx :——coskﬂ—l——[xsm/enx]é—ﬁf sinkmx dx
= Jo

uw =1 v_—ésinknx b k22

_ 2 k 2 p, 4 k

o /erc( D +k3n3[COSkﬂx]o_ kn( D k37'c3[( D 1]
2 k 2 k ]

= — ——1 _1 _1 .
/en[ 1) +/€27'c2(( y=1

Vyslednd rada potom je

21 2 .
P, (x)= p kz_; z [_(_1)k + ey (—1)f— 1)] sinkmx.
Funkee f; spliuje pedpoklady Dirichletovy véty, @, tedy konverguje podle této véty k f; na (—1,1),
a v bodech x =+1 k hodnoté

1/ .. ) . 2) 1 _

> <xEr_r}+(—x )+ lim #?) = S(—1+1)=0.
Na celém oboru redlnych ¢isel pak rada konverguje k periodickému prodlouZent, které je zobrazeno na

obrazku 4.4. Vidime, Ze souctova funkce nenf spojitd na R a tudiz konvergence fady zde nemuze byt
stejnomérna.

Obrézek 4.4: Souctova funkce sinové fady funkce £(x) = x? na (0,1)

Obrat’me nyni pozornost ke kosinové fadé. Sudym prodlouzenim funkce f na interval (—1,1) je
funkce f5(x) = x?, x € (—1,1) (na funkénim predpisu se tedy nic neméni, f je totiZ sudd na (—1,1)).
Nyni mdme b, =0a
1 371
2
x?dx :2[x—] =-,
3

1
ay=| fe(x)dx ZZJ 3
—1 0 0
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1

1
ak:f fs(x)cos/enxdx:|,,sudé><sudé=sudé“|:2J‘ x? coskrmx dx
—1

0

u=x v’ =coskmx

1
2 —[x*sinknx]] —ij x sink7x dx
kn%,_/ kr )

1 .
#'=2x v=r-sinknx
T

u=x o =sinknrx 4 . 4 1
| =1 fu:—kicos/eﬂx :W[xcosknx]o—mfo coskrxdx
4
k . b
T
=0
Vysledn4 kosinova fada ma tedy tvar
1 4& p 1
S, (x)==+— —1)* —coskmx.
K=+

Funkce f(x) = x? spliiuje pfedpoklady Dirichletovy véty, je spojitd na (—1, 1), pri¢emZ

lim x*=1= lim x2
x——1+ x—1—

atedy fada @, konverguje k funkci x? na uzavieném intervalu (—1,1). Souctova funkce je pak perio-
N

. . v v .
dickym prodlouZenim, které je znizornéno na obrazku 4.5. Rada také podle obou vét o stejnomérné
konvergenci (véty 4.15 a 4.17) konverguje k souctové funkci stejnomérné na R.

Obrizek 4.5: Souttova funkce kosinové fady funkce f(x) = x? na (0,1)

Porovname-li predchazejici visledky, obdrzeli jsme dvé riizna vyjadieni funkce x* pomoci fady na
intervalu (0, 1):

%kz [ —(—1)f + . 2(( 1)k—1)i|sm/e77:x_% kZ 1)k—c05/e7-;x

pro vSechna x € (0, 1).
b) K urceni souétu zadanych fad vyuZijeme znalosti kosinové fady. Protoze plati

1 4 & 1
2 k v
X==-4— —1)* —coskmnx ro vsechna x € (—1,1),
3t ;( e p (=1,1)
dosazenim hodnoty x = 1 mime

1= 2 S Lcoskn= 1y Z dtud Z i

=—4+— — —cos n_— — — aodtu
3 g2 k2 ~—~— k /e2 6
- (=1)

(viz také priklad 1.15b), kde jsme tento soucet urdili priblizné). Dosadime-li hodnotu x =0, dostavdme

= 2

1 4 _ ki
O_3+n22( 1) 2 a odtud Z BETE

k=1
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Zavérem poznamenejme, Ze trigonometrické Fourierovy rady maji siroké uplatnéni v lohich
technické praxe, ve kterych se objevuji periodické déje (jakymi jsou napt. akustické ¢i elektromagnetické
signaly). Myslenkou je aproximovat periodicky, ale slozity signal ¢astecnym souctem trigonometrické
Fourierovy rady - tento soulet sice mtize mit pomérné mnoho ¢lent, ale zato obsahuje pouze ,hezké*
funkce sin a cos. V¥pocet piislusnych koeficient( je v praxi potteba provést numericky. Vedle aplika¢niho
potenciilu maji Fourierovy rady i nezanedbatelny teoreticky vyznam, v podsekci 17.4 je vyuzijeme pri
hledan{ feseni uréité parcialni diferenciilni rovnice.

Priklady k procviceni

Cviceni 4.22. Urlete trigonometrickou Fourierovu fadu funkce f na daném intervalu:

—r, x€(—mn,0),

) Sl xeema b fo={ T FEO
c) flx)=¢*, x€(0,2n); d) f(x)=sinhx, xe&(—mn,n);

e) flx)=x, xe(—1,1) f) f(x):{f’ ;C:((lo’zl)%

Nk
Vyseldky. a) %— p kzlj co(szile ; b) —— +Z<( /i coskx + #ﬁnkx);
e"—1 1 coskx  ksinkx 251nh7r k+1
—_ - . k ;

N e

2 & (—1)k 3 <(—1) 1. >

= krx; - ~——~—cosknx ——sinkmnx |.
e)nkzz; L sinkm; f)4+; —ga Coskmx— o —sinkmx

Cviceni 4.23. V kosinovou Fourierovu radu rozvinte funkei:
a)f(x)=x, x€(0,1); b)f(x)=2—x, x€(0,2);
Af(x)=x% x€(0,n); d) f(x)=sinx, xe&(0,7/2).

, 1T 48 1 ] 8 & 1 (2k+1)mx
Vysledky. a) E—;émc05(2k+l)nx, b) 1+ — Z(Zk—l—l) cos 5 ;
(-1 41
T4y | . 2kx.
c) 3 + kz:; 2 coskx; d) n;4k2_1cos x

Cviceni 4.24. V sinovou Fourierovu fadu rozvirite funkei:
a)f(x)=1—x, x€(0,1); b)f(x)=x* x€(0,1);
o) f(x)=cosx, x€(0,7/2);  d)f(x)=coshx, x€&(0,n).

22 . 3 —1 . 2?2k —1)2+8
Vyisledky. —sinknx; b —sin2kgx — ——-———
Nsledky a)gknsm X );( nsm X PE—1)

- 8k . 2 & 1—(—1)fcoshr
_ ; =N — 7 lksink
C);n(ﬂez—l) sin2kx; d) ﬂ_kzz; e x]

sin(2k — 1)7rx>;

Cviceni 4.25. V sinovou a kosinovou Fourierovu fadu rozvinte funkci:
a)f(x)=x(r—x), x€(0,m); b) f(x)=xcosx, x€(0,m).

o

p 8 S
Vyisledky. a)f(x)zzﬁmn(2k+l = ;k— cos2kx;
Zk(— 2 43, k241
—__ = S W - ———cos2kx.
b) f(x)= smx—l—z sinkx n—l— 2cosx = 2 k= 1y cos2kx






Kapitola 2

Obycejné diferencialni rovnice

5 Uvod do problematiky ODR

Mnohé fyzikalni a jiné zakony lze popsat pomoci rovnic, v nichz jako neznama vystupuje funkce jedné
proménné, pfidem?z tyto rovnice obsahuji derivaci, ptip. derivace nezndmé funkce. Tyto rovnice se
, . v - s 1 .1 s . . v ’ J s I ey .
nazyvaji obycejné diferencialni rovnice a jejich studiu se budeme venovat v celé zbyvajici Casti této kapitoly.

Piiklad 5.1 — mofivacni. Castka 1000 K& se roéné troti 10%. Na konci roku je pak na tiétu &astka 1100
KZ. Jestlize se troky pripisuji ptilrocné, Grodi se od poloviny roku ¢astka 1050 K¢ a na konci roku je
na ltu ¢astka 1102,50 K&. Vipolet lze teoreticky stile zuZovat: Groeni probihd {tvrtletné, mési¢né,
tydné, denné atd. Vznik4 tedy otizka, kolik Cini vyse ¢stky na Gétu po roce spojitého tGrocent (tj. za
predpokladu, Ze ¢4stka je Grodena nepfetrzité).

Necht’ y(t) vyjadruje vysi Castky v Case ¢, pricemz hodnota zavisle proménné y je udavana v ko-
rundch a hodnota nezavisle proménné ¢ v rocich. Uvazujeme-li nejprve roéni drocent, pak vyse ¢astky
v libovolném Case t > 1 Ize uréit jako fedeni rovnice

yern=y0+ 2, iz,
pri¢emz hodnota y(t) v Case ¢ € <O, 1) je dna potateénim vkladem, tedy y(z) = 1000 pro tato ¢. Odtud
snadno ovétime, ze y(1) = y(0)+ 0.1y(0) = 1100. Jsou-li tiroky pfipisovany pilrocné, pak vysi ¢astky
y(t) v libovolném dase t > 1 / 2 uréime jako feseni rovnice

1 y(t) 1
4= ) =y(t)+ 2=, >,
y<+2> Y+ =2
pricemz y(t) = 1000 pro ¢t € <O, 1/2). Odtud tedy y(1) = 1102,50. Oznacme nyni b délku ¢asového
useku (v rocich), po jehoZ uplynuti dochizi k opétnému pripisovani Grokti (v predchizejicich tvahach
jsmevolilih=1ah= 1/2). Pak hodnotu y(¢) v libovolném &ase ¢ > b uréime jako feSeni rovnice

ye+h =0+ 50h, iz,

pti¢em? y(t) = 1000 pro t € (O, b). Posledni rovnici lze pepsat na tvar

t+h)—y(t t
Yeth =) 20, G.1)
h 10
Pfi spojitém Urocent je nyni tfeba provést limitni prechod pro 5 — 0 (formalné vzato, jednd se o limitu
zprava; je ale snadné ovéfit, Ze vztah (5.1) mé smysl i pro zdporna /). Tim podle definice derivace rovnice
(5.1) nabyva tvar
dy (@)
()

f)=22, t>0, 5.2
det 10 62
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pricemz y(¢) = 1000 pro ¢ = 0. Rovnice (5.2) je rovnici, v niZ jako nezndma vystupuje funkce y a tato
rovnice obsahuje derivaci funkce y. Jedna se tedy o rovnici diferencilni (na rozdil od vztahu (5.1),
ktery neni diferencidlni rovnici pro Zidné b > 0). Pozdéji uvidime, Ze jedinym fedenim rovnice (5.2)
vyhovujicim podmince y(0) = 1000 je funkce

y(t)=1000e"/1°,
Odtud tedy plyne, ze vyse ¢astky (v korunich) po roce spojitého troceni ¢ini y(1) = 1105,17.

Uvedeny priklad naznacuje nékteré otazky, kterymi se v této sekci budeme zabyvat: Jak vypada
diferencialni rovnice ve vhodném obecném tvaru? V jakém smyslu chipeme jeji feseni? Staéi k jedno-
zna¢nému popisu zkoumaného déje diferenciilni rovnice sama o sobé, nebo k ni musi pfistoupit néjaké
dopliiujici podminky?

5.1 Za&kladni pojmy

V nésledujicich definicich budeme postupné zavadet zékladni pojmy tykajici se diferenciélnich rovnic.
Tyto pojmy budeme soudasné ilustrovat na ptikladech.

Definice 5.2. a) Obycejnon diferencidini rovnic{ (ODR) nazyvame rovnici, v niZ se vyskytuje (¢i vyskytuji)\
derivace hledané funkce jedné proménné.

b) Rédem diferenciilni rovnice naz§vime nejvétéi 4d derivace hledané funkce v uva¥ované diferencidlni
rovnici.

c) Diferencidlni rovnici nazyvame linedrni, je-li tato rovnice linedrni vzhledem ke hledané funkci i jeji
derivaci (ptipadné derivacim). Zkratka: LODR.

d) Oznadeni ODR1 (¢i LODR1) zna¢i obycejnou diferencilni rovnici prvntho fadu (¢i LODR prvniho
fadu). Zkratky ODR7 a LODR# znatf ODR a LODR #-tého fadu.

Priklady 5.3. a) Rovnice (y’(x))> —2x2y(x) = cos x je nelineirni ODR1 (pro neznimou funkci y promén-
né x). Tuto rovnici budeme stru¢né zapisovat ve tvaru

(y') —2x%y = cosx

(proménnou x u nezndmé funkce y tedy nebudeme obvykle vypisovat).
b) Rovnice
y///_ 53/” + 3y — ex

je LODR3. I v tomto ptikladu je y = y(x) hledana funkce a x nezavisle proménna.
¢) Rovnice (y? + 1)dy = 2xdx je ODR1 vyjidiend pomoci diferencidlti. D4 se piepsat na tvar
(0 +1)y =2«
(a naopak), kde y' = dy/dx je derivace hledané funkce y = y(x) a x je nezavisle proménna.

Pozndmka 5.4. Privlastek ,obycejna“ budeme zpravidla vynechévat.

Diferencialn{ rovnice maji zdsadni vyznam pfi feseni mnohych problémd fyzikalnich, technickych
. v 7 / . 4 ’ . v 4 7 1V o 4 / v . 7 v
a inzenyrskych. Bez diferencialnich rovnic by nebylo mozné provadét rizné vypocty souvisejici s pruz-
nosti a pevnosti materiélu, s fizenim sloZitych jadernych reakci, s lety do vesmiru apod. V dal$im textu
budeme postupné zmirnovat alespon nékteré ze zakladnich aplikaci diferencidlnich rovnic, a to vzdy
v navaznosti na probiranou latku.

Pfiklady 5.5. a) Rovnice

Li +Ri=Usinwt
det
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je LODRI1 pro hledanou funkci 7 = i(t), ktera vyjadruje zavislost intenzity elektrického proudu na case
v sériovém obvodu skladajicim se z ohmického odporu R a civky s indukénosti L, pti¢emz tento obvod
je pfipojen na zdroj stiidavého napéti # = Usinwt (U je amplituda a w Ghlova frekvence).

b) Rovnice

m— = f(x,t) (5.3)

v v
¢i obecnéji

je matematické vyjadreni druhého Newtonova zdkona pro pohyb hmotného bodu o hmotnosti 72 po ose
x. Je to ODR2 pro hledanou funkci x = x(z), ktera vyjadruje polohu hmotného bodu na ose x. Druha
derivace d?x /dt? ma fyzikalni viznam zrychleni hmotného bodu; dand funkce £, resp. F vyjadiuje
vyslednou vnéjdi silu, kterd ptisobi na hmotny bod.

Definice 5.6 — feseni ODR. a) Resenim ODRzn nazyvame libovolnou n-krét spojité derivovatelnou
funkci na néjakém intervalu 7, kterd vyhovuje dané rovnici, takze po dosazeni této funkce a jejich
derivaci do dané rovnice dostaneme na intervalu 7 identickou rovnost.

b) Graf funkce, kterd je fesenim dané ODR#, nazjvime integrilni kiivkon této diferencialni rovnice.

v
Pozndmky 5.7. a) Casto se fedeni dané ODR uvazuji na uzavtenych intervalech 7. V takovém ptipadé se
derivaci reSeni v krajnich bodech rozumi prislu$na jednostranna derivace.

b) Necht' y = y(x), resp. y* = y*(x) jsou fedeni dané ODR na intervalu 7, resp. I*. Necht' I* C I,
I* # I anecht’ pro kazdé x € I* plati y*(x) = y(x). Pak y* je ziZenim teSeni y na interval I* a y
je prodlouzenim YeSeni y* na interval I. Nelze-li nékteré reSeni dané ODR prodlouzit, pak se toto
feeni nazyva maximdlni veseni. Privé tato feSeni budeme v nasich Glohdch zpravidla hledat (ptivlastek
maximalni budeme vynechévat).

V nésledujicim prikladu uvedeme jednu aplikaci rovnice (5.3) a vyloZime pojmy z definice 5.6. Priklad
bude soucasné motivaci pro zavedeni dalsich pojmu.

Piiklad 5.8. Uvazujme hmotny bod (kulicku) upevnény mezi dvéma pruZinami a kmitajici v ose x.
Jestlize zanedbdme tihu kuli¢ky a obou pruZin (coZz musime, chceme-li mit kmity v ose x), potom
vyslednd vnéjsi sila, ktera na kulicku plsobi, je F = —Fkx, kde k je soucet tuhosti obou pruZin. Zaporné
znaménko znamen4, Ze sila F pisobi proti sméru vychylky; pfitom je sila F pfimo tmérn vychylce x.
Podle druhého Newtonova zakona

ma=F,

kde m je hmotnost kulitky a 2 = d?x /dt? jeji zrychleni, takzZe

d?x
m— =—kx,
de?
¢ili po snadné Gpravé
d?x &
— 4+ —x=0. 5.4
dt2 ' m G4
PoloZime-li pro stru¢nost
, k
w'=—,
m

muzeme psat (5.4) ve tvaru

¥4+ w?x =0, (5.5)
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kde teckou znacime derivaci podle ¢, ma-li tato proménnd vyznam Casu. Veli¢ina w se nazyva Ghlova
(téz kruhova) frekvence pohybu a plati pro ni

kde T je doba jedné periody pohybu.

V sekci vénované reseni LODR?2 se dozvime, Ze kazdé reseni rovnice (5.5) lze psat ve tvaru
x(t)=C,coswt + C,sinwt, (5.6)

kde C,, C, jsou obecné konstanty. Konkrétni volbou dvojic C,, C, dostaneme jednotliv4 reSeni rovnice
(5.5).
Ptesvéd¢me se nyni, Ze funkce (5.6) vyhovuje rovnici (5.5): Derivovinim (5.6) dostaneme

%(t)=—Ciwsinwt + C,wcoswt,
¥(t)=—C,w?coswt — Cyw? sinwt =—w?(C, coswt + C,sinwt ) = —w?x(t).

Anulovinim posledniho vztahu dostaneme (5.5).

V aplikacich nas vzdy zajima pohyb za konkrétnich podminek. Napt. kulicku vychylime do vzdéle-
nosti x, od klidové polohy (x, m4 zipornou hodnotu, vychylime-li kuli¢ku nalevo) a pustime. V okamzi-
ku pusteni kulicky zaCneme odCitat Cas (spustime stopky). Realizovali jsme tak tyto pocdtecni podminky:

x(0)=x,, x(0)=0, (5.7)

kde x ma fyzikalni vyznam rychlosti.
Vypoéteme hodnoty konstant C,, C, z (5.6) pro ptipad (5.7). Plati

x5 =x(0)=C, cos0+ C,sin0=C,,
0=1%(0) =—C,wsin0+ C,w cos0 = C,w;
tedy C, = x,, C, =0 a odtud
x(t) =x,coswt. (5.8)
V obecném pripadé pocatecnich podminek
x(0)=x,, x(0)=1w, (5.9)

dostaneme C,; = x, C,cwv = vy, a protoze w =27/ T, plati v pripad¢ (5.9)
vy .
x(t)=x,coswt + —— sinwt,
27
coz je fyzikalné v poradku, protoZe obé ziskané konstanty maji fyzikalni rozmér délky a soudin wt je

v ’ Ve
bezrozmérna veliina.

5.2 Pocatecni a okrajova dloha
V souladu s uvedenymi ptiklady budeme déle uvazovat ODR#n v tzv. normdlnim tvaru

y(”) :f(x,y,y’,...,y<”_l>), (5.10)

kde f je redln4 funkce definovand na (7 + 1)-rozmérné oblasti £2 C R"*!. DanA rovnice je tedy v normal-
nim tvaru explicitné rozie$ena vzhledem k derivaci nejvyssiho radu.

Dile necht’ (xg, Yo, ¥y - >, ) € 2. Uloha uréit feseni rovnice (5.10), které vyhovuje 7 poldteénim
podminkdim

¥(%0) = Yos J’/<xo) =V y(n_l)(xo> =Vn—1>
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se nazyva pocdtecni #tloha (nebo také Canchyho #loha). Pivod nazvu pocatecnich podminek (a tedy
1 polateéni Glohy) plyne z toho, Ze se nejcasteji predepisuji v bodé, ktery reprezentuje Casovy pocatek.
Specialné pocatecni tloha pro ODRI1 je tvaru

V=fey) (%)=
a pro ODR2 pak
V'=fEyy) v =00 ¥ (%)=
Kvalitativné jinym problémem je tzv. okrajové tloha. Tato tloha se uvaZuje zejména v piipadé
ODR2, kdy nezavisle proménna x ma vyznam délky. Jde o tlohu uréit feSeni rovnice

Y =f(x,0,9)

splnujici tzv. okrajové podminky, které mohou byt napt. tvaru

V@) =y, y(B)=0,
nebo
y/(“):da) y/(b):db’
kde y,,7,,d,,d, jsou dané redlné hodnoty a 4, 4 jsou koncové body intervalu I, ve kterém hledame
feSeni ODR2. Studiu okrajovych loh pro ODR2 je vénovéana sekce 14.

5.3 Druhy feSeni ODR a geometrickd interpretace ODRI

Pfirozenou snahou je ziskat viechna reseni dané ODR. To vak mtiZe byt pro nékteré nelinedrni ODR
(tj. ty ODR, které nejsou linedrni) obtizny tkol. Neni totiz k dispozici univerzalni kritérium, které
umoZiiuje rozpoznat, zda nalezena Yefeni dané ODR jsou viechna. Uvahy provedené v p¥ikladu 5.8
naznaluji, Ze v linedrnim pripadé je situace jednodussi. Pro danou LODR2 je kaZdé jeji fesent tvaru (5.6),
ktery z4visi na dvou obecnych konstantach C,, C,. Konkrétni specifikaci téchto konstant lze provést
dosazenim hodnot z prislu$nych pocatecnich podminek. To motivuje zavedeni nasledujicich pojmu:

a) Obecnym tesenim LODRz rozumime funkci zavisejici na n obecnych redlnych konstantich
C,,...,C, takovych, Ze kazdou volbou C,,..., C, lze ziskat feSeni uvazované rovnice.

b) Partikuldrni veseni LODR#7 je takové feseni, které obdrzime z obecného feseni pevnou volbou
konstant C,...,C,.

n
Oba predchazejici pojmy lze v podobném smyslu rozéifit i pro nelineirni ODR#. Toto rozsitent je
v : v g . . A v o ,
vSak spojeno s nékterymi komplikacemi, jejichz diskuze presahuje rAmec tohoto textu. Omezime se
‘s oy SRR T / A,
proto pouze na konstatovani, ze v nelineArnim pripadé nemusi obecné re$eni dané ODR# zahrnout
vSechna jeji teSeni. Tato feSeni, kter4 nelze ziskat z obecného fefeni zddnou volbou konstant C,,...,C,,
se nazyvaji vyjimecnd resent (takovych feSeni miZe pro danou rovnici byt dokonce nekonecné mnoho).

Uvedené pojmy ilustrujme na prikladu rovnice (5.5). Jejim obecnym fe$enim je funkce (5.6). Dosa-
zenim pocétetnich podminek (5.7) do obecného feseni jsme ziskali partikuldrni fedeni (5.8). Vyjimelné
v v 4 . 4 V7 . 7 A3 v VoV ’ Ve
reseni rovnice (5.5) nema (prfiklad rovnice majici vyjimecné reseni bude uveden pozdéji).

Nyni uvedeme nékolik poznimek ke geometrickému vyznamu ODR. V ptipadé rovnic prvntho
r4du nim jeho porozuméni umozni ziskat alespon pribliznou geometrickou predstavu o charakteru
. M /. M /4 ’ Ve ’ M v v M N4 ’ . ’ V7
jednotlivych integrélnich krivek dané rovnice. Skutecné, diferencidlni rovnice prvniho fadu

Y =f(x7) (5.11)

prifazuje kazdému bodu (x,y) defini¢niho oboru 2 funkce f smérnici y’ te¢ny piislu$né integralni
krivky. Tim je v £2 dano pole sméru, tzv. smérové pole. Toto smérové pole lze graficky znazornit tak,
ze zakreslime dostatecné ,mnoho“ bodt (x,y) € 12 a te¢ny prislu$nych integralnich krivek o smér-
nicich f(x,y) vyznatime ,kritkymi“ Gse¢kami. Z geometrického hlediska fesit diferencidlni rovnici
(5.11) znamend ,vepsat* do daného smérového pole kiivky tak, aby jejich te¢ny dané smérové pole
srespektovaly“.

U rovnice druhého 1adu je kazdému bodu (x,y) a sméru y’ pfifazena hodnota druhé derivace (tim
je tedy predepsdna kiivost hledané integralni kiivky). Rovnice vys$tho rddu jiZz nemaji tak jednoduchou
geometrickou interpretaci.
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Piiklad 5.9. Sestrojme smérové pole diferencidlni rovnice

y'=—=
Y
Reseni, Funkce f(x,y)=—x / y je definovana pro vSechna redlnd x a y s vyjimkou bodd leZicich na ose

x. Polozime-li )" = k, kde k € R, obdrzime oteviené poloptimky x = —ky (y # 0). Jsou to kiivky,
v jejichZ bodech je danou rovnici predepsina taz hodnota smérnice y’ = k; tika se jim izokliny. Pomoci
izoklin pak snadno vidime, Ze smérové pole dané rovnice ma tvar zndzornény na obrazku 5.1.

1 =2

Obrézek 5.1: Izokliny a smérové pole rovnice y’ =—x/y

Odtud také plyne, Ze v horni poloroviné jsou integralnimi krivkami ptlkruZnice y = +/C — x2,
zatimco v dolni poloroviné to jsou ptlkruZnice y = —+/C —x2, kde C € R*.

Priklady k procviceni
Cviceni 5.10. Sestrojte smérové pole diferencilni rovnice:

a)y/:x—ﬁ; b)y/:y—xz; C)J"Zy/(x—ﬁ’)~

6 Zdaklady teorie a metody feSeni ODR1

V této sekci se zaméfime na diferencialni rovnice prvniho radu. Pfedmétem naseho z4jmu budou pfe-
dev$im tyto otdzky: Za jakych podminek ma ptislu§na poatedni tloha privé jedno (resp. alespori jedno)
v v /> v v ’ /4 ’ v 4 > . ’ v Ve ‘v ’
reseni? Lze tato reSeni nalézt v exaktnim (presném) tvaru? Pokud ne, Ize je nalézt alespon v priblizném
tvaru?

6.1 Existence a jednoznacnost feseni pocdatecni Ulohy pro ODRI

Zzkladni teoretickou otdzkou v souvislosti s diferencidlnimi rovnicemi je problém jejich fesitelnosti, ptip.
. v vy YL d Y . ) P g e, vy
jednoznacné resitelnosti. Nékteré priklady, pojmy a Givahy provedené v predchazejici sekci naznacily, ze

Ve . 17 .. Y Vv . . ov st Vv
pokud uvazujeme diferencialni rovnici samotnou, pak jejich feseni (pokud existuji) mize byt i nekonecné
mnoho. K jednoznacnosti feseni bylo tfeba doplnit pocateéni podminku (¢i podminky). V dal$im textu
tyto Gvahy postavime na teoreticky zaklad, a vySetiime tedy otdzku existence a jednoznaénosti resent
diferencialni rovnice

Y =f(x) ©.1)
spliyjictho pocateéni podminku
y(%0) =5 - (6.2)

Odpoved’ na tuto otazku dava
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= Véta 6.1 — Picardova. Necht’ jsou spinény ndsledujici dva predpoklady:
(P1) Funkce f je spojitd na néjakém okoli O C R? bodu (x,,y,);
af
a_y-
Potom existuje jediné 7eseni y pocatecni #lohy (6.1), (6.2), které je definované na néjakém intervalu obsahuji-
cim poédtelni bod x, ve svém vnitikn.

(P2) Funkce f md na O obranicenou parcidlni derivaci

Idea diikazu. Hlavni myslenka diikazové metody spociva v zavedeni tzv. posloupnosti Picardovych apro-

ximaci. (V:leny této posloupnosti jsou funkce y,,, které definujeme pro viechna x € (x,— &, x, + &), kde
& > 0je vhodné (dostate¢né malé) ¢islo, a pro vechna » =0, 1,2, ... takto:

Yo%) = Yo
y1(x>:yo+J f(t’yo)dt,

O - f (o),

3= 30+ j f( (),

O této posloupnosti je potteba postupné dokazat nasledujici vlastnosti:
1. Jednotlivé ¢leny Picardovy posloupnosti lezi v oblasti O;
2. Existuje M > 0 takové, Ze plati

n

)=, < 2

|x —x,|" proxe€(x,—8&,x,+8) aneN.

3. Necht’ 7 — oo. Pak Picardova posloupnost konverguje na intervalu x € (x,—&,x,+ &) stej-
nomérné k néjaké funkei y*, ktera je na tomto intervalu spojitd. Takto uréend funkce y* mé spojitou
derivaci a navic vyhovuje na daném intervalu diferenciélni rovnici (6.1) i pocate¢ni podmince (6.2).

4. Funkce y* je jedinym reSenim pocate¢ni tlohy (6.1), (6.2). O

Pozndmka 6.2. Iz uvedeného nastinu dukazové metody je patrna jeji konstruktivnost. Metoda totiz
dava navod, jak poZadované feseni hledat. Tlustrujme tuto skute¢nost na piikladu pocatedni tlohy

y' = Ay, y(0)=1. 6.3)
Protoze x, =0, y, =1 a f(x,y) = Ay, Picardova posloupnost je pro danou tlohu tvaru
Yo(x) =1,
yl(x):1+J Adt =1+ Ax,
0

x 2
yz(x):1+J A(1+A¢)dt:1+xx+“;) :
, !
2 n
yn(x)zl—}—/lx—{—@—l-----i—(/{i,
2! n!

Provedeme-li limitni prechod 7 — oo, pak podle dikazu Picardovy véty je vznikl4 limitn{ funkce této
. o v g % / Vv oy Vs N Sy Ve 17

posloupnosti (v dukazu oznacend jako y*) hledanym re$enim pocatecni Glohy (6.3), a to na néjakém

intervalu obsahujicim poétek. Otdzkou samoziejmé je, zda jsme schopni tuto limitni funkci explicitné
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nalézt. Ve vétsine pripada byva odpoved’ ziporna. I tehdy ma ale provedena konstrukce smysl, nebot’
hledané feseni pak muZeme uréit alespori piibliZné, a to jeho aproximaci pomoci vhodného ¢lene y,
této posloupnosti (intuitivné lze oéekavat, Ze ¢im bude 7 vétdi, tim bude presnost aproximace ,lepsi«).
V nadem specidlnim pripadé viak limitn{ funkci schopni urcit jsme. Podle vztahu (3.17), ¢len y, totiz
v . / V7 v 7/ v v Ax 7 . . oV v vV oqVe
predstavuje n-ty Castecny soucet Taylorovy rady funkce e**, kterd je (jak se mizeme snadno presvédcit
dosazenim) skute¢né piesnym feSenim pocatecni Glohy (6.3).

Kdyz predpoklad (P2) Picardovy véty vynechime, existence feSeni bude zarucena, ne vsak jedno-
znalnost. Plati totiz tato véta:

= Véta 6.3 — Peanova. Necht’ funkce [ splriuje predpoklad (P1) Picardovy véty. Porom existuje alespor
Jjedno Teseni poldtecni stloby (6.1), (6.2), které je definované na néjakém intervalu obsahujicim pocatecni bod
X, ve svém vnitikn.

Idea diikazn. Dikaz Peanovy véty je pomérné obtizny a nespociva v pouhé modifikaci dikazu Picardovy
véty. Zde totiz piedpoklad (P2) hraje kli¢ovou tlohu také v dikazu existence fedeni (nikoliv tedy pouze
jeho jednoznaénosti). Proto je potteba volit jiny zptisob dokazovani. Jednou z cest, které vedou relativne
rychle k cili, je vyuZiti véty, jeZ je spojovana se jmény G. Ascoli a C. Arzela. Vzhledem k nirolnosti
celého dikazu se omezime na interpretaci zakladni my$lenky.

Uvazujme diferencialni rovnici (6.1) a pocatecni podminku (6.2). Z bodu (x,y,) ved’'me primku
o smérnici f(x,,9,). Na této ptimce zvolme zvolme bod (x,,7,), kde x, < x, (viz obrizek 6.1) a prolozme
jim pfimku o smérnici f(x,,¥,). Na ni opét zvolme bod (x,,7,), kde x, < x,, a cely postup opakujme.
Ziskime tak lomenou ¢aru, kterou bychom mohli analogicky prodlouzit také nalevo od bodu (xy, ).
Budeme ji nazyvat Eulerovou lomenon Caron.

YA

Obrézek 6.1: Eulerova lomen4 ¢4ra (k dikazu Peanovy véty)

Z obrazku je ztejmé, Ze jsou-li Gise¢ky obsaZené v Eulerové lomené ¢are dostateéné kratké, mize

V7 / M ’ & ’ ’ Ve ’ 7 7’
tato ¢ara byt rozumnou aproximaci hledané integralni krivky prochazejici bodem (x,, ;). Navic lze
sestrojit posloupnost Eulerovych lomenych ar, kterd ,konverguje“ k hledané integralni kfivce (pokud
tato existuje). O

Pozndmka 6.4. Picardova véta i Peanova véta maji lokaln{ charakter. Existence fedent je totiZ zarudena
Ve /4 ’ Ve v v/ v 77
pouze v néjakém okoli bodu x,. Méjme napft. pocatecni ulohu

Y=14y%  y(0)=0.
Tato loha mé podle Picardovy véty jednoznaéné urcené fedeni, nebot’

J
flx,y)=1+57 Q—J;(x,y)ZZy
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jsou spojité funkce pro vsechna redlnd x a viechna reilna y. Neplyne viak odtud, Ze toto feseni existuje
také pro viechna redln4 x. Dosazenim se lze snadno presvéd(it, Ze (jedinym) feSenim tohoto problému
je funkce y =tgx, x € (—m/2,7t/2).

Ptedpoklad (P2) Picardovy véty lze rliznymi zptsoby oslabit, nelze ho vSak vynechat. Jestlize
tak u¢inime, mime Peanovou vétou zarucenu existenci reseni, nikoliv vSak jeho jednoznaénost. Tuto
skutecnost ilustrujme na ptikladu.

Pfiklad 6.5. Uvazujme pocatecni tlohu

y/ = 3y2/3 s (6.4)

y(0)=0. (6.5)

ProtoZe funkce f(x,y) = 3y*/> je spojita na (dokonce jakémkoliv) okoli po¢ateéniho bodu (0,0), ma

podle Peanovy véty pocatecni tloha (6.4), (6.5) alespor jedno fedent.
Protoze

af S V)
gy (x’y)_zy b

je derivace % neohranidend na kazdém okoli bodu (0,0) (v samotném bodu dokonce ani neexistuje),

. v vy s v v / / oy . v v

ajednoznacnost feseni tedy vétou 6.1 zarucenu nemame. Dosazenim muzeme ihned ovérit, ze loha

(6.4), (6.5) pripousti dvé feSeni, totiz y(x) = 0 a y(x) = x°. Ve skuteénosti je téchto feSeni nekoneéné
v v ) S1 v:

(presnéji nespocetné) mnoho. Mohou byt poskladana ze soustavy krivek

y(x)=(x+C) (6.6)

a nulového reseni

y(x)=0 (6.7)

tak, Ze uvedena reSeni riizné napojujeme: Necht' a < 0 < b jsou dvé libovoln4 redlna ¢isla. Potom funkce

(x—a)® prox<a,
y(x)=10 proa<x<b,
(x—b) prox>b

jsou také feseni Glohy (6.4), (6.5) (viz obrizek 6.2). Piesnéji reCeno, jedna se o vyjimecéna reseni rovnice
(6.4) (podle definice z odstavce 5.3). Dodejme jesté, Ze vyjimeénym reSenim je i nulové reseni (6.7),
zatimco soustava funkci (6.6) predstavuje obecné feseni rovnice (6.4).

6.2 Analytické metody feseni ODR1

V této Casti uvedeme nékolik zakladnich typt ODRU, jejichZ resent lze nalézt v tzv. uzavieném tvaru.
Sezndmime se pfitom s metodami umozZnujicimi vyjadteni presného feSeni dané rovnice, a to po koned-
ném poctu kroku.

A. ODR1 se separovanymi proménnymi

Je tvaru

Y =g(x)h(y), (6.8)

kde g, 4 jsou funkce jedné proménné. Plati:
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y=(x—by

y=(x—ay

Obrazek 6.2: V§jimeéné feseni rovnice y' = 3y%/3

u Véta 6.6. Necht’ funkce g, resp. b je definovand a spojitd na intervalu (a, b), resp. (c,d) a necht’ pro kazdé
y €(c,d) je h(y) # 0. Dile necht’ x, € (a, b), v, € (¢, d) jsou libovolné body. Pak md politeni sloha

Y =g®)h(y),  y(x) =y, (6.9)

pravé jedno vesent y definované na néakém intervalu I. Toto Tesent je urceno vztahem

JM de J (s)d kasdé x € 1 (6.10)
—_—= s)ds ro kazdé x € 1. 6.1
o b0 )GE ’

Driikaz. Predpoklddejme, ze funkce y je reSenim ulohy (6 9) na intervalu I, tj. plati y/(x) = g(x)h(y(x))
pro kazdé x € I a y(x,) = y,. Vzhledem k tomu, Ze h(y) # 0, dostavdme po integraci od x, do x

X y/(S) fx -
ds= (s)ds prokazdéxel.
GHOE) T T T

Provedeme-li v integralu na levé strané substituci ¢ = y(s) a uvazime-li, Ze y(x,) = y,, obdrZzime (6.10).
Necht’ nyni y,, ¥, jsou fedeni pocatecni tlohy (6.9) na intervalu . Pak je

71 4 f" EIC I x
A5 ("o, f A =f (s)ds,
LO e )8 T

ds
—— =0 prokazdéxel.
f«x) h(s)

Protoze h(s)#£Opros € (c d) plyne odtud yl( x) = ,(x) pro kazdé x € I. Ukézali jsme tedy, Ze pokud
pocatecni problém (6.9) ma resen, je toto reseni jediné a je dano vztahem (6.10). Nyni ukazeme existenci

tohoto feseni. Definujme funkci
7 ds *
F(x,y)::j ——f g(s)ds.
Yo b(s> X0

Z véty o implicitni funkei plyne, Ze v jistém okoli I bodu x, existuje funkce y spliiujici relaci F(x,y(x)) =
0 pro x € I, tedy vztah (6.10). Ovétime, Ze tato funkce vyhovuje (6.9). Ponévadz F je spojitou funkci a

70,

takze

JF 1
&,—y(x,y)— m
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plyne z véty o implicitni funkci, ze y mé pro x € I derivaci

QF/HF

(x)=——— | =— = o(x)h(y(x)).

Yw==5 5] = )

Funkce y je tedy feSenim pocatecni tlohy (6.9) a ditkaz je proveden. O

Prakticky postup
Za ptedpokladt uvedenych v predchazejicim tvrzeni je feseni pocateéniho problému (6.9) ddno vyrazem
(6.10). Vztah

dy _
fm_fg(x)dx—{—c, CeR 6.11)

je tedy obecnym feSenim rovnice (6.8). Mnemotechnicky si vzorec (6.11) miZeme zapamatovat takto:
V rovnici (6.8) misto ¥’ napiSeme dy/dx a provedeme tzv. separaci proménnych. Vyrazy s proménnymi
x, resp. y od sebe oddélime na obou stranich rovnice. Tim obdrzime formalni rovnost

dy
—— =g(x)dx.
) g(x)

ODbé strany rovnosti ,integrujeme* a na pravou stranu pripiSeme integracni konstantu, ¢imz obdrzime
vzorec (6.11).

Priklad 6.7. Uréeme vSechna feSeni diferencialni rovnice
, 1
Yy ==(2y+1). (6.12)
x

Resent. Zvolime postup popsany v piedchdzejict poznémee. PYedpoklad x #0, 2y +17 0 rozdéli rovinu
na Ctyfi oblasti:

£2, =(0,00) x (—1/2, 00), 02, =(—00,0) X (—1/2,00),
£, =(—00,0) x (—o0,—1/2), £2,=(0,00) x (—00,—1/2).

Ve vsech téchto oblastech postupné dostavame:

dy 1

=—(2y+1),
i)
dy  dx
2y+1_ x’

dy J dx
2y+1 ) x’
1
Sy +i|=llxl+C,  CeR
Z tohoto tvaru lze hledanou funkci y vyjadrit explicitné na levé strané, ¢im? se ziskany vysledek znatné
zprehledni. Nez tak uéinime, zapiSeme obecnou konstantu C; ve tvaru (1/2)InC, C > 0, coz ndm

umozni jednoduse upravit vysledek.
Delogaritmovanim a Gpravou vztahu

%ln|2y—|—1|:ln|x|+%lnc, C>0

dostavame
[2y+1]=Cx*  C>0.
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Nyni pfistoupime k odstranéni absolutni hodnoty. V oblastech £2; a £2, plati
2y+1=Cx*, ~ C>0.
V oblastech 125, £2, je |2y + 1| = —(2y + 1), a tedy
2y+1=Cx*, ~ C<O.
Dohromady tedy na uvedenych oblastech plati
2y +1=Cx?, C eR—{0}. (6.13)

Nyni posoudime ptipad 2y +1 =10 (¢j. y = —1/2). Dosazenim do rovnice (6.12) snadno vidime, Ze
tato konstantni funkce je také feSenim. ProtoZe toto fedeni lze obdrZet ze vztahu (6.13) volbou C =0,
viechna feSeni rovnice (6.12) jsou tvaru
, 1
y(x)=Cx -5 CeR,
kde misto C/2 piSeme C (je tfeba si uvédomit, Ze uvedena feseni jsou definovana bud’ na (0, c0),
nebo na (—o0,0) vzhledem k defini¢nimu oboru pravé strany rovnice (6.12)). Tato reSent, ktera tvori
soucasné obecné feSen{ dané rovnice, piedstavuji jednoparametrickou soustavu parabol zndzornénou na

obrazku 6.3.

VA
C>0

C<o0

Obrézek 6.3: Integralni kiivky rovnice y’ = (2y +1)/x

Viimnéme si, ze kazdym bodem roviny, s vyjimkou bodu leZicich na ose y, prochdzi pravé jedna
integraln{ kivka dané rovnice. Jinak vyjidieno, ptedepi$eme-li témito body pocateéni podminku, bude
mit odpovidajici pocatecni problém pravé jedno resent.

B. ODR1 tvaru y’=f(y/x)

Rovnici
y=1(%) (6.14)
x
Ize snadno prevést substituci
y(x) = u(x)x (struéné: y = ux) (6.15)
na ODRI se separovanymi proménnymi. Vskutku, ze substituce (6.15) plyne

/ /
y=ux+u,
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takze rovnice (6.14) prejde v rovnici
w'x+u=f(n)
neboli

W= L(f ()= n),

x
coz je ODRI se separovanymi proménnymi.
Odtud tedy dale pro x #0a f(#) # u dostaneme rovnici v diferencidlnim tvaru

de  dx
f)y—u " x~
Jeji obecny integral vyjadiuje vztah mezi proménnymi x a #. Ze vztahu (6.15) plyne

Y

n=—-.
X

UZitim tohoto vztahu v obecném integralu dostaneme obecné feeni rovnice (6.14) v x a y.

Priklad 6.8. Naleznéme vsechna feseni diferencialni rovnice

y=2r"* (6.16)
2xy

v . ..
Reseni. Rovnici (6.16) nejprve prevedeme na pozadovany tvar. Upravou pravé strany obdrZime rovnici

=3G-0))

Polozime proto # =y / x, tedy ¥’ = #’x + u, a dan4 rovnice se transformuje na tvar

whu=g(e=3)
ux+u=—-(un——|),
2 u

neboli
1u*+1
R (6.17)
x 2u
Po ptevedeni této rovnice na diferencidlni tvar dostivime
2udn  dx
W+l x’
adale q
2
f L odu=— | =
u?+1 x
Odtud integraci
In(#* +1)=—In|x|+In|C]|, C eR\ {0}
Po delogaritmovani a odstranéni absolutnich hodnot dostdvime obecné feSeni rovnice (6.17) ve tvaru
, C

u :;—1, CeR\ {0}

Zpétnym dosazenim substituce 1ze snadno urcit obecné feseni rovnice (6.16) ve tvaru funkci danych
implicitné rovnici
x*+9?=Cx, C eR\{0}.
Obecné feSeni tedy opét zahrnuje vSechna feseni dané rovnice, a integralni kiivky tvoii jednoparamet-
rické soustavy pulkruznic se stredem v bodé (C/2,0) a polomérem C /2.
Z obrizku 6.4 je rovnéz patrné, ze viemi body roviny, s vyjimkou bodd leZicich na soutadnicovych
osach, prochazi pravé jedna integralni ktivka dané rovnice.
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C<o0 C>0

Obrézek 6.4: Integraln{ kiivky rovnice y’ = (y2 —x?)/(2xy)

C. LODRI

Linearni diferencialni rovnice 1. fddu méa obecné tvar
Yy =a(x)y+ b(x). 6.18)

Neékdy se téZ pise ve tvaru
Y+ px)y =q(x),
. a(x) = —p(x), b(x) = g(x). Je-li £(x) = 0 pro vSechna uvaZovana x, pak hovorime o homogenni
LODRYI; v opa¢ném pripadé se jednd o nehomogenni LODRI.
Piedpoklidejme dile, Ze funkce a, & jsou spojité na intervalu I. Uvedeme nejobvyklejsi metodu

feSeni rovnice (6.18), tzv. metodu variace konstanty. Resen{ probiha ve dvou krocich:
a) Reéime nejprve pridruzenou homogenni LODR1 ve tvaru
y =a(x)y, (6.19)

v niz miizeme separovat proménné. Za piedpokladu y # 0 tedy dostdvame

a odtud po integraci

ln|y|:fa(x)dx+ln|C|, CeR—{0}.
Nyni{ uZitim obvyklych Gprav dostavime obecné fedeni y, homogenni rovnice (6.19) ve tvaru
yh(x):Cef”’(x)dx, CeR
(volba C = 0 zahrnuje vyloudeny ptipad y =0, ktery je rovnéZ fedenim rovnice (6.19)).

v . . ..
b) Redeni pivodni nehomogenni rovnice (6.18) hleddme ve stejném tvaru, ale C jiZ nenf ¢iselnd
konstanta, nybrz funkce proménné x:

y(x) = C(x)u(x), (6.20)

kde
u(x) = el A C(x)=?

Obecné teseni nehomogenni LODRI1 se tedy lisi od obecného feseni homogenni LODR1 jen tim, Ze
misto konstanty C nastoupi vhodna (zatim neuréend) funkce C(x). Tu uréime tak, Ze vztah (6.20)
dosadime do (6.18). Protoze podle (6.20)

¥'(x) = C'(x)u(x) + Cx)u'(x),
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dostaneme

C'(x)u(x)+ C(x)u' (x) = a(x)C(x)u(x) + b(x),

¢ili (protoze # je reSeni homogenni rovnice)
C'(x)u(x) + C(x) [ (x) —a(x)u(x)] = b(x);
=0
odtud
C'(x)u(x) = b(x).

Protoze u(x) >0, lze rovnici (6.21) délit #(x), takze

C(x):f

b(x)dx +C= J b(x)e “®¥ dx 4 C,
#(x)

(6.21)

kde C je obecna konstanta. Dosazenim C(x) do vztahu (6.20) dostivime obecné feSeni rovnice (6.18),
7 v v v 77 . v v 7. Ve ’ . V.
zahrnujici viechna resent této rovnice. Toto resent je pritom definovino na intervalu 7, tedy v$ude tam,

kde jsou funkce a, b spojité.

Piiklad 6.9. Naleznéme reseni pocate¢ni tlohy

1
Y=—@+D =0

Reseni. Dand rovnice jiz byla roztesena v oddile A jako rovnice se separovanymi proménnymi. Soucasné

je vsak i rovnici linedrni, nebot’ ji lze psat ve tvaru

L2 1 . 2 1
y=2y+o (Gam=2, bw=1).
X X X

x
M Ve Vv . .
Tlustrujme proto pri reseni této rovnice také metodu variace konstanty:
. / VNV ’ Ve v ’ ’ .
a) Nejprve nalezneme obecné reseni pridruzené homogenni rovnice

, 2
Y==Y.
X

Separaci proménnych dostivime pro x #£0ay #0

Do [ imic,  cer\o,
y X

In]y| =2In|x| +1n|C], C eR\ {0},
y,(x)=Cx?, CeR,
kde volba parametru C = 0 zahrnuje i nulové feSen{ y(x) =0.

b) Metodou variace konstanty hledejme obecné feseni rovnice (6.22) ve tvaru
y(x) = C(x)x?, C(x)=?

Nezndmou funkci C(x) uréime dosazenim tohoto vztahu do (6.22):

o)l +Cx2x = 2CH2+ 1, 4. Cla)=—~.
X X

Odtud pak integraci dostavame

6.22)
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kde C je obecna konstanta. Zpétnym dosazenim C(x) mame

1 1
=(—5+Ch*=Cx’—-,  CeR
Y@= (g5 +C 7 =Cxl =3

Dosadime-li nyni pocate¢ni podminku do obecného feeni, mdme C = 1 / 2, ateSeni daného pociteéni
Ulohy je tedy tvaru

y(x)= %(xz—l), x € (0, 00).

Pozndmka 6.10. ODRI, které jsou nelinedrni vzhledem k y, Ize nékdy s vihodou prevést na LODR1
vzhledem k x. Napft. rovnici

dy 1
y = dx = p
X yx—y
muzeme psat ve tvaru
1
> =yx—y>.
Protoze derivace x'(y) funkce x(y) inverzni k y(x) splfiuje vztah
L1
x ==, 6.23)
Y
plyne odtud
X' =yx—9?,

coz je LODR1 vzhledem k x. (Vztah (6.23) dostaneme takto: plati x(y(x)) = x; derivovanim této rovnice
vzhledem k x a uZitim véty o derivovani sloZené funkce snadno dostaneme x'(y(x))-y’(x) = 1, odkud
plyne (6.23).)

D. Bernoulliova rovnice
Bernoulliova rovnice je tvaru

y' =a(x)y+b(x)y’, reR (6.24)

Poznamenejme, ze v ptipadé » =0 nebo r = 1 je dana rovnice linedrni, a proto budeme piedpokladat
r #0, r # 1. Necht dale funkce a, & jsou spojité v néjakém intervalu /. UkaZeme, Ze rovnici (6.24) Ize
substituct

u(x)=y""(x) (struéné: u =y'™")

prevést na LODRI. Vskutku, za pfedpokladu y # 0 poloZime # = y*=". Potom #' = (1—r)y™"y’, takZe
Bernoulliova rovnice se transformuje na tvar

u' =1—7r)alx)n+(1—r)b(x),

coz je rovnice linedrni. Tuto rovnici vyfe$ime (viz oddil C) a z jejiho obecného feseni pak prostrednictvim
dané substituce ziskime obecné feSeni ptivodni rovnice (6.24).
Kromé feseni, kterd dostaneme timto postupem, mé rovnice (6.24) pro r > 0 také feseni y(x) =0.

Piiklad 6.11. Naleznéme fedeni pocte¢ni Glohy
e 2 — x?
2xy

y(1)=1.

Reseni. Dan4 rovnice jiZ byla feSena v oddile B pomoci substituce # =y / x. Lze ji véak také upravit na
tvar

L1 _ . 1
y=3(2-»") (G a(x) = 53—, b(x)=—2, r =—1) (625)
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a tesit ji jako Bernoulliovu rovnici substituci # = y'=" = y2. Pii dosazovani substituce budeme postupovat
tak, Ze rovnici (6.25) nejprve vydélime faktorem y” = y~! (tedy vynasobime y) a poté do ni dosadime
u =92, resp. u’ =2yy’. Dostavame tedy

u =——x. (6.26)

Tuto lineérni rovnici vyfe$ime metodou variace konstanty:

a) Pfidruzenou homogenni rovnici

,_u
w=—
x

Ize Yesit separaci proménnych, nebo dals{ substituct v = # / x. Obéma zpusoby snadno zjistime, ze
u,(x)=Cx, CeR.
b) Necht’
u(x)=C(x)x, C(x)=?
Dosazenim do fe$ené linedrni rovnice (6.26) mame

Odtud C(x) = —x + C, a obecné fedeni rovnice (6.26) je tedy tvaru
u(x)=Cx —x?, CeR.
Zpétnym dosazenim substituce pak dostivime
y*=Cx—x?, CeR.

Dosazenim pocateéniho bodu (1, 1) do obecného feSeni dostavame C = 2. ProtoZe znaménko funkce
y je stejné jako znaménko y-ové soutadnice pocitecniho bodu, hledané partikularni reseni je funkce

tvaru
y(x) =+ 2x —x2, x €(0,2)

znizornéna na obrazku 6.5.

C>0

T, %

Obrézek 6.5: Refeni polateéni tlohy ' = (y2 —x2)/(2xy), y(1) =1

Rozmyslete si pfitom, pro¢ je uvedeny interval otevteny, atkoliv krajni body tohoto intervalu néleZi
do defini¢niho oboru funkce y.
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E. Exaktni ODRI1
Rovnice

P(x,y)+Q(x,y)y' =0 (6.27)

;7 , ) .V . e g . ;. , . s . . .
se nazyva exaktni rovnict, jestlize funkce P, Q jsou spojité i se svymi prvnimi parcialnimi derivacemi
v néjaké jednoduse souvislé! oblasti £2 C R? a jestlize ve viech bodech této oblasti plati

P _9oQ (6.28)
dy  dx
Poznamenejme, Ze v rovnici (6.27) neni derivace y’ vyjadiena explicitné (a tedy rovnice neni v normalnim
tvaru, viz (5.10)). Za predpokladu nenulovosti funkce Q na £2 lze (6.27) na tento tvar snadno prevést
prislu$nym vydélenim. Pro urcent feSen{ exaktni rovnice je vak vyhodnéjsi prepsat (6.27) na jiny, tzv.
diferencidlni tvar

P(x,y)dx + Q(x,y)dy =0, (6.29)

ktery formalné obdrzime z (6.27) ndhradou y” pomoci dy/dx (tento obrat byl pouzit jiz pti diskuzi
feSeni ODR1 se separovanymi proménnymi).

Z teorie kiivkového integralu plyne, Ze vztah (6.28) plati tehdy a jen tehdy, kdyZ existuje néjaka
funkce F(x,y) (ktera se nazyva kmenovou funkci nebo také potencidlem), pro kterou je leva strana rovnice
(6.29) totalnim diferencialem v oblasti 2, tj.

dF(x,y)=P(x,y)dx + Q(x,y)dy. (6.30)
Zkombinujeme-li (6.29) a (6.30), vidime, Ze plati
dF(x,y)=0,
a obecné fedent rovnice (6.29) je tedy d4no implicitné rovnici
F(x,y)=C. 6.31)

Poznamenejme, e pozadavek, aby oblast {2 byla jednoduse souvisl4, nelze vynechat. V takovém pripade
by totiz k levé strané rovnice nemusela existovat kmenové funkce F.

Urceni kmenové funkce F(x.,y)

Protoze
JF JF
=5 S 6.32
dr adeaydy’ (6.32)
porovnanim (6.30) a (6.32) dostaneme
JF JF
S-(xy)=P(x,y), ——=Q(x,), (6.33)
3x ay

pokud ovétime, Ze plati (6.28). Tedy prvni krok pti urcovani funkce F spoéiva v ovéfeni vztahu (6.28).
Mime-li vztah (6.28) ovéten, integraci prvniho vztahu v (6.33) podle x dostaneme

F(x,y):jP(x,y)dx+go(y). 6.34)

Zbyva urcit funkei (). Pro stru¢nost polozime

U(x,y):= j P(x,y)dx,

1Zhruba feteno, jednoduse souvislou oblasti rozumime oblast, ktera neobsahuje ,diry* ¢ ,tezy“.
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takze (6.34) prechzi na tvar

F(x,y)=U(x,9)+¢(y)- (6.35)

Dosad’me (6.35) do druhého vztahu v (6.33). Dostaneme

TV e +9/0)= Q).
Y

&li
¢'(y)=Q(x,5)— é—U(x,y)- (6.36)
y

Protoze leva strana (6.36) nezavisi na x, nezavisi na x také prava strana. Tedy integraci (6.36) vzhledem
k y dostaneme

o= [ {Qu=F )}y +£. 637)

kde K je libovolna konstanta. Dosazenim (6.37) do (6.35) dostaneme vyraz pro F(x,y). Pritom kon-
stantu K mliZeme vynechat, protoZe obecné feseni dané implicitné rovnici (6.31) uz obsahuje obecnou
konstantu.

Priklad 6.12. Naleznéme obecné reseni diferencialni rovnice

/ e’

y (6.38)

- 2y —xe¥ '

¢
Resend. Tato rovnice neni zddného z typli probiranych v predchdzejicich oddilech, a proto ovéiime, zda
ji nelze prepsat na rovnici exaktni. Prepi$eme ji proto na diferencidlni tvar

e dx + (xe’ —2y)dy =0. (6.39)

Rovnice (6.39) exaktn{ vskutku je, nebot’ funkce P(x,y) = e€”, Q(x,y) = xe” — 2y jsou spojité véetné
svych parcialnich derivaci na R? a plati zde

IR yme =R
é)_y(x’y)_e - Ix (x’y)'

Nyni uréime, ke které kmenové funkci F je vyraz e dx + (xe” —2y)dy totdlnim diferencidlem. Podle
(6.34)

Frg)= [ € dr-t o) =3¢+ 90,
Dosazenim tohoto vyjidieni do druhého vztahu v (6.33) midme

F
g_y(x’y) =xe’ +¢'(y) =xe" —2y.

Odtud
YO)==2, 4 e0)=—r"+K
Tedy F(x,y) = xe¢” —y? + K, a obecné fedeni rovnice (6.38) je pak dano implicitné vztahem (6.31), t;.

x¢ —y?=C, CeR.
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Pozndmka 6.13 - integracni faktor. Pokud bychom se rozhodli diferencialni rovnici (6.39) upravit, napf.
vynasobenim nenulovou funkci €7, obdrzime rovnici

dx +(x —2ye™)dy =0. (6.40)

Rovnice (6.39) a (6.40) jsou ekvivalentni v tom smyslu, Ze maji stejnd obecnd reSeni. V§imnéme si viak,
ze rovnice (6.40) jiz exaktni nenf; vskutku, P(x,y) =1, Q(x,y) =x —2ye ™, .

—%xw 0F1= Qxy)
Tak jak jsme exaktnost rovnice (6.39) ,pokazili“ vynasobenim faktorem e, lze tuto okolnost ,napravit“
zpétnym vynisobenim rovnice (6.40) faktorem €. To nés vede k obecnéjsi tivaze, totiz zda je moZné
libovolnou rovnici (6.29) vynasobit vhodnou nenulovou funkei p(x,y) tak, aby vznikla rovnice jiz byla
exakeni.

Odpoved na tuto otazku je za pf‘edpokladu spojité diferencovatelnosti funkei P(x,y), Q(x,) kladna,
ovSem pouze v teoretické roviné. Nalezeni této funkce p(x, y) tzv. mtegmcnzho Jaktoru, je prakticky
proveditelné pouze u nékterych typu rovnic. U vétdiny rovnic je vypocet tohoto faktoru zalezitosti
velmi komplikovanou (je potreba fesit parcidlni diferencialni rovnici).

Na zaver této sekce proved’me kratké shrnuti ziskanych poznatkt. Naucili jsme se exaktné fesit
v M o v M 4 7’ M v 7 7 . v /4 /4 M
nekolik typt ODRI, ty vSak byly dosti specidlni. V inzenyrské praxi se naopak Casto setkavame s di-
ferencidlnimi rovnicemi, které Zaddného z téchto typti nejsou (a nelze je resit analyticky). V takovém
V7 v /. 4 /. Ve Vv ’ vV v ’ M 4 ’ . . .
pripadé nabyvaji na vyznamu priblizné metody feSeni diferencialnich rovnic. Jednou z nich je metoda
Picardovych aproximaci, jejiz pomoci jsme odvodili podminky pro jednoznaénou fesitelnost dané poca-
v 7 v . ’ RN R 7 1 1 .. v IR ITIURIR ]
tecni Glohy. Ackoliv otazka priblizného feSeni diferencialnich rovnic je samostatnou védni disciplinou
(i samostatnym vyukovym kurzem), v rimci tohoto textu i predmétu se seznimime jeste s jednou
Ve v v Vv ’ . 4 ’ . .
pribliznou metodou fesent diferencidlnich rovnic, a to v podsekei 9.2.

Priklady k procviceni
Cviceni 6.14. Naleznéte viechna feseni danych diferencilnich rovnic se separovanymi proménnymi:

2 2

— 1—
2y =12, by = ——;
x Xy
o)y = d)y' =y—»%
1
O+ —2=L B +de =)y =0

Vyisledky. a) y(x)=1/(1— Cx) CeR, y(x)=0; b)x’+y*=lnx*+C,C€eR; c)e*+e?=C,C¢€
R¥; d)y(x)=e"/(e'+C), CER, y(x)=0; ¢y’ =Cx?/(x’+1)—1,C>1; H(1+y?)/(1—x?)=
C,CeR.

Cviceni 6.15. Naleznéte feseni danych poéatecnich tloh:

a) y'=(ylny)/sinx, y(m/2)=

l+y2
b) y = ——,
) Y a2
o)y +ytgx =2tgx, y(0)=—1.

Vysledky. a) y(x) = ¢€*/?), x € (—m,m); b) y(x) = tg(arctgx + 7 ), x € (—o0,1); ¢) y(x) =2—
3cosx, x € (—m/2,7/2).

Cviceni 6.16. Naleznéte vechna fedeni diferencidlnich rovnic tvaru y’ = f(y/x):
2 x4y

)y =22 b)y'=—
x x—y
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2 2
2xy d)y/—Z: Vx2+y .

c) =
4 x2—y?’ X x ’
vy, ¢/x)
¢) y° +x%' = xyy'; fy'=-+ —z’(y 7o)

Vysledky. a)y —2x = Cx*(y+x), C€R, y(x)=—x; b)arctgZ =InCy/x2+2, CeR*; ¢)x’+
y?=Cy,C e R—{0}); d)x*=C?+2Cy,C e R—{0}; ) y(x)=Ce/*,C €eR; f)Cx =
p(y/x), C€R.

Cviceni 6.17. Naleznéte feseni danych polateénich tloh:

a) xy' =y(lny—Inx), y(1)=1;
,_2x—y _
Yy —=2x)

9 Cox(x—2y)’ =1

Vyisledy. a) y(x)=xe!™, x €RY; b)y(x)=(/5x2+4—x)/2,x€R; ¢)y(x)=x,x R,

Cviceni 6.18. Naleznéte viechna feseni danych linearnich diferencidlnich rovnic:

a) ' +2y = 4x; b) y/+2xy:xe7x2;
1-2
9y + nyzl; d) " +y =cosx;
x
1
¢) ¥ +ytgx=——j; )y +ay=e (a,beR).
cosx

Vysledky. a) y(x)=Ce > +2x—1,CER; b)y(x)=e*(C+x2/2),CER; ¢)y(x)=Cx?e"*+
+x%, CeR; d)y(x)=Ce*+(cosx+sinx)/2, CER; ¢)y(x)=Ccosx+sinx, CER; f)y(x)=
Ce™ +ev/(a+b), C €R.

Cviceni 6.19. Naleznéte feseni danjch polateénich tloh:

Y

— =X, 1 :O;
a) xy Pk y(1)
b) 3" —ytgx = 1—xtgx, y(0)=0;
2x
A4+ x2)4+2xy=—"—, y(0)=—1.
) y'(1+x7)+2xy e (0)

Vysledky. a) y(x)= 029y e RH; b)y(x)=x,x€(—3,5); c)y(x):w,xeR.

x+1 x2+1

Cviceni 6.20. Naleznéte viechna feseni danych Bernoulliovych rovnic:

—1
2= b) 3 +4xy =2xe™ .

/
)y +3 3

Vysledky. a) y*(Ce* +x)=1, C €R, y(x)=0; b) y(x) = e 2*(C +x2/2)2, C €R, y(x) =0.
Cviceni 6.21. Naleznéte feSeni danych polateénich tloh:

v _
x

by = =y Y2=

2y +==9"Inx, y(1)=
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Vyisledky. a) y(x)= 1/(—%x In® x4 2x), x € (1/e%,¢?); b) y(x)= \/(x2 —1— % Vx2—1,x €(1,00).
Cviceni 6.22. Ovérte, zda dané rovnice jsou exaktni, a naleznéte jejich obecné fedeni:
a) (2 —xy)+ (29’ —x%y)y =0; b) y'x*sin2y —x cos2y — 1 =0.
Vyisledy. a) x* —x?y*+y*=C, C€R*; b)x?cos2y+2x=C,CeR.
Cviceni 6.23. Naleznéte fedeni danych pocatecnich tloh:

a) (x*+xp)+ (7Y 4+ =0,  y(=3)=4

b) 2x +ye?)+(1+xe?)y’ =0, y(0)=1.

Vyisledly. a) y(x) = +/25—x2, x €(—5,5); b)x*+y+e?=2,xeR.
Cviceni 6.24. Naleznéte viechna feseni danych rovnic:

a)y/:y_ ; b)y' =ax+by+c (a,b,c €R);

x2y2
b
c) xy/—y:xtgz; )y,:ax—}— Y (a,b,c €R,ac+b*#0).
x cy—bx

Visledky. a)y?/24y+In|y—1|+1/x =C, CE€R, y(x)=1; b)y(x)=Ce?*—ax/b—(a+bc)/b? C €
R; ¢)siny/x=Cx,CeR; d)ax*+2bxy—cy?=C,C€eR.

Cviceni 6.25. Naleznéte feseni danjch podateénich tloh:

a) X’y +xy+1=0, y(1)=0;

2y% —x?
by=2"", y1=1
xy
1
Oy =xy—2xyy, 0)=1
d) xy' +y= X ym==.
) Xy +y=argx 4 o =

Vyisledky. a) y(x) = —1”7", x€(0,00); b)y(x)=x,xeR*; ¢),/y= %(e’cz/4 +1),x€R; d)y(x)=
arctgx, x € RT.

7 ZdAklady teorie ODRN
V predchizejici sekci jsme se zabyvali diferencidlnimi rovnicemi prvniho f4du. Nyni ptistoupime ke
studiu diferencidlnich rovnic vys$ich fada (ODR#), coz je obecnéjsi pripad. Kromé diskuse obecného
(nelinearniho) ptipadu bude diiraz kladen na rovnice line4rni, které jsou zobecnénim linedrnich diferen-
cidlnich rovnic prvniho rddu. Zajimat nis budou zejména tyto otizky: Jaké podminky zaruéi existenci
a jednoznacnost feseni pocitecni Glohy pro (obecné nelinedrni) ODR#~? Existuji metody, jak nelinedrni
ODR7 exaktné resit? Jak vypad4 obecna linedrni ODR#7? M4 néjaké ,rozumné® vlastnosti, které mohou
byt uZitecné pri procesu hledant jejitho reSeni?
7.1 Existence a jednoznacnost feseni pocatecni Ulohy pro ODRN
Nejobecnéjsi tvar ODR7 je

F(x’y’y/’y//"")y(n)) =0,

ktery je vak (nejenom z teoretického hlediska) téZko uchopitelny, a proto v souladu se sekci 5 budeme
ODR~#~ uvazovat v normalnim tvaru

Y = F(x,9,95.. .,y D). 7.1)
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Ptipomenime, Ze podate¢ni Glohou pro rovnici (7.1) rozumime tilohu nalézt feSen{ této rovnice vyhovujici
n pocateénim podminkim
_ / _ n—1 _
y(0) =&, V(%)=& ..., y >(x0)_£n71’ (.2)
kde bod (x4,&4, &5 -+, &, ;) lezi uvnitf defini¢niho oboru funkce f.

Nisledujici véta ndm zodpovi otdzku, za jakych podminek je tloha (7.1), (7.2) jednoznacné fesitelna.

u V&ta 7.1. Necht funkce f = f(x,y,,...,7,) splriuje tyto dva predpoklady:
(PY’) Je spojitd na néjakém okoli O C R™ ! bodu (x,,&5, &5, &, 1);
(P2’) Md ohranicené parcidlni derivace % (k=1,...,n) na O, . existuje L > 0 takové, Ze
af
Iy
Potom existuje jediné veseni y pocatecni #loby (7.1), (7.2), které je definované na néjakém intervalu obsahuji-
cim pocdtelni bod x, ve svém vnitiknu.

(P)‘SL provechnak=1,...,n aproviechnaP €O.

Pozndmka 7.2. Tato véta i jeji dukaz jsou primym zobecnénim Picardovy vety 6.1. Podobné lze na
tento pripad pfenést i vétSinu komentdtd, které byly za vétou 6.1 uvedeny.

V sekci 6 vénované reSeni ODR1 jsme se naudili analyticky vyfesit 5 typu rovnic. Nejsou to jediné
ptipady ODRI1, které lze vytesit analyticky, nicméné jiZ jsme konstatovali, Ze z mnoZiny viech moznych
ODR1 umime vyfesit pouze pomérné malou ¢ast. Lze olekavat, Ze v pfipadé ODR#~ bude situace jeste
slozitéj$, tj. nemdme prili§ mnoho néstrojt, které by vedly k nalezeni pfesného feseni téchto rovnic. To
se pochopitelné tyka piedev$im nelinedrnich rovnic, které umime vyfesit pouze ve velmi specialnich
pripadech.

Zastavme se u dvou z téchto ptipadd, které budeme ilustrovat na ODR2. Jejich spole¢nym znakem
je, Ze na pravé strané dané ODR2 nenf explicitné obsazeno bud’ y, nebo x; v obou pfipadech pak lze
zkoumanou ODR2 prevést na ODRI1.

1. Necht’ v rovnici y” = f(x,y,y’) chybi y, tj. mdme
V' =f ).
Zavedeme-li substituci # = y’, potom dostaneme
u'=f(x,u),

. e v . v
coz je ODR1. Pokud umime tuto rovnici vyfesit, tak reseni y dostaneme integraci reseni #.

o . x
Pfillad 7.3, Naleznéte obecné feSenf rovnice y” = ——.
Y
$ . , Cy x . . , v .
Resend. Substituct # =y’ dostaneme rovnici #' = —=, coZ je rovnice se separovanymi proménnymi:
u
du x 1 1 1
—=—2- = udu=—xdx = —I/t2:——xz+—C12.
dx u 2 2 2

Odtud #(x)=+4/C? —x2 (srovnejte s prikladem 5.9). Abychom dostali feSent y, je potteba zintegrovat
funkce #:

x = C;sint

C?
— 2 2 gy — L2 LT
y(x)_:i:J Cl—x dx_‘ dx C, cost dt ==+C; fcos rde ==+ 5 f(1+c052t)dt

ic12<t+1 i 2t>+C 2 (aresin Z 4 L (2 i x> +C
e — S = x— | arcsin — — S arcsin —
2 2 2 2 c, 2 C :

Ct .ox x x2
::|:7]<ar<:sln61—|—61 1—C—12 +C, C>0,CeR

(v posledni rovnosti jsme vyuzili vztahti sin 2t = 2sin ¢ cost a cos(arcsint) = v/1— £2).
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2. Necht’ v rovnici y” = f(x,y,y’) chybi x, tj. mdme

Y =105
Zaved'me substituci y’ = u, kde # chipeme jako funkci fedeni y, tj. mame y’(x) = #(y(x)). Odtud podle
vzorce o derivaci slozené funkce

s d _du d_y_du

du _ f(y,n)
—(u(y)) = @ : dx @

u atedy ud—”:f(y,u) = =127
dy dy u

coz je opét ODR1. Pokud z této rovnice umime ziskat feseni # v explicitnim tvaru, tak druhym krokem
je vyteseni dalsi ODR1, a to rovnice se separovanymi proménnymi y’ = #(y).
2y Y+

Y

v . ..
Reseni. Vise uvedena substituce v/ = u(y) prevadi rovnici na ODR1 ve tvaru

Piiklad 7.4. VyteSte rovnici y” =

2
1/:2% R :1(2u+1) (kde u':d—%).
oy dy

To je rovnice se separovanymi proménnymi jejiz fefent je
, 1
#(y)=Cy’—-, CeR,

viz ptiklad 6.7. Jako druhy krok je potteba vyfesit rovnici se separovanymi proménnymi:
1
'=Cpyr—-.
Y 1Y 3
Pro C, =0 je feSenim funkce y(x) = —x/2+ C,. Pro C, # 0 pak mdme
dy ., 1 2dy

Cy'—= => ——=dx. 7.3
dx ) 2Cyr—1 * 3)
Necht' nejprve C, > 0. Potom, rozkladem na parcialni zlomky,

2dy —1 n 1 dv—d
= =dax
2Cy2—=1 \/2Cy+1  /2Cy—1 g

a integraci

1 1
1 V2Cy+1)+
,—2C1 n( W +1) ,—ZCI

In(/2Cy—1)=x—C,, C,€eR,

tj.
2Cy—1
n Al 2C,(x—GC,).
V2Cy+1
Odtud, tpravou,
2 1

X)=4q| — —————.
y) C 1— eV 261(:=C)

Pro C, < 0 pak integraci rovnice (7.3) dostaneme

1
Na=To) arctgy/—2Cy =C, —x,

v / v a4
coz po upravé dava

)=~ —&(V726(C ).
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Celkove tedy
2 1
a ' Ifem("*cl) ’ CI > o’ C2 < R’
y(x)={—3+Cp G eR,

1
¢sa%bﬂ4q“3_”% C, <0, C,eR.
Priklady k procviceni
Cviceni 7.5. Naleznéte fedeni poctetni tlohy
xy"+2y"+x=1, y(1)=2,5(1)=1.

Vyisledky. y(x)=5/2—5/(6x)+ x/2—x?/6.

7.2  ZAklady teorie linedrnich ODRN

Obrat’me nyni pozornost k linedrnim rovnicim, které predstavuji v rdmci ODR#n nejdilezitési tiidu.

~

Definice 7.6. Linedrni rovnici n-tého vddu (LODRn) rozumime rovnici
Y ta, ()" o ay(x)y +an(x)y = b(x). 74)

Funkce 44,4, ...,4,_; se nazyvaji koeficienty rovnice a funkce & pravé strana rovnice. O vSech téchto
funkcich piedpokladime, Ze jsou definovany na néjakém intervalu I a jsou zde spojité. Je-li (x) =0
pro véechna x € I, hovotime o homogenni LODR#z (téZ rovnici bez pravé strany nebo zkrdcené rovnici),
v opatném piipadé hovorime o nehomogenni rovnici (téz rovnici s pravon stranon nebo nezkricené
r0UNICl).

Pozndmky 7.7. a) Takto napsan rovnice nen{ ptimo v normalnim tvaru, pokud ale prevedeme vSechny
¢leny kromé prvniho na pravou stranu, tak uZ jeji normélni tvar obdrzime:

y) ==, () = a2y — () + b().

F9.9" 5y )

b) Lze uvaZovat i mirné obecnéjsi ptipad neZ (7.4), kdy linedrni rovnici piSeme ve tvaru
a,(0)y ™ +a, ()" e+ ay(x)y +ag(x)y = b(x).

Pokud v$ak piedpoklididme, Ze vedouci koeficient 4,, je nenulovy (pro vechna x € I), pak lze timto
koeficientem délit a tedy prevést tuto rovnici na tvar (7.4) a naopak.

Jednoznacnou feditelnost pocateéni tlohy (7.4), (7.2) samozrejmé re$i Picardova véta 7.1. UzZitim
jiné dikazové techniky vSak lze, analogicky jako v pfipadé LODR1, dokazat globélni jednoznaénou
feditelnost. Piesnéji, plati:

u V&ta 7.8. Necht’ vsechny koeficienty ay,a,,...,a,_, a pravd strana b jsou spojité funkce na intervalu I
ax,€1,&,,...,&, _, €R. Potom md poldteni stloha (7.4), (7.2) jediné vesent, které je definovino na celém
intervalu I.

Nas$im hlavnim cilem v souvislosti s linedirnimi ODR# je naulit se tyto rovnice exaktné resit. To
vsak nepijde tak snadno, jako v ptipadé LODRI. Nejprve se budeme muset seznimit se strukturou
mnoziny fedeni linedrnich ODR#.

Nase Gvahy provedeme nejprve pro ptisluinou homogenni rovnici, tedy rovnici tvaru

7 a,  ()y " et ay(x)y Fa(x)y =0 7-5)

(koeficienty ay, ... ,a,_, uvazujeme stale jako spojité funkce na I). Stézejni pro dal§i Gvahy je nisledujici
7’
tvrzeni.
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w V&ta7.9. Jsou-li funkce u, = u,(x), u, = ny(x), ..., u, = u,(x) (k je libovolné prirozené {islo) vesenimi
rovnice (7.5) a C,, C,, ..., C, jsou libovolné konstanty (mohou byt i komplexni), porom také funkce

y=Ciu +Cu,+---+Cyuy, (7.6)
kterou nazyvime linedrni kombinaci veseni u, u,,. .., n,, je vesenim rovnice (7.5).
Ditkaz. Jsouli u,,...,u, reSenimi rovnice (7.5) na intervalu I, potom plati
z/tf”)(x) +an_1(x)14§”71>(x) + -t a,(x)ul(x)+ay(x)n;(x) =0 provsechnaxelai=1,...,k.
Niésobenim z-té rovnice konstantou C; dostaneme
Ciuf")(x)—{—anfl(x)(fiME"_U(x)—{—- ta,(x)C;ul(x)+ag(x)C;n;(x) =0 provsechnaxelai=1,...,k.

Seltéme ziskané vztahy od i =1 do i = k:
k k k k
Z C, uf")(x) + a,H(x)Z C, uE"_l)(x) +- 4 al(x)z C.ul(x) +ao(x)z Cu,(x)=0. (7.7
=1 =1 =1 =1
Podle (7.6) je

k k k
V=3 =30 o =3I
i=1 i=1 1=1

Dosazenim téchto vztahti do (7.7) dostaneme, Ze y (d4na vztahem (7.6)) je feSenim rovnice (7.5) na
intervalu 1. O

V teorii LODR#~ ma velkou duleZitost pojem linedrné nezivishich funkci.

Definice 7.10. Necht’ £}, ;- -, f; jsou redlné, popt. komplexni funkce realné proménné x, které jsou

. Y . . . . . .
definovany na intervalu 7. Rikdme, Ze uvedené funkce jsou na intervalu I linedrné nezdvislé, jestlize
vztah

CAE)+ChHE) +-+Cfi(x) =0, x€l,

kde C,, C,,...,C, jsou konstanty, plati pouze v pripad¢ C, =C, =---=C, =0.
V opaéném pripadé (tj. kdyZ alespon jedno C; #0, i € {1,...,k}) fikime, Ze uvedené funkce jsou na
intervalu I linedrné zavislé.

Pozndmka 7.11. Podminku linedrni nezavislosti lze vyslovit také tak, Ze Z4dnou z uvazovanych funkci
nelze vyjadrit jako linedrni kombinaci funkci zbyvajicich. Otazka zni, jak jednoduse poznat, zda funkce
. VIS ATY v/ oq e Y / . .
jsou linearné nezavislé. V pripadé dvojice funkeci je to snadné; staci se podivat, zda jedna funkce je
nasobkem druhé, & neni. V piipadé tif a vice funkci (podobné jako v piipadé ¢iselnych vektord) to
ey A 7. v/ 7 . s s Ve 17 R ; . v . ;o
jiz tak zrejmé neni a je tedy zadouci mit k dispozici n¢jaké kritérium, kterym lze jednoduse o linedrni
nezévislosti rozhodnout. Toto kritérium bude vysloveno ve vété 7.13, diive viak zavedeme novy pojem,
tzv. wronskian.

Definice 7.12 — wronskidnu. Necht' funkce f}, 5, ..., f; jsou na intervalu I alespon (k — 1)-krat spojité
derivovatelné. Potom determinant

fi(x) L) filx)
fi) A& o fK)
W(x)=det . . ) :

fl(/e—l)(x) fz(le—l)(x) fk(/e_l)(x)

se nazyva wronskiin nebo Wronského determinant funkct f,, 5, ..., f, na intervaln I.
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w V&ta 7.13. Necht’ wronskidn funkct f,, 15, ..., 1, na intervalu I je nenulovy v alespor: jednom bodé
intervalu I, 1j. existuje xo € I takové, Ze W(x,) # 0. Potom funkce f,, f5,. .., f jsou linedrné nezdvislé na 1.

Ditkaz. Necht C,,C,,...,C, jsou takové konstanty, ze pro kazdé x € I plati

Cifi(x)+ Co fy(x) 4+ Cp fi(x) =0. 7.8)

Je potreba ukazat, Ze nenulovost wronskidnu v bod¢ x, zaruéi, Ze vechny konstanty C,,C,,...,C,
v této rovnosti budou nulové. Derivovanim (7.8) az do fdu n — 1 (pripomerime predpoklad, Ze vSechny
funkce maji na I derivace az do fidu & — 1) dostaneme (spolu s rovnici (7.8)) soustavu

Cifi(x)+ Cofy(x) + -+ C fi(x) =0,
Cif{ () + Cfy(x) +--+ Cp f(x) =0,
G 1//(x) + G, 2//(’5) +oet C/ef];g//(x) =0,

k— b k—
CAE0)+CA @)+ + C N (x) =0,

psano maticove

) AR A\ G\ [0
& Ko o Ko ) [o] (o

A9 £ ) \a) e

Jednd se o soustavu 7 linedrnich rovnic s feSenim C|,C,,..., C, pro libovolny bod x € I, a tedy také
pro bod x,. Wronskidn W (x,) predstavuje determinant matice soustavy: protoZe je podle pfedpokladu
nenulovy, soustava ma podle Frobeniovy véty jediné fesent, a tim musi byt nulové reSeni (prava strana je
totiz nulova). Tim je dikaz hotov. O

Pozndmky 7.14. a) Vétu lze vyslovit také tak (transpozice implikace), Ze jsou-li f;, f;, ..., f; linedrné
zAvislé funkce na I (které jsou zde (k — 1)-krat derivovatelné), pak W (x) =0 pro vSechna x € I. Avsak
pozor! Z nulovosti wronskinu na I neplyne linearni zavislost funkc. Jinak receno podminka W (x,) # 0
je postatujici podminkou pro linedrni nezdvislost funkci, nikoliv nutnou. Napt. dvojice funkei

x? prox >0

2
X)=Xx", xX)=
fil) fo(x) {—xz prox <0
je na R linedrné nezavisld (zfejmé nemiZe platit f5(x) = C f,(x) pro vSechna x € R a vhodnou konstantu
C), ale W(x) =0 pro vSechna x € R. Skute¢né, je-li x >0, pak

x? x?
W(x):det<2x 2x>:O'

Jeli x <0, pak

—X

4 2 2
W(x)= et<2x _2x>_0.

V bodé x = 0 jsou prislusné jednostranné derivace nulové, celkové tedy plati W(x) = 0 pro vSechna
x €R.

b) Vétu nelze aplikovat v piipadé funkci, které nemaji dostate¢ny pocet derivaci na I. V takovém
pripadé nezbyva, nez se pokusit rozhodnout primo z definice linedrni nezavislosti.

Dale uvazujme n-tici funkci, které jsou linedrné nezavislé na I a zarover jsou zde partikularnimi
feSenimi rovnice (7.5). Potom se jiZ nemiZe stdt, Ze by takova n-tice pfipustila nulovy wronskiin
v néjakém bodé intervalu /. Piesnéji, plati:
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 V&ta 7.15. Necht’ funkce u,,uy,...,n, jsou vesenimi rovnice (7.5) na intervalu 1. Pak jsou tyto funkce
linedrné nezavislé na I, pravé kdyz

W(x)#£0 proviechna x€l.

Ditkaz. Ptedné je dobré si uvédomit, Ze wronskian funkci #,,#,,...,%, na intervalu I existuje. Tyto
funkce jsou totiz podle predpokladu feSenimi rovnice (7.5), a proto musi byt derivovatelné az do ridu n
(tedy i do tadu n —1).
<: Jeli W(x)#0 (v kazdém bodé x € I), pak podle véty 7.13 jsou #,, #,,...,u, linedrné nez4vislé.
=: Tuto implikaci dokaZeme sporem. Necht’ feSeni #,, #,,. .., #, jsou linedrné nezavisla. Predpoklé-
dejme, Ze existuje bod x, € I tak, Ze W(x,) = 0. Potom soustava

m(x) ) () \ /Y [0

HE) w6 o

. . . . S -
W@ e e/ \e) o

mé pro x = x, m4 nenulové feseni C,,C,,...,C, (matice soustavy je singuldrni), tj. existuje index &
takovy, ze

C, #0. (7.10)

Polozme z(x) := Cyu;(x) + Cyuy(x)+ -+ + C,u,(x). Potom ze soustavy (7.9) plyne
2(x)=0, 2z'(x)=0, ..., z"V(x)=0. (7.11)
Funkce z je podle véty 7.9 feSenim rovnice (7.5) a podle véty 7.8 mé polateéni tloha (7.5), (7.11) jediné
feseni na I, které vak vzhledem k pocateénim podminkim (7.11) musi byt identicky rovno nule, tj.

z(x) =0 pro vSechna x € I. Odtud, vzhledem k definici funkce z, dostavame

z(x)= Cyuy(x)+ Cyuy(x)+ -+ C,u,(x) =0 pro vSechna x €1.

Protoze vSak funkce #,,#,,...,u, jsou linedrné nezavislé na I, plati C, = C, =--- = C, =0, coz je
spor se vztahem (7.10). Predpoklad existence bodu x,, ve kterém je wronskidn nulovy, tedy byl chybny,
a musi platit W(x)# 0 v kazdém bodé x € 1. O

Pozndmka 7.16. Jsou-li #,u,,...,un, reseni homogenni rovnice (7.5), pak lze jejich wronskidn psat ve
tvaru .
W(x)=W(x,) ot prox€l,

kde x, je libovolny (ale pevny) bod z intervalu I. Tomuto tvrzeni se fik4 Liouvilleova véta.
Pomoci véty 7.15 jiz ptijde snadno dokézat hlavni vysledek této podsekce:

w V&ta 7.17. Nech? u,,u,,...,n, jsou veseni homogenni LODRn (ij. rovnice (7.5)) na intervalu I, kterd
7sou zde linedrné nezdvisld. Potom kazdé veseni y této rovnice lze psdt jednoznalné ve tvaru

y(x) = Cray(x)+ Couty(x)+ -+ C,u,(x), (7.12)
kde C,,C,,...,C, jsou vhodné konstanty.

Driikaz. Podle véty 7.9 je funkce y dani vztahem (7.12) feSenim rovnice (7.5). UkdZeme, Ze se touto
funkci d4 pii vhodné volbé konstant C,,C,,...,C, vyjadtit kazdé feseni rovnice (7.5). Zvolme tedy
feSeni predepsanim pocate¢nich podminek

y(xo>:£o> y/(xo):‘fv R y(n_l)(xo):‘fn_la (7.13)
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kde x4,&,,¢5,- -, &,_, jsou libovolna (ale pevnd) ¢isla, pfidem? x, € I. UvaZujme soustavu linedrnich
rovnic

Cyy (%) + Coany(xg) + -+ Cm, (x) = &,
C,u!(x,)+ C,ui(x +-~~+Cﬂu;x =&,
1#1(%0) + Coty(x,) (x)=¢ 719

Con" (xg) + Gl Vog) 44+ Cu" V(x) =&, .

Protoze feSeni #,, u,,..., u, jsou linedrné nezavisla, wronskin téchto funkei je podle véty 7.15 nenulovy
v kazdém bodé x €1, a tedy i v bodé x,. Je tedy W (x,) # 0, coZ znamen, Ze soustava (7.14) ma jediné
feSeni. Jinak receno, jakdkoliv volba hodnot x4, &;,&,,...,&, | urdi jednoznatné hodnoty konstant
C,,C,,...,C,, které pomoci vztahu (7.12) jednoznalné uréi pozadované feseni. Tim je diikaz hotov. [

Definice 7.18 — fundamentdlnino systému feseni. Kazd4 n-tice linedrné nezavislych fesen{ rovnice
(7.5) na I se nazyva fundamentdlni systém 7esent rovnice (7.5) na I.

Pozndmky 7.19. a) Véta 7.17 piedpoklada existenci linedrné nezavislych feSen #,, #,,...,#, (tedy fun-
damentélniho systému fedeni) rovnice (7.5) na I. Poznamenejme, Ze tato n-tice vzdy existuje. Piesnéji
vyjadreno, tato feseni stadi uvazovat tak, aby postupné vyhovovala poldteénim podminkim

n—1
nix)=1, u(x)=0, ..., ui )(xo):O,
n—1
ny(x) =0, wy(x)=1, ..., u; )(xo):O,
n,(x)=0, ul(x)=0, ..., u"D(x;)=1.

Pti takové volbé je W(x,) = 1, coz zaruéi linedrni nezavislost (viz vétu 7.13).

b) Vztah (7.12) je soutasné vyjadfenim obecného feSeni rovnice (7.5). Vétu 7.17 Ize tedy volné
formulovat tak, Ze k urCeni obecného feSeni rovnice (7.5) stali nalézt » linedrné nezavislych feseni dané
rovnice. V nasledujici sekci se nauéime nalézt tato feseni pro specidlni pfipad rovnice (7.5).

V druhé ¢3sti této podsekce se zabyvejme strukturou mnoZiny feSeni nehomogenni LODR#. Ptipo-
merime, Ze se jedna o rovnici

P (e g (1)) +ag(x)y = b(x) 7.15)

(funkce ay, .. .,a, ;,b jsou spojité na intervalu I), pfidemz prava strana b neni identicky rovna nule na /.
Uvedeme zde dvé zakladni strukturalni vlastnosti této nehomogenni rovnice, které budou uZite¢né pri
procesu hleddni jejtho obecného fedent.

u V&ta7.20. Necht' uy,ty, ..., u,, je fundamentdlni systém veseni homogenni LODRn (7.5) a y,, je néjaké
partikuldrni Teseni nehomogenni LODRn (7.15). Pak obecné veseni rovnice (7.15) lze napsat ve tvaru

y(x) = Ciay(x) + Cuy(x) + -+ + C, 1, (x) +yp(x>' (7.16)
Diikaz. Protoze y, je fesent rovnice (7.15), plati
7y )+, () V() 4 ay ()7 (x) +ag(x)y,(x) = b(x) prox €l 7.17)

Zaved'me substituci # = y—y,, kde y je feSent (7.15). Pak y" = u’+y,,y" = u" +y7,... ERCENC —I—y;,").
Dosazenim téchto vztaht do (7.15) dostaneme

1) 437 () ()"0 4370+
o+ (x)('(x) 7 () a(x)(1(x) + 7, (x)) = b(x) prox €l
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a po prerovnani
(1) a,_y ()" D) - ay () (x) +ap(x)(x))+
O3 (x) +a, () (x) + o+, (0)y) (x) + a(x)y, (x) = b(x) proxel.

Protoze vyraz ve druhych zavorach je podle (7.17) roven funkci b, musi platit, ze vyraz v prvnich
zavorkdch je nulovy, tj. # je feseni rovnice

W ta, (x)u" V4 ta, (x)u +ag(x)n =0.
Tato rovnice viak ma podle véty 7.17 obecné feseni
u(x) = Cyoy(x)+ Cuy(x) + -+ 4+ C, 1, (x).
Protoze y = u +y,, dostavime vztah (7.16). O
Z vypocetniho hlediska je velmi duleZité i druhé tvrzeni.
= Véta 7.21 — princip superpozice. Necht’ v rovnici (7.15) lze pravou stranu b rozloZit na soucet
b(x)=b(x)+ by(x)+ -+ by(x), keN, (7.18)

anecht’y, je partikuldrni fesent rovnice
7

Yy ba, ()" ety (x)y (x) +Fag(x)y = by(x), J =12k, (7.19)
jejiZ levd strana je totoznd s levou stranou rovnice (7.15). Potom
V() =9, (x)+7,,(x)+-+, (x) (7.20)
je partikuldrni vesent rovnice (7.15).

Diikaz. Stati dokazat, ze funkce y, dana vztahem (7.20) vyhovuje rovnici (7.15). Z predpokladu, Ze y 5

je feSenim rovnice (7.19), plyne
yj,':)(x) + aﬂ_l(x)ygfl)(x) +- 4 al(x)y;] (x) +ao(x)ypj (x)=b;(x) proxel. (7.21)
Se¢tenim rovnic (7.21) od j =1 do j = k a uZitim (7.18) dostaneme

(ﬁlypgx))(")+an_1<x>(l_ﬁ1ym<x>) +---+al<x></i1yp]<x>)

j=

(n—1) /

k
+d0<x)zyp]v(x) = b(x)a
j=1
coz jsme chtéli dokazat. O

8 Metody reseni linedrnich ODRN s konstantnimi koeficienty

V této sekei vyuZijeme teoretickych vysledki sekce predchézejici a zodpovime nasledujici otdzky: Lze
exaktné fesit libovolnou homogenn{ (resp. nehomogenni) linedrni ODR#? Pokud ne, lze ji fesit alespont
v n¢jakych specidlnich pripadech?

Odpovéd na prvni otdzku je pomérné jednoducha a - zipornd. To se tykd i homogenniho ptipadu,
kde sice vime, ze k nalezeni vSech feseni piislusné homogenni linedrni ODR7 staci nalézt n linearné

JER T R / . . , , e v ’ ’ v . .
nezavislych redent, neexistuje ale obecnd metoda vedouct k jejich urceni. Takova metoda vsak existuje
alespon pro duleZitou specidlni tiidu rovnic typu (7.5), kdy koeficienty a4y, ...,4, , jsou konstantni.
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8.1 Homogenni linedrni ODRN s konstantnimi koeficienty
Systematicky probereme rovnice typu
Y ta, y" V4 tay +agy =0,

kdea, ,,...,a,jsou redlné konstanty. Tato rovnice se nazyva homogenni linedrni ODR# s konstantnimi
koeficienty. Poznamenejme, Ze z Gvah v sekci 7.2 plyne, Ze kazdé kazdé fedeni této rovnice lze prodlouzit
na celou mnozinu R. Princip jejiho feseni vysvétlime nejprve pro rovnici druhého fadu.

Plipad n=2
Partikularni feseni rovnice
Y +ay +ay =0 @®.1)
budeme hledat ve tvaru
u(x)=e", (8.2)

kde ¢islo A je treba urcit. Dosazenim (8.2) do (8.1) dostaneme

MR +a,A4a,)=0,

a po zkracen{ nenulovym vyrazem e** mime
A +a,A4a,=0. (8.3)

Rovnici (8.3) nazyvame charakteristickou rovnici diferencialni rovnice (8.1).
Podle vzorce pro feSeni kvadratické rovnice jsou kofeny rovnice (8.3) tvaru

I —a, % \/a? —4a,
s -

; 8.4)

Nyni jsou tri moznosti podle znaménka diskriminantu:
a) Koteny A, 4, jsou realné rtizné (tj. a7 —4a, > 0). Podle (8.2) ziskdvime dvé partikulrni feSeni

pro jejichz wronskian plati

chix o

W<x) = det </11e/11x A2612x> = (’12 - /11)6(/11-”2))c # 0,

kde x je libovolné. Podle vét 7.15 a 7.17 je obecné feSeni rovnice (8.1) tvaru
y(x) = Cyelt* + Cyehr .

b) Kofeny A,, 4, jsou redlné stejné, tj. A, = A, = A, (ptipad a? —4a, = 0). V tomto ptipadé z (8.4)
plyne

24, +a,=0. @8.5)
Vztah (8.2) ndm dava jedno partikularni feSent
u(x)=e™

S pomoci (8.5) ukdzeme, ze
iy(x) = xeM*

je také partikularni feSen{ rovnice (8.1). Skute¢né,

w)(x) =M 4 A xet = (14 A, x)et*,
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) (x) = AeM 4 (A et + Pxel*) = (24, 4 Px)et .

Tedy plati

() a4y (x) + agny (v) = €[4, + Xx) + (14 L x)a; +apx]
=M e (B+ad +a0)+ 24, +4))]=0;
—_— —
-0 =0
v poslednim vztahu jsme uzili (8.3) a (8.5). Pro wronskiin v tomto ptipadé plati
Ax Ax
et xe’ 20x
= —e2h¥ L
W(x) det </L€A‘x C/I*x + A*xe/{*x> ¢ ;é 5
kde x je libovolné. Podle vét 7.15 2 7.17 je obecné feSeni rovnice (8.1) tvaru
y(x)=(Cp+ Gr)et,

c) Koteny A;, A, jsou imaginarni, tj. A, = u+1iv, A, = u—iv, kde v # 0 (ptipad a? —4a, < 0). V tomto
ptipadé nim vztah (8.2) a Eulerova formule (viz pozndmku 3.23) dévaji tato partikuldrni feSeni ve tvaru
komplexnich funkei redlné proménné x:

i (x) = eM¥ = FHY = eM¥ e = et (cosyx 4 isinvx),
u;(x) = ¥ = HTE = elX e — oM (cosyx —isinvx).

Tato dvé reseni jsme zdmérné oznacili hvézdi¢kou, ponévadz nejsou prilis uspokojiva v tom smyslu, ze
hleddme fefeni s hodnotami v redlném (nikoliv komplexnim) oboru. Podle véty 7.9 vime, Ze libovoln4
linedrni kombinace dvou fefenti je opét fedeni dané rovnice. K tomu, abychom z této dvojice nereilnych
vov s v oq- . T - v JEER T R v/ Ve

reseni obdrzeli dvojici redlnych (linedrné nezavislych) fesent, staci polozit

1 * * 1 * *
u(x)= () +mx), )= o (1) =),
coz vede na dvojici realnych funkei

u,(x) =e"* cosvx, ny(x) =e*sinvx.

Pro wronskidn v tomto pripadé plati

ux UX o
W(x) = det ) e cosvxx . » e smvxx — v 40,
uet* cosvx —ve“*sinvx  uet* sinvx +vet* cosvx

kde x je libovolné (pfipomindme, Ze v tomto piipadéje b #0), a dvojivce feSeni #,, u, je tedy linedrné
Jan: 4 v . /4 v ’ . ’ v
nezavisla. Podle vét 7.15 a 7.17 je obecné reseni rovnice (8.1) v tomto pripadé tvaru

y(x)=e**(C, cosvx + C,sinvx).

Pfipad obecného n
V pripadé homogenni LODR#~ s konstantnimi koeficienty

y(”)+dn_1y("_1)+...+aly/+¢oy =0 (8.6)

hleddme opét partikularni reseni ve tvaru (8.2). Jeho dosazenim do (8.6) dostavime charakteristickou
rovnici

N ta, A4t a d4+a,=0. 8.7)

Konstrukci potrebnych 7 linedrné nezavislych reeni rovnice (8.6) provedeme opét pomoci kotent
charakteristické rovnice (8.7), a to s vyuzitim nasledujici véty.
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w Véta 8.1. a) Ke kaZdému k-ndsobnému redlnému kotenn A = A, charakteristické rovnice (8.7) prislusi
pravé k linedrné nezdvishich partikuldrnich veseni rovnice (8.6) tvaru

A x

Ax uy(x)=xe™*, ..., uk(x):xk_lel*x.

n(x)=e

b) Ke kazdému k-ndsobnému imagindarnimu kovenu A = u +1iv (a zarover: jeho komplexné sdruzZenému
kotenu A= u—1iv, ktery md také ndsobnost k) piisiusi pravé 2k linedrné nezdviskjch partikuldrnich veseni
rovnice (8.6) tvaru

k—1

u(x)=et cosvx,  uy(x)=xe cosvx, ..., u(x)=x"""e " cosvx,
ity (x) = e sinve, uy,(x)=xesinv, ..., iy (x)=x" e  sinvx.
Driikaz. Je zobecnénim postupu uzitého v pripadu n = 2. O

Aplikujeme-li predchazejici vétu na kazdy koten (8.7), obdrZime poZadovanych 7 linedrné nezavis-
/ v v ’ . 4 ’ . ’ ’ /7 v v 7 7 .
lych feSent diferencidlni rovnice (8.6), tedy fundamentalni systém feSeni této rovnice.

Pozndmka 8.2. V aplikacich se miZeme setkat i s diferencidlnimi rovnicemi, jejichz vedouci koeficient
u nejvyssi derivace hledané funkce neni roven jedné (je ale samoziejmé nenulovy). V ptipadé homogenni
LODR?7 s konstantnimi koeficienty jde o tvar

a,9" +a, 3" 4ty +agy =0.

Tuto rovnici mizeme bud’to vydélit jejim vedoucim koeficientem 4,,, ¢imz obdrzime vySe analyzovany
tvar (8.6), nebo ji resime primo pomoci odpovidajici charakteristické rovnice

a, " ta, N4 da d4a,=0.
Nyn{ budeme vyse popsané algoritmy fesenf ilustrovat na prikladech.

Priklady 8.3. a) Re$me diferencialni rovnici

y"+2y' —3y =0. (8.8)
Resent. Charakteristicka rovnice je tvaru A% +2A—3 =0 a mé dva riizné redlné kofeny A, =—3, 1, = 1.
Odtud tedy dostavame, ze funkce
n(x)=e7%, uy(x)=¢e"

jsou linedrné nezévisla feSeni rovnice (8.8). Obecné feSeni pak m4 tvar
y(x)=C e +Cye", C, G, eR.
b) Reéme pocateéni tlohu
y'=4'+4y=0,  »(0)=1, »y(0)=0.

Resend. Charakteristick4 rovnice A* —4A+ 4 =0 mé dvojnésobny kofen A, , = 2. Proto je obecné feSeni
dané rovnice tvaru
y(x)=C, ¥ + C,x ™, C, G eR.

K tomu, abychom mohli dosadit druhou z poéateénich podminek, je treba derivovat obecné resent; tedy
y'(x) =2C, e + Cy(1+2x) ™.
Dosazenim podite¢nich podminek pak mime

1=9(0)=C,, 0=3'(0)=2C,+C,, y.C, =1, C,=-2.



88 Kapitola 2. Obycejné diferencidlni rovnice

Prislu$né partikulérni fesent je pak tvaru
y(x) =(1—2x)e*, x €R.
c) Ureme fedeni pocatecniho problému

yW—y=0,  y0)=1, H(0)=0, »y(0)=1, »"(0)=0

v . . . .
Reseni. Charakteristicka rovnice A* —1 =0 ma kofeny A, , = %1, A, , = &i. Odtud dostdvime obecné
fedeni dané rovnice ve tvaru

y(x)=Ce*+C,e " +Cjcosx + Cysinx, C,C,, C;,C,eR.
Dosazenim poddte¢nich podminek do obecného feseni a jeho derivaci
y'(x)=C,e* —C,e ™ —Cysinx + C, cos x,
y"(x)=C,e* + C e ™ —C;cosx — C,sinx,
" (x)=C,e* —C,e ™ + C;sinx — C, cos x

dostavime C, =C, =1 /2, G =C,=0. Redenim dané pocitelni tlohy je proto funkce

y(x)= %(ex +e*)=coshx, xeR.
Poznémka 8.4. Jiz bylo vy$e uvedeno, Ze v piipadé homogennich linedrnich ODR# s nekonstantnimi
koeficienty neexistuje obecny algoritmus vedouci k nalezeni exaktniho feseni. V nékterych specidlnich
pripadech tyto rovnice fesit lze, a to vétSinou pomoci vhodné substituce, kterd danou rovnici prevede
na tvar, ktery jiz fesitelny je (napf. na rovnici s konstantnimi koeficienty). Pro vétSinu piipadt viak
analytické metody feSeni neexistuji. Jako ilustraci uved’me tzv. Airyho rovnici

y//_xy — O,

kterou lze z formalniho hlediska povaZovat patrné za nejjednodussi homogenni lineirni ODR2 s nekon-
p P ) 8
stantnimi koeficienty (pfesnéji s nekonstantnim koeficientem). Z vysledkt predchazejici sekce vyplyva,
v ’ ’ v v ’ . . v/ ’ 4 Vo ’ v A N ’ v 7
ze k nalezeni obecného reseni Airyho rovnice staci nalézt jeji dvé linedrné nezavisla feseni. Ta vsak nalézt
neumime (jednim z dGvod je 1 to, Ze nenulova reseni této rovnice nepatii mezi elementarni funkce -
jedna se o tzv. vys$si funkce). Nicméné k otdzce feSeni Airyho rovnice se jesté vritime, a to hned v sekei
nasledujici.
8.2 Nehomogenni linedrni ODRN s konstantnimi koeficienty
V této asti rozsitime postupy vedouci k nalezeni exaktniho feseni i na rovnice nehomogenni. Budeme
se tedy zabyvat rovnicemi ve tvaru
1 /

P ta, Tt ay +agy = b(x), 8.9)

kde ag,ay,...,a, , jsou redlné konstanty a b je spojitd nenulové funkce na néjakém intervalu 7.
Véta 7.20 tika, Ze kazdé feseni rovnice (8.9) lze psat ve tvaru
y=Cu+Cuy+---+Cu, +,
kde funkce #,, u,,...,, tvofi fundamentalni systém reseni prislusné homogenni rovnice (ten jsme se
Ve Ve v YN, . . e ’ . ’ AR ’ ’ ’ .
naucili urCit v predchazejict podsekei) a y, je libovolné partikularni feseni dané nehomogenni rovnice
(8.9). Strucnéji fedeno, pro vyjadren{ obecného fedeni y rovnice (8.9) plati vztah
=2+,

kde y,, je obecné fesent prislusné homogenni rovnice a y,, je libovolné partikularni feseni dané nehomo-

genni rovnice. V nasledujicim textu si popiSeme dvé metody, které feseni y, umoziuji nalézt. Prvni bude

metoda newrCitych koeficienti, ktera je pomérné jednoducha, ale je omezena na pravé strany specialniho
tvaru. Druh4 metoda je analogii k metodé variace konstanty, se kterou jsme se sezndmili v sekci 6
odstavei C.
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Metoda neurcitych koeficientl
Touto metodou se hleda partikularni fesent y, v pripadé nekterych specialnich typt pravé strany b
rovaice (8.9). Jde o tyto dva zékladni typy:

a) Funkce b je dina vztahem
b(x)=e**P (x), (8.10)
kde u je dané redlné ¢islo a P, je polynom tvaru
P (x)=co+ex+--+c,x" (c,F#0),

kde ¢y, ¢y5---5¢,, jsou dand redlna Cisla.
V7 v /4
V tomto piipadé hledime y, ve tvaru

y,(x)= xFet*Q, (x) = xFe (ag + ayx + -+ a,,x™),
kde koeficienty ay,...,a,, je treba uréit a kde k je ndsobnost korene A = u charakteristické rovnice
M a A4t a, A4 ay=0. (8.11)

Nenfi-li ¢islo u kotenem rovnice (8.11), potom klademe k& = 0 (protoze nésobnost kotene A = u je
v tomto pripadé nulova). Poznamenejme, ze pripad pravé strany b(x) =P, (x) je specidlnim ptipadem
pravé strany (8.10), kdy u =0.

b) Funkce 4 je dina obecnéji vztahem
b(x)=¢e"* (Pm(x)cos vx + P (x)sin vx) (v#£0), 8.12)
kde y, v jsou dand redlnd &islaa P,,, P, polynomy tvaru
P (x)=co+ex+-+c,x", Pi(x)=c+cx+--+c,x", (8.13)
kde ¢y, ¢y .05 ¢,y a ¢G5 €, -, €, jsou dand Eisla. Pozaduje se, aby alespori jeden z koeficientti ¢, a ¢,
u mocniny x” byl rizny od nuly (z tohoto pozadavku plyne, Ze jeden z polynomu P,,, P}, muze byt
identicky roven nule).
V tomto ptipadé hledime y, ve tvaru
(%)= x*e!*[Q, (x)cosvx 4+ R, (x)sinvx],
kde
Qu(x)=ag+tax+--+a,x",
R, (x)=Bo+ fix+--+5,x"

jsou polynomy, jejichz koeficienty ay,...,a,, a B, ---, 3, je tieba urcit a kde & je nasobnost kotene A =
(4 1v charakteristické rovnice (8.11). Neni-li ¢islo u =& iv kofenem rovnice (8.11), potom klademe & =0
(protoze nsobnost kofene A = +1v je v tomto pripadé nulovd). Pripad pravé strany b(x) =e**P,_(x)
by byl specidlnim pripadem pravé strany (8.12), kdybychom pripustili v =0.

Prikiad 8.5. Re$me rovnici
Yy =2 +y=x"+1. (8.14)
Resent: Charakteristick4 rovnice (8.11) m4 v tomto piipadé tvar
A —2A+1=0,
a tedy dvojnésobny koten A = 1. Pro obecné feSeni ptisluiné homogenni LODR2 plati

7 (%) =(C; + Cyx)e™.
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v
Nyni sestavime tvar, ve kterém budeme hledat feseni y . Protoze b(x) = x* +1,jea =0. Cislo A=a =0
neni kofenem charakteristické rovnice, takZe k£ = 0. Podle navodu tedy hledime y, ve tvaru

¥,(x) =Ax’+Bx+C,
kde neznamé koeficienty A, B, C je tfeba urdit: Plati
y;(x) =2Ax+B, y;’(x) =2A.
Dosazenim y,, y;, y, do (8.14) dostaneme
24 —2(2Ax +B)+(Ax* +Bx +C)=x"+1,
~— —_— —
() Yh(x) ()

neboli
Ax? +(B—4A)x +(2A—2B+C)=x*+1.

Porovnanim koeficientd u stejnych mocnin x dostaneme tfi rovnice pro tii nezndmé A, B, C:
A=1, B—4A=0, 2A—2B+C=1.

Tedy A=1,B=4,C =7, takZe
yp(x):xz+4x+7.

Obecné feSeni rovnice (8.14) tedy je
y(x) =, (x) +,(x) = (C; + Cyx)e™ + x*+4x+7, C,C,eR.

Piiklad 8.6. Najdéme obecné feseni rovnice

y"'—=3y"+2y =xe*. (8.15)
Reseni. Charakteristick4 rovnice (8.11) je v tomto ppadé

A —31+2=0,

amé tedy koteny A, =2, A, = 1. Odtud

y,(x)=C ¥ + C,e".

Navrhneme tvar pro y,. Vyraz (8.10) ma nyni tvar
b(x)=e*P(x)=xe".

Protoze a = 1 je jednoduchym kofenem charakteristické rovnice (tj. £ = 1), hledime podle nivodu
partikuldrni feSeni y ) rovnice (8.15) ve tvaru

y,(x) =xe*(Ax+B) = ¢*(Ax? + Bx),

kde koeficienty A, B je tfeba urit. Je proto nutné vypocitat derivace y, a y;, dosadit virazy proyy, v, v,

do (8.15), vydélit ziskanou rovnici vyrazem e* a porovnat koeficienty u stejnych mocnin x. Po neprilis
Ver s,y 1

slozitém vypoctu zjistime, Ze A = —3 a B =—1. Tedy

(0 =— (5 +x ).

Obecné feSeni rovnice (8.15) tedy je

1
y(x)=y,(x)+y,(x)= Ce™ +¢* <C2 — Exz —x>, C, G eR.
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Piiklad 8.7. Najdéme obecné feseni rovnice
y"+y=2sinx. (8.16)
Reseni. Charakteristick4 rovnice (8.11) m v tomto p¥padé tvar
AP +1=0,
a tedy komplexné sdru¥ené kofeny A, =i, A, = —i. Refenf piisluné homogenni LODR2 je proto tvaru
¥,(x)=C,cosx+ C,sinx.
Nalezneme y,,. Protoze vyraz (8.12) ma v tomto piikladu tvar
b(x)=ePj(x)sinx = 2sinx,

je 4 £iv =0=+1==+ijednoduchym kofenem charakteristické rovnice. Proto podle ndvodu hleddme
partikularni feseni y, rovnice (8.16) ve tvaru

y,(x) =x(Acosx + Bsinx) = Axcosx + Bxsinx,
Odtud y),(x) = Acosx —Axsinx + Bsinx + Bx cos x, takze

y,(x)=—2Asinx —Axcosx +2Bcosx —Bxsinx.
Dosazenim vyrazii pro y; a y, do (8.16) dostaneme

—2Asinx +2Bcosx =2sinx.
Tedy A=—1, B =0 a hledané partikulirni feSeni ma tvar
y,(x)=—xcosx.
Obecné resent rovnice (8.16) pak je
y(x)=y,(x)+y,(x)=C cosx + C,sinx —xcosx, C;, C,€R.

Pozndmka 8.8. Tvar fesent y,,, navrzeny metodou neurcitych koeficientd, lze sestavit i formalné jinym
o v / /v /717 . . N
zpusobem, nez bylo popsano vyse. Jde o postup, ktery 1épe vystihuje podstatu metody neurcitych
koeficientd. Ilustrujme hlavni myslenku na ptipadé, kdy pravou stranou rovnice (8.9) je postupné
polynom, exponenciala, ptip. sinus nebo kosinus. Pro tyto pripady lze tvar pro y, navrhnout predbézné

takto:

b(x)=P,(x) > 9,=A, X"+ +Ax+4, A=

b(x)=Ke" = yp(x):AeMX, A=

b(x)=K,cosvx +K,sinvx = y,=Acosbx+Bsinbx, A,B=?
Pozor! Takto ziskany tvar pro y, je tfeba jesté modifikovat v pripadé, kdy néjaky clen v navrzeném
tvaru pro y, je obsazen také jako clen v y,. V takovém pripadé je nutné cely pfedpokladany tvar fesent
y, nasobit opakované faktorem x, dokud y, nema zadny spolecny Clen's y,,.

Pravé popsany postup bude ilustrovin v nésledujicim piikladu. Soudasné zde ukaZeme, jak jednoduse
se d4 vyuzit principu superpozice (viz vétu 7.21).

Pikiad 8.9. Re$me rovnici

Y =2y +y=x*+1+c". 8.17)
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Resent. Piedeviim poznamenejme, e ptisluini homogenni LODR2 ji%. byla fefena v p¥ikladu 8.5, odkud
méame

¥, (x)=Cie" + C,yxe”.
Pravou stranu rovnice (8.17) si rozlozime na soucet dvou funkeci
b(x)=x2+1, byx)=¢"

auZijeme vétu 7.21. Rovnici s pravou stranou b, (x) jsme také resili v ptikladu 8.5; jeji partikularni fedeni
je tvaru
¥, (x)= X +4x+7.

Zbyva urdit partikularni feSeni rovnice
Yy =2y +y=c". (8.18)

7N / v o x Vv o v ’ .
Provedeme postup zminény v poz.narfllce 8.8. ljrotoze bz(x) =e, budeine fesenty,, predpokle}dat nejprve
vetvaruy, (x) =Ae". Tento ¢len je vSak obsazen v , jako C,e* (oznaceni konstanty zde nenf podstatné).
Vynésobime proto tento tvar faktorem x, ¢imZ dostavame Axe*. I tento vyraz je vSak zahrnut v y, (jako
C,xe*). Opakované nisobeni x dava

ypz(x):szex, A=?

Teprve toto vyjadreni y, lze povazovat za konecné (tento clen jiz neni soucasti y,). Odtud derivact
dostavame

/ _ x 2 x " _ x x 2 x
¥, (x) = 2Axe" + Ax"e”, ¥y, (x) =2Ae” +4Axe™ + Ax’e”.
Dosazenimy, ,y, , y,, do rovnice (8.18) dostaneme po zkraceni funkei e* a jednoduchych tipravach

A=1/2. Tedy

1 2 x
()= 337",

a odtud dohromady
y(x)=y,(x)+, (x)+7, (x)= <C1 +Cx+ %x2>ex +x*4+4x+7, C,C,ER.
Metoda variace konstant
Podobné jako v pripadé LODRI1 (podsekce 6.2, oddil C) budeme hledat feseni rovnice (8.9) ve tvaru
y(x) = Cy(x)my(x) +---+ C,(x)m,,(x), (8.19)

kde funkce #,,u,,...,u, tvori fundamentalni systém reseni prislusné homogenni rovnice a funkce
C,,C,,...,C, je tteba urdit. Funkce (8.19) musi spliiovat rovnici (8.9) - to je vSak jen jedna podminka pro
n nezndmych funkci C,(x), Cy(x), ..., C,(x). Musime tedy stanovit dalSich 7 — 1 nezavislych podminek
pro tyto funkce. Derivujme proto (8.19):

Y/ (x) = C(x)my(x) 4+ Cy(x)a, (x) + Cy(x)u(x) + -+ + C, (x),,(x).
Jako prvni podminku stanovme
Cl(x)uy (x) + -+ + C,(x)m,, (x) =0. )
Tedy predchozi vztah se redukuje na vztah
¥ (%) = Ci(x)mi(x) + -+ + C, (x), (x). Oy
Derivujme (D,):

y"(x) = Cl(x)uy(x) + -+ C (), (x) + Cy (x)a (x) + -+ + C, (x),(x)
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a jako druhou podminku stanovme

Ci(x)uy(x) -+ C) (x)u, (x) =0, ®,)
takze
y"(x) = Cy(x)uy (x) + -+ 4 C,(x)m,, (x). D,

Jestlize obecné stanovime k-tou podminku, kde £ =1,...,7 — 1, ve tvaru

Cl(x)u* P (x) 4+ Cl)ulV(x)=0 (k=1,...,n—1), ®,)
potom
YO ()= C () (x) -+ C(x)uF(x)  (k=1,...,n—1). Dy)

Derivaci vztahu (D,) pro & = n — 1 dostaneme
Yx) = o) 4+ Gl )+ Gl (@) 4o+ C @) D)

Dosazenim (8.19) a derivaci (D,), (D,), ..., (D,) do rovnice (8.9) dostaneme

[Clx)n" @) 4+ Clx)u(x)]

n

+ﬁck<x>[u,i"><x>+an,1<x>u,i"‘“<x>+'~+al<x>u;<x>+ao<x>uk<x>] = b(x)
k=1

=0

tedy spolecné s (P,), (P,),..., (P,_,) dostivime tuto soustavu rovnic pro C|(x),...,C.(x):

Cl(x)my(x)+---+ C(x)m, (x)
Cl(x)uy(x)+ -+ C,(x)m, (x)

>

0
0

>

(8.20)

Cl(x)u" D (x) 4+ CL(x)ul" 2 (x) =0,
C{(x)ui"_l)(x) +eet Cn/(x)%ff’fl)(x) = b(x).

Determinant matice této soustavy je wronskian W(x), ktery je vzhledem k lineirni nezavislosti partiku-
larnich feseni #,,...,u, pridruzené homogenni rovnice riizny od nuly pro vSechna x € I. Soustava (8.20)
je tedy jednoznalné fesitelna na celém intervalu 7, a lze ji vytesit napt. pomoci Cramerova pravidla:
Necht” W, (x) je determinant, ktery dostaneme, kdyz k-ty sloupec wronskianu W (x) nahradime pravou
stranou soustavy (8.20). Potom

oy Wil Wa(x) / W, (x)
CO=yey O wey 0 ST
a integraci
_ [ Wix) I LAC))
Cl(x)_f W) dx+C,, ..., Cn(x)—f W) dx+C,, (8.21)

kde C,,...,C, jsou obecné konstanty. Dosazenim (8.21) do (8.19) dostaneme obecné reseni rovnice (8.9).

Priklad 8.10. Naleznéme obecné reseni diferencialni rovnice

X

Y =2y +y=", x>0 (8.22)
X
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Reseni. Charakteristickd rovnice prislu$né homogenni LODR?2 je tvaru
A —214+1=0
a ma dvojnasobny realny kofen A, , = 1. Odtud
y,(x)=Ce" + Cyxe".
Obecné feSeni rovnice (8.22) tedy budeme hledat podle (8.19) ve tvaru
y(x) = C(x)e* + Cy(x)xe”, Cy(x), Cy(x)=? (8.23)

Abychom nezndmé funkce C;, C, ur¢ili, musime nejprve vyresit soustavu (8.20) pro C/(x), C;(x) ve
tvaru
C{(x)e" + Cy(x)xe* =0,

Cl(x)e* + Cy(x)(1+x)e* = —.
X

K vyfedeni této soustavy neni potreba uziti Cramerova pravidla, stadi zkratit dané rovnice clenem e*
a odedist prvni rovnici od druhé. Odtud

/ / 1
Ci(x)=-1, Cz(x):;-

Integraci téchto vztahti dostdvime

X

C(x) = f(—l)dx ——x4C, G :f Lix=tnx+c,

Dosazenim do (8.23) tedy mime obecné feseni ve tvaru
y(x)=(—x+C)e*+(Inx+C,)xe* =Ce* + C,xe* +xe"Inx, C, G eR,

kde misto C, — 1 pieme opét C,.

Kdybychom pfi integraci funkei C;(x), C,(x) nepsali integracni konstanty, pak po dosazeni do tvaru
(8.21) dostavame partikularni feseni y, rovnice (8.22). Hledané obecné fesent y pak ur¢ime podobné
jako u metody neurcitych koeficientd pomoci vztahu y =y, +y,. Z tohoto hlediska je tedy metoda
variace konstant dalsi metodou pro urceni y,,.

Pozndmky 8.11. a) Metoda variace konstant funguje i v pripadé nekonstantnich koeficientd, tj. v ptipadé
rovnice (7.15), vyZaduje vSak znalost fundamentélniho systému feseni piislu$né homogenni rovnice,
ktery lze pro nekonstantni koeficienty malokdy ziskat.

b) V ptipadé, kdy rovnice (8.9) je psdna s vedoucim koeficientem a,, tj. ve tvaru

4,y +a, YV 4 tay +agy = b(x),

pak se soustava (8.20) modifikuje na

@) ) e )\ GO\ O
W@ we o dm | [cm) [ o
W) ) ) \aw)  \bss,

¢) Alkoli m4 metoda variace konstant jednoduse Citelny algoritmus, nen{ ptili§ praktick4 z pocetniho
hlediska, nebot’ kromé reseni soustavy linedrnich rovnic zahrnuje vypocet 7 integralt, viz vztahy
(8.21) (tyto integraly nemusi byt viibec jednoduché uréit). Pokud to tedy tvar pravé strany dovoluje,
preferujeme uziti metody neurcitych koeficientd.
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Priklady k procviceni
Cviceni 8.12. Dvojici funkef #,(x) = x?, u,(x) = cos2x dopliite tak, aby tvofila fundamentalni systém
fedeni néjaké homogenni linedrni ODR s konstantnimi koeficienty. Jakého nejmensiho radu tato rovnice

bude?

Vyisledky. uy(x)=sin2x, u,(x) =1, us(x) =x, n =>5.

Cviceni 8.13. Naleznéte obecné fedeni danych diferencialnich rovnic:
)y +y' =2y =0; b) 4y” —8y" 45y =0;
0y +w’y=0 (w#0);  d)yP—2y"+y=0.

Vyisledky. a)y(x)=C,e*+C,e™>,C,,C, €R;  b)y(x)=¢*(Cicos 34+C,sin3),C,C, €R; ¢)y(x)=
C,coswx +C,sinwx, C,C, eR; d) y(x)=(C, +C, x)e +(C, +Cx) , C,G,, G5, CeR.

Cviceni 8.14. Naleznéte feseni danjch polateénich problémi:
a) 4y” +4y'+y=0, 7(0)=2,5(0)=0;
b)y W=y +y" =y =0, »(0)=1,5(0)=1,5"(0)=0,y"(0)=0.

Vysledky. a) y(x)=e 224+ x), x €ER; b)y(x)= %(ex +cosx +sinx), x €R.

Cviceni 8.15. Metodou neurcitych koeficienti naleznéte obecné feSeni danych diferencialnich rovnic:

)y +y=x" b) 2"+ —y =2¢%;

)y =3y +2y =¢*(3—4x); d) " +2y"+5y =10cos x;
€)y" +y =4xsinx; f) y” —y'—2y = cosh 2x;

) 2y” +5y" =cos’ x; h)y” —7y" +6y =sinx +¢*;

Dy +y =2y =ver—2e" +1; 0Ny +9y" =2x +cos3x +¢*.

Viisledky. a) y(x) = C,cosx + C,sinx +x>—6x, C;,C,€R; b) y(x)=C,e/*+C,e > +¢*, C,,C, €
R; o) y(x) =e*(C,+x +2x*) + C,e*,C,,C, €R;  d) y(x) = e*(C, cos2x + C,sin2x) + 2 cosx +
sinx,C;,C, € Ry e)y(x) = (C; —x?)cosx + (C, + x)sinx, C;,C, € R; 1) y(x) = (C, + x/6)e* +
Cye*+e /8, C,C,eR; ¢) y(x)=C, + Cye /> + x/10+ 5sin2x /164 —cos2x /41, C,,C, ER;
h) y(x) = C, ¥ +(C,—x/5)e" +5smx/74+7cosx/74 C,CeR; 1)y(x)=(C,—2x/3)e*+C e —

44/ex [5— 1/2 C,,C,eR; j)y(x)=C,+(C,—x/18)cos3x+C;sin3x+x%/9+e* /54, C,,C,,C, €R.

Cviceni 8.16. Metodou neuréitych koeficientl naleznéte feseni danych pocatecnich tloh:
2)y"+y=sinwx (w>0), »0)=0,y(0)=1;
b)y"+2y"+y ==2¢7,  »(0)=2,y(0)=1,y"(0)=1.
1

Vyisledey. a) y(x )—%(SSinx—xcosx), xeRprow=1,y(x)= 527 smx+ 2sma)x x €R pro
w#1; b)y(x)=4—3e "+, xR,

Cviceni 8.17. Metodou variace konstant naleznéte obecné reseni danych diferencialnich rovnic:

1
a)y" +4y = — > b) 9" +4y" +4y =¢ *Inx;
sin” x

X

9y'—y'= d)y"+y=tgx.

1+ o’
Vyisledky. a) y(x) = (C, —In|sinx|)cos2x +(C,—x—cotgx/2)sin2x, C;,C, €R; b)y(x)=e>*(C,+
Cyx +x*Inx/2—3x/4), C,,C, € Ry ¢) y(x) = e*(C, +x)— (e + D)In(e* + 1) + C,, C;,C, € R
d) y(x) = C, cosx + C,sinx —cosxIn %, C,G eR.
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Cviceni 8.18. Metodou variace konstant naleznéte reseni danych pocatecnich tloh:

)y +4y= e y(m/4)=0, y'(n/4)=0;

b) y//_zy//+y =c"arctgx, y(0)=0, y/(O) =0.

Vyisledky. a) y(x) = (71/8 — x/2)cos2x + In|sin 2x|sin2x /4, x € (0,7/2);  b) y(x) = e*(x2arctgx —
arctgx —x In(x* + 1)+ x)/2, x €R.

9 Metoda Laplaceovy transformace a Taylorovych fad

V predchazejici sekci jsme se naudili fesit linedrni diferencidlni ODR7 s konstantnimi koeficienty. Cilem
této sekce bude diskuse nasledujicich otazek: Existuji néjaké dalsi alternativni metody feseni téchto typt
diferencialnich rovnic? Pokud ano, jedna se jen o jiny zpUsob feeni daného typu rovnic, nebo tyto
metody mohou byt uzite¢né i v $ir$im smyslu?

9.1 Laplaceova transformace

V zékladnich kurzech matematiky jsme se jiZ setkali se situacemi, kdy jsme néjakym funkcim pfiradili
jistym pevné danym zpisobem jiné funkce, napt. funkci jeji derivaci. Takovému procesu se ¢asto i1k4
transformace, pravé z divodu, Ze pivodni funkce se transformuje (méni) na jinou funkci, obvykle
tak, aby tato nové funkce byla z pohledu dal$i manipulace vyhodnéj$i. Laplaceova transformace, kterd
patti mezi tzv. integralni transformace (definuje se totiz uréitym integralem, ktery z4visi na parametru),
nachdzi uplatnéni v mnoha oborech technické praxe, studenti se s ni jesté setkaji minimalné v kurzu véno-
vanému automatizaci. V na§em vykladu bude Laplaceova transformace aplikovana pfi reseni linedrnich
diferenciélnich rovnic n-tého tidu. Transformace funguje totiz tak, ze prevaidi LODR#~ s konstantnimi
koeficienty na algebraickou rovnici.

Definice 9.1 — Laplaceovy transformace. Necht' f je realn funkce definovana na (0, c0). Potom
Laplaceova transformace funkce f je funkce £Z{f} dani vztahem

LUf)s) = f " f(x)e

pro vsechna (obecné komplexni) ¢isla s, pro ktera tento nevlastni integral konverguje.
Vyraz £{f} pak nazyvame Laplaceovym obrazem funkce /.

Pozndmka 9.2. Uvedeny integril nemusi obecné existovat pro Z4dn4 s nebo existuje pouze pro maly
pocet techto bodu.

Piiklad 9.3. Urceme Laplaceovy obrazy funkci 1 a x.

Resent.
oo —SX 1 —SsX o0 1 M —SX 1
2{1}(s)= lredx=—-[e]=—- lim e + —.
0 s § x—00 s
Aby byl integral konvergentni, must byt limita v posledni rovnosti konecna. Napf§eme-li komplexni ¢islo
s jako s = u+iv, pak uZitim Eulerovy formule plati =% = e=(#*+9)¥ = ¢=#¥¢71%% = ¢~#*(cos vx—isin vix).

ProtoZe funkce cos vx, sinvx jsou ohraniéené pro libovolné hodnoty v a x, o limité rozhodne ¢len
e *. Tato limita bude nulova, je-li # > 0 a nekonecn4, je-li # < 0. Pfeznalime-li Res = # (redlna Cast
komplexniho &isla s), méme

L{1)(s) = % ieli Res>0.
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Podobné

Lix}(s)= Lw xe iy =

je-li Res > 0.
1
Pozndmka 9.4. Matematickou indukei 1ze dale ukazat, ze £ {x"}(s) = %, Res>0,n=1,2,....
S'Vl

Piiklad 9.5. Uréeme Laplaceovy obrazy funkci cosax a sinax, kde 2 € R.

Resent. Spotitejme nejprve Laplaceovy obrazy funkcf et

g{eiiax}(s):f eiiaxefsxdx
0

lim e 4 ;
+ia —s x—oo sFia

— J e(:l:iuz—.s)xdx = 1 [e(:l:ia—s)x ]Ooo —
0 tia—s

Za predpokladu Re s > 0 je limita v posledn{ rovnosti nulova, tedy

1

sFia

g{eiiax}(s) —

: .. 1/ ) . 1/ ; _
Z Eulerova vzorce e* = cos x +1isin x dale plyne cosax = z(e‘“ +e ‘“) asinax = 5(6‘“" —e ‘“"). Odtud

thned

1 A 1 1 : 1/ 1 1
g{comx}(s)zg{E(emx-i-eﬂ”)}(S): zﬁ{e‘”}(s)+ Ez{eim}(s): E<S—iﬂ + s+ia>
:l.s+m+s—m: s . Res>0
2 2442 s24a?

z{sinax}@):z{%(eiﬂx_efw)}(S):Lz{eiax}(s)_%g{em}(s):1( 1 >

2i 2i1\s—ia s+ia

1 s+ia—s+ia_ a

= —- = 5 R65>O.
21 s2+42 s2+442

Postupovat lze také nasledovné. S vyuzitim integrace per-partes (dvakrat) mame

oo —
cosax =u' e ¥

=v .
ZL{cosax}(s)= cosaxe Fdx=| { . = —[sinaxe™*]°
{ }( ) 0 ;smax:u —se ¥ =¢/ ﬂ[ ]O
o : J— —sX
s . _ sinax = u e =w _
+= sinaxedx=| o |=—=[cosaxe™*]°
al, —-cosax=u —se*=v
s2 [
- = cosaxe **dx.
a? ),
Odtud
52 s s
L{cosax}(s)|1+ = |=— = ZL{cosax}(s)=——, Res>0.
22 22 s24 42

Analogicky je mozné obdrzet vysledek pro funkci sinax.

Piiklad 9.6. Urceme Laplacetv obraz funkce e**, 2 € R.
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Resend. Podle definice je

I:e(a—s)x ]:o — — xlil,})lo<e(a—s)x _ 1)

2= |

0

oo oo
et esx dx ZJ‘ e(ﬂ—s)x dlf -
0

a—Ss

1
= pro Res>a.
s—a
Pozndmka 9.7. Ptedchozi piiklad naznacuje, jaké (postalujici) podminky je tieba klast na funkci £, aby
Laplacetv obraz existoval (na dostate¢né velké mnoziné). Tyto jsou formulovany v nésledujicim tvrzen.

= Véta 9.8 — o existenci Laplaceovy transformace. Necht’ funkce f je po Cdstech spojitd na (0, c0),
pricemz existuji kladné redlné konstanty K ,a takové, Ze | f (x)| < Ke** na néjakém intervalu (x,, 00), x5 >0
(v tomto pripadé Tekneme, Ze funkce je exponencidlné omezend). Potom £ {f} je definovina pro vsechna
Res > a. Navic, RElsiin'oo‘,if{f}(s) =0

V tabulce niZe jsou uvedeny Laplaceovy obrazy vybranych funkci - jsou to pravé ty funkce, které
hraji dtleZitou roli pti reSeni LODR# s konstantnimi koeficienty (pfedpokladame pfitom 4, b € R,

n €N).

Tabulka 9.1: Laplaceova transformace vybranych funkct

f(x), x>0 Z{f(s) f(x), x>0 Z{f}(s)

1 . a
1 ~,Res >0 sinax ———, Res >0
s 52 +a?
s
1
x S_z’ReS>o cosax 52+42,Re5>0
X" n Res >0 e*sinbx L, Res>a
’ +1° (s—a)2+b?
1 x s—a
ax R e*coshbx ————— Res>a
e’ e es>a i
1 . 2as
xeax’ ﬁ,ReS >a xsimax m,R€S>O
s—a s24a
n' 52_(12
x"e™, ———, Res>a X cosax ————, Res>0
(S_d)nJrl (52 +d2)2

Aby mobhla byt Laplaceova transformace aplikovina, musime umét provést také zpétny proces, tj.
dané komplexni funkci F(s) pfifadit redlnou funkci f(x).

Definice 9.9 — inverzni Laplaceovy transformace. Je-li F komplexni funkce, potom inverzni Lapla-
ceovou transformaci funkce F nazveme redlnou funkci f, pro kterou plati F(s) = Z{f}(s). Pro tuto
inverzni transformaci pfitom uZivime oznaleni & ~1{F}.

Poznamka 9.10. Napiiklad, £~1{1/s}(x) = 1. Otazkou viak z{istav, zda nemiiZe existovat i jina funkce

f, kterd da Laplacetiv obraz 1/s, tj. zda je inverzni Laplaceova transformace jednozna¢ni. Omezime-li
e 7 7 N4 v V7 ’ v v/ ’ ’

se na spojité funkce, nasledujici véta riké, ze dalsi takova funkce neni.

= V&ta 9.11 — Lerchova. Jsou-li funkce f, g spojité na (0, 00), pricemz L{f }(s) = £L{g}(s), pak f(x) =
g(x) ¥x €(0, 00).

Pozndmka 9.12. Jinak receno, dvé rtizné spojité funkce nemohou mit stejny Laplacetv obraz. Kdy-
bychom vynechali predpoklad spojitosti, tak tvrzeni neplati, nicméné funkce majici stejny Laplacetiv
obraz by se nelisily ,pfilis mnoho“. Poznamenejme jesté, Ze inverzni Laplaceovu transformaci je mozné
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.
vyjadrit vzorcem

1 c+ioco
LHF}x)= P f F(s)e’™ds pro vSechna s € C takova, Ze Res > c,
mi ).

—ico

pri¢emZ ¢ je vhodné redlné &islo. Tento vzorec predstavuje specidlni kiivkovy integril v komplexni
roviné a z praktického hlediska neni prilis pouzitelny (vede obvykle ke slozitym vypoctim). Vzhle-
dem k jednoznalnosti transformace tedy vyuZzivime spise ,slovniku“ Laplaceovy transformace, viz
tabulku 9.1.

Vlastnosti Laplaceovy transformace
Zabyvejme se nyni nékolika dileZitymi vlastnostmi, které budou vyuZity pfi feeni LODR#. Vhodnost
pouziti transformace pro linedrni lohy je dana vlastnosti

Liaf +Bgls)=aL{f}s)+LL{g}(s) afeR

Jinak feceno, Laplaceova transformace souctu je soucet Laplaceovych transformaci a totéZ plati i pro
nasoben{ realnym skalirem - hovotime o linearité¢ Laplaceovy transformace. Tato vlastnost je pfimym
dusledkem linearity integralu (a byla jiz vyuzita v piikladu 9.5). Je snadné ovérit, ze také inverzni
Laplaceova transformace je v tomto smyslu linearni.

Necht funkce f je spojita na (0, 00), je exponencialné omezena, a jeji derivace je po Castech spojita.
Potom plati

L{f}(s)=sL{f}(s)—f(0).
Skutecné,

—SX —

ey | E @

u —Se

L)) = f " faenae=| B
+5 | Fme e =s L U)o+ lim f0) 1O = 52 )0) = O).

Podobné, predpokladime-li navic, ze f ma spojité derivace do fadu 7 —1a £ je po &astech spojita,

pfi¢emz tyto derivace jsou exponenciilné omezené do radu 7 — 1, pak matematickou indukci Ize snadno
/4

ukazat

LY s) =" LA H) =" Q) =" f(0) =+ = s f7D(0)— f*71(0).

Této vlastnosti vyuzivime pii reseni pocatecnich loh pro LODR7. Postupujeme pritom tak, Ze prove-
deme Laplaceovu transformaci obou stran rovnice, coZ vede na algebraickou rovnici, ze které vyjidtime
2£{y}(s). Pak aplikujeme inverzni Laplaceovu transformaci, ¢imz dostaneme ptvodni fesen.

Naopak, uzitim véty o derivaci podle parametru, pro derivaci Laplaceova obrazu plati

dn
ds»

%f{f}(ﬂ =ZL{—xf(x)}(s) L) =LA 2" F(0)}s)-

Priklad 9.13. Metodou Laplaceovy transformace vyreSme pocatecni tlohu
Y +6y +9y=8xe,  y(0)=1,5'(0)=0.
Reseni. Oznalime-li Y(s)=% {y}(s), potom
L{y"}(s) =Y (s)=s2(0)—y'(0) =5*Y (s) =5 =0,
ZL{y'}s)=5Y(5)—2(0)=5Y(s)—1.

Laplacetiv obraz zadané rovnice tedy je

8 8
= Y(s)(sP+65+9)=s+6+

Y (s)—s+6(sY(s)—1)+9Y(s) = 1P (s+12°
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Odtud, pomoci rozkladu na parcidlni zZlomky mame

s+6 8 1 3
Y(s)=4 + 2(s2 - + 2
s24+65+9  (s+1)2(s24+654+9) s+3  (s+3)
—_—
Z1 Zz Zl
2 2 2 2 3 5 2 2
+ ——=— = + -
s+3 0 (s+3)2 s+1 (s+1)2 s43 (s+32 (s+1)2 s+1
Z

Podle tabulky 9.1 (s vyuzitim linearity inverzni Laplaceovy transformace) dostivime
y(x) =3¢ 455 4 2x e —2e 7.

Konvoluce funkci

V ptipadé Laplaceovy transformace neplati £ {f - g }(s) = L{f }(s)-£{g}(s), tj. Laplaceova transformace
soucinu nenf soucin Laplaceovych transformaci (napt. 1/s = £{1}(s) = £{1-1}(s) # 1/s - 1/s). Tuto
vlastnost vSak splfiuje tzv. konvoluce funkei (f * g), které je pro funkce £, g definované na (0, 00) dana
vztahem

= fo(t)g(x —t)ds, x€(0,00).

Konvoluce je komutativni, tj. (f * g)(x) = (g * f)(x). Poznamenejme, Ze postacujici podminkou pro
existenci konvoluce (f * g) na (0, 00) je po ¢astech spojitost obou funkei £, g na (0, 00). Necht’ f, g
jsou navic exponencialné omezené. Potom plati

LS g} o) =2L{f}s)- L{g}(s)-

Skutecné,

L{fxgls)= Lw<fo(t)g(x _ t)dt)e_”dx - Lm<£wf(t)g(x ) dx>dt

:me) '[oog(x—t)e_”‘dx>dt:|x—t:u|:£ f(t)<£

- f " fetde f T gu)e du=L{f)(s)- L1g)s).

[eS]

g(u)e >t du)dt

Pfi feSeni piedchézejicitho prikladu $lo postupovat také tak, Ze zlomek Z, chipeme jako soudin
8 18 1
(s+1)2 s24+65+9 (s+12 (s+3)2

a tedy inverzi je konvoluce

x x X
8xe ™ xxe ¥ = 8J te™ (x —t)e > dt = 8xe* J te*'dt —8e™* f t2e?dt.
0 0 0

Integraci per-partes po Upravé mame 8xe ™ % xe % = 2xe % 4 2e 7 4+ 2xe™* —2¢™*. Odtud
graclt per-p poup

y(x) = e 4 3xe T 4 2xe 7 4 267 - 2xe T —2e7F =3¢ 4-5xe ™ 4 2xe ¥ —2e7".

Z Z

Obdrzeli jsme tedy feSeni ve stejném tvaru jako v prikladu 9.13.
Jiz vime, Ze obecné fedeni nehomogenni LODR# s konstantnimi koeficienty

Y a, T e tay fagy=b ©.1
Ize vyjadrit ve tvaru

y(x)= C1”1(x)+Cz”z(x)+"'+Cn”n(x)+yp(x)’ Cp...,C, ER,
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kde funkce #,,. .., tvori fundamentalni systém reseni (tj. néjakou #-tici linearné nezavislych resent
v 1 " v v v
PR / Ty p P T

pfislusné homogenni LODR7 a y, je néjaké feSeni nehomogenni LODR#7. Z predchazejicich tvah

/. ’ v VvV Vv ’ SR DA M M J4 . Ve 7 v Vv ’ v/ v /4
vyplyva, Ze feseni y, 1ze vyjadrit jako konvoluci pravé strany rovnice s urcitym fesenim pfislusné
homogenni rovnice. Piesnéji, plati nasledujici tvrzeni:

1

m V&ta 9.14. Necht’ u je veseni homogenni LODRn s konstantnimi koeficienty (. rovnice (8.6)) vyhovujici
polatecnim podminkdm

#w(0)=0, #(0)=0, ..., #"20)=0, #«"D0)=1.
Potom funkce
7,(x) = (ub)(x)

Je partikuldrnim tesenim rovnice (9.1) (zde predpokliddime, Ze b je spojitd funkce na intervalu (0, 00) nebo
alespori na (0,£), £ > 0). Naw’cplatl’y;k)(o) =0prok=0,1,...,n—1.

Poznamenejme jesté, ze primym disledkem Laplaceovy transformace konvoluce (poloZime-li g(x) =
1) je vztah

2| [ roato=26-2016= 12010,

Piiklad 9.15. Metodou Laplaceovy transformace vyreSme pocatecni Glohu
y"+y =sinwx, »(0)=0, y'(0)=1.

Resent. Laplaceova transformace rovnice dava s2Y (s)—s-0— 14 Y (s) = w/(s2 + w?) (¥ opét znadi
Laplacetiv obraz fesent y). Odtud

1 n w
oS24l (s241)(s2 4 w?)’

Y(s)

Uvazujme nejprve piipad w # 1. Rozkladem druhého séitance na parcidlni zlomky dostaneme

1 w 1 1 w _a)z—l—i—a) 1 1 w

:sz—i—l =1 s2+1 wl—1 s2+w? wi—1 241 w’—1 s2+w?

Y(s)

Podle tabulky 9.1 mame

w’—14w .
y(x)= i S sinwx.
Je-li w =1, potom
1 1
Y(s) =T

21 (1)

Tento tvar predstavuje soucet dvou parcidlnich zlomkd, avSak druhy séitanec neni obsaZen v tabulce 9.1.
Lze jej vsak upravit na tvar

3 1 1 s2—1

Y(s)="2 — :
=3 5 2 ety

Odtud jiz, vzhledem k tabulce 9.1, dostavime

()= i
X)=-—S8SInXxX——XCOSX.
YFI=3 2
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Pozndmka 9.16. Predstavuje-li proménnd x Cas, pak predchozi pocatecni Glohu lze fyzikalné interpreto-
. « oy 7 , ° ’ . Vevy . . v sy

vat jako ,odezvu“ harmonického oscilitoru bez tlumeni, ale s pisobici vnéjsi (periodicky se ménici)
silou imérnou sin wx. Na pocitku byla vychylka oscilatoru nula (oscilator prochazi rovnovaznou
polohou), rychlost byla jedna a oscilator kmita s jistou thlovou frekvenci. Pokud thlova frekvence
pusobici sily neni v rezonanci s vlastnimi kmity soustavy, tj. co # 1, potom se celkova amplituda kmitt
s ubthajicim ¢asem neméni, viz obrazek 9.1 vlevo (odpovidd w = 1/5). Naopak, ptisobi-li budici sila
na stejné frekvenci jako vlastni kmity oscildtoru, tj. o = 1, celkovd amplituda kmith s ¢asem neustale
narusté, viz obrazek 9.1 vpravo. Tento stav v praxi neni zddouci, vznika napiiklad, je-li v konstrukci
v v v /4 IN ) 7 V7 ’ 7 . v oV 4 JOR

$patné uloZena otacejici se hridel (dochazi k rezonanci konstrukce, coz maze vést k havérii).

Y ¥
1,54
6
1
44
0,54
24
x
0 T T T
10 20 30 40 5 60 x
0 T T T T T T T
2 4 10 12 14 16
0,5
2
—14
44
—1,5
—64

Obrézek 9.1: Zavislost vichylky oscilatoru na &ase s vnéj$i periodickou silou, kterd ptsobi na jiné frekvenci neZ
vlastni kmity (vlevo), a ktera pisobi na stejné frekvenci jako vlastni kmity (vpravo)

Dodejme jedté, Ze problematika kmitti harmonického oscilitoru bude podrobné diskutovana v nésle-
dujici aplikaéni sekci v piikladu 10.5.
Priklad 9.17. Metodou Laplaceovy transformace uréeme obecné reSeni rovnice
Y +3y +2y =",
Reseni. Vzorec pro Laplacetiv obraz derivace ,oéekava“ pociteéni podminky piedepsané v bodé nula.

Protoze tyto nyni nejsou zadany, pisme obecné y(0) = K|, »'(0) = K,, kde K, K, jsou libovolné konstanty.
Potom

s2Y (s)—sK, — K, +3sY(s)—3K, +2Y(s) = I
S

1
= Y(S)(52 +3s +2) :K1<5 +3)+K2+ ?
s
Odtud, pomoci rozkladu na parcialni zlomky,

s+3 n 1 n 1
Ys243542 Te243542  (s+1)(s2+3s5+2)

Y(s)=K

2 1 1 1 1 1 1
=K, - >+K2 - >— + +
s+1 s42 s+1 s4+2/ (s+1) (s+12 (s+2)

1 1
=Q2K,+K,—1)— — (K, +K,—1)— + .
(2K, +K, )s—l—l (K + K, )s+2 (s+1)2
Oznacime-li C, := 2K, + K, —1a C,:=—K, —K, + 1, potom podle tabulky 9.1 mime

y(x)=Ce™ +Cye ™ +xe™™.
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Reseni rovnice s nekonstantnimi koeficienty typu polynom
Bez hlub$iho vykladu nazna¢me postup feSeni tohoto typu rovnice na nasledujicim piikladu.

Piiklad 9.18. Vyfe$me pocatecni Glohu y” + xy' —2y =4, y(0) = —1,y’(0) = 0 metodou Laplaceovy
transformace.

v
Reseni. Laplacetiv obraz rovnice je

Y (5)=s(-1) =0~ L y)(5) -2V (5)= 2,

tedy

SZY(S)-I—S—di(SY(S)—l-l)—ZY(S):i => SZY(S)—FS—Y(S)—SY/(S)—ZY(S):i

s s s
a po pravé

NI CHR Y

s 52

coz je LODR1. Obecné fedeni této rovnice je

2 1 Ceh?
()==—- —.
s S S

Za piedpokladu, Ze reseni je exponencialné omezené, mdme podle véty 9.8 Y(s) — 0 pro Res — oo,
tedy C = 0. Inverze Y (s) nyni je y(x) = x> — 1.

Reseni LODRN s nespojitou pravou stranou

V partiich zabyvajicich se LODR# jsme vzdy piedpokladali, Ze vSechny funkce vystupujici v rovnici
(v&etné pravych stran u linedrnich rovnice) jsou spojité. V tlohach technické praxe je toto vSak ¢asto
omezujici. Typickym prikladem vedoucim na nespojitost je zatiZeni nosniku v jednom bodé nebo na
jeho ¢asti. Zabyvejme se tedy nyni situaci, kdy pravé strana u LODR# je nespojitd. Zddraznéme, Ze
v takovém pripadé nelze hovorit o klasickém feSeni ve smyslu zavedeném v piislusnych partiich o ODRz;
obvykle pouZivime obratu zobecnéné reseni. Zhruba tedeno, zobecnéni zde bude ve smyslu, Ze budeme
pozadovat spojitost feseni, ale derivace tohoto fe$eni nam budou stacit pouze po Castech spojité.

Priklad 9.19. Vyfe$me pocate¢ni tlohu y” —y' = u,(x), y(0) =0, y'(0) = 1, kde

{O pro0<x <a,

u,(x) =

1 proa<x<oo.

Reseni. Re¥me tlohu nejprve na intervalu (0,4). Charakteristickd rovnice je A — A= A(A—1)=0.
Odtud A, =0, A, =1, tedy #,(x) = 1, #,(x) = €* a obecné fedeni je y(x) = C, + C,e*. Z politetnich
podminek ziskime partikularni feSeni y(x) = ¥ — 1. V bode¢ a tedy budou funkéni hodnota a hodnota
derivace y(a) = e* — 1 a y’(a) = €*. Tyto hodnoty poslouzi jako pocite¢ni podminky pro rovnici
uvazovanou na druhé &asti, tj. na intervalu (¢, 00). Metodou neurcitych koeficientd fesent y,, hledime
ve tvaru y,(x) = Ax. Dosazenim mame A = —1, obecné fesenti rovnice tedy je y(x) = C; + Cye* —x.
Z pocateénich podminek y(a) = e* — 1, y(a) = ¢* dostaneme y(x) =a —2+ (1 + ¢ *)e* — x. Celkové,

_fer—1 na {0,4),
yx)= {(1+e_”)e’c—x+a—2 na (a,00). ©-2)

Takto ,napojené® fesent je véetné prvni derivace spojité, ale jeho druha derivace je nespojitd v bodé a.
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Funkce #, z predchoziho piikladu se nazyva jednotkovy skok v bodé a (téZ Heavisideova funkce). Plati

oo oo oo

edx=|x—a=t|= J e l+dy

0

20,)6)=

0

u,(x)e dx = J

a
oo

1
=¥ e*fdt=e*=, Res>0.
0 s

Je-li f definovdna na (0; 00), potom posunutou funkci £, @ > 0, budeme rozumét funkci

fﬂ(x):{f(x_ﬂ) prox>a,

0 pro0<x<a.

Plati f,(x) = u,(x)f (x —a) a pro Laplaceovu transformaci mame

L{fs)= foofa(x)e_”dx = J‘wf(x—a)e_”dx =|x—a=t|= fwf(t)e_s(‘”)dt
=" L{f}(s). ©.3)

Piiklad 9.20. Vyfe$me pocatetni tlohu y” —y" = u (x), y(0) = 0, ¥/(0) = 1 metodou Laplaceovy
transformace.

Resend. Laplaceiiv obraz rovnice je s2Y (s)— 1—sY (s) = e~**s~". Odtud

V()= et 1,1 +7m< L1, >
§)= € = —- e _
s2—s s(s2—s) s s—1 s 52 s—1

Inverze dava
y(x)=—l+e" +u,(x)(—1—(x—a)+e™),

coz je jinak zapsané vyjadient (9.2). Vidime, Ze v tomto ptipadé je pouziti metody Laplaceovy transfor-
mace efektivnéj$i nez klasické metody.

Priklad 9.21. Vyte$me polate¢ni tlohu
Y +2y=bx),  y(0)=0,
kde funkce & je zndzornéna na obrizku 9.2.

YA

Obrazek 9.2: Nespojita prava strana rovnice

v
Reseni. Pomoci funkce #, 1ze pravou stranu b napsat ve tvaru

b(x) =g () — 4, (x) + (x = 3) (i, (x) — 1 (x)) 4 1, (x) — 45(x)
+3(x —6)(s45 () — 17 (x)) — 3(x — 8)(1,(x) — mg(x))
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= to(x) — 4oty (5) + [ (x — 1) = 2F,(x) — [(x — )+ 1P, (x)  1,(x) — ()
13 — 6)ng(x) = 3[(x = 7) + 1y () = 3[(x = 7) = D]y (x) + 3(x — 8 x)
=) — 41, () + (o — 1)1, () — 4 — D)y () + 41, (x) — (x — 4, (x)
) 1,0) = 8,(0) — at50) 4 3 — 6)a1(x)— 3 —7 ), (x)— 31t (x)
%)+ 31,(x)
)
)

+3(x —6)uy(x)—6(x —

—2(x —4)uy(x
—3(x =7)uy( +3(x —8)ug(x)
=4ug(x) + (v — 1), (x) — 4(x — 1) (x0) — (x — 4) () — 200 — 4, (x) — 5(x)
7)u

7() +3(x — 8)ug(x).

Laplaceova transformace rovnice dava

4 2 4 2 2 1
sY(s)42Y(s)=-+¢€° <_3 _ _2>_e74s <_ + _> e
s N N
3 6 3
—b6s —7s —8s
+e S_Z_e S—2+e 5_2

Odtud
1
Y =(4— —Ssy__ —4e— =2 —4s 3 765_6 —7s 3 —8s
A S Py

1
+(2e7 =2 )
(2e ¢ )53(5—}-2)

Rozkladem na parcilni zlomky mame

Y(5)=(4—e*55)%<;_5i2>

1 1 2 1
+(—4e =27 43¢ —6e " + 3e785)4—l <—; +—=+ >

s2 542
/1 2 4 1
+(2e—‘—2e—‘“)—<———+—— >

8\s s2 3 s42

1 1 3 1
— 2+e7:+_ 745__e75s__6765+ 775__6—85>_
( 2 2 4 2 4 s

+ <__e—s e—4s + 26—65 36—7s 4+ = —85) i + (e—_g _ e_45) i

2 2 52 53

1 3 3 1
+ 2z —s —4s+_ —55+ —b6s T s + = —85> )
( © TR 2° 4° ¢ 4 s+2
Inverze dava
1 1 3 3 3 5
y(x) ZZMO(x)+ u ( )+ P %4(x)— Eus(x)_ Z”e(x)'i‘ E”7(x)_ Z”s(x)_ zul(x)(x— 1)

3 3 1 2
x4 D) =) (N 7)) S () )

n
+Zu (x) —2(x—6) __ " (x)e—Z(x—7)+ u (x)e—z(x—s)
Po Gpravé
—2x 5 2\ —2x 1 2 7 25
() =) — 1y (0) (272 +2) oy (1) = ) (—(2 2 4 S Tk D

o= () (~(Ge 424 3 )ere 4 2)
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1 1 5
+ (u5(x) — n,(x)) <—<—§elo + Zes +24 Ze2>e*2">

3 1 1 5 30039
+ (#6(x) — u5(x)) <—<—Ze”— Eew + Ze* +2+ Zé)ef“ +5x— T)
3 3 1 1 5 3 51
+ (7 (x) — mg(x —<—€14——elz——e1°+—es+2+—ez>e_2x——x+—>.
()= () (—{ 36— et = 202 : 24 2

y(x)

Obrézek 9.3: Pribéh feSeni z prikladu 9.21

Pribéh feent je zndzornén na obrazku 9.3. Z tohoto obrizku je ztfejmé, Ze feSent je spojité, aviak
derivace uZ neni spojita.

Pozndmka 9.22. V technické praxi je tieba také Casto modelovat situace, kdy prava strana obsahuje tzv.
impulsy (impuls si predstavme napt. jako tder kladivem, kdy na velmi malém ¢asovém intervalu dojde
k zatiZen{ o urdité velikosti). Tyto impulsy lze matematicky popsat pomoci zvlastni ,funkce® zvané
Diracova funkce (téZ delta funkce) definované predpisem

Sx) = oo pro x =0,
(<) {O pro x e R—{0},

a zéroven spliujici
J S(x)dx =1.

Vsimnéme si, Ze slovo funkce je v uvozovkach, o funkci v klasickém smyslu (¢j. o zobrazeni z R do R) se

v . v . ’ v MM /4 v /4 . 4 4 Ve / .
zrejmé nejedna. Pozadavek, aby jeji integral pres realnou osu byl roven jedné neni nepfirozeny. Diracovu
funkeci si totiz miizeme predstavit jako ,limitu“ posloupnosti

5 (x)= {n prox €(0,1/n),

0 jinde,

pri¢emz pro kazdy prvek této posloupnosti plati

o 1/n
J 3n(x):nj dx=1.
—o0 0

Pro Laplaceovu transformaci Diracovy funkce plati £ {8 }(s) = 1. Tuto vlastnost lze opét zdivodnit
pomoci posloupnosti 8, , potfebni matematick4 argumentace jde vSak nad rimec tohoto ucebniho textu.

Diracova funkce & predstavuje impuls v bodé x = 0, impuls v bodé 4 > 0 je modelovan funkci
8, (x) = 8(x—a) (mame tedy 8y(x) = 8(x)) a podle vyse uvedené vlastnosti (9.3) plati L{8, }(s) = e .
Série impulst v bodech 0 < 4, <4, < -+ <4, ; <a, < oo o velikostech ¢/, ¢,,...,c, potom bude
popséna pravou stranou ve tvaru > i, ¢; 8, (x).

17 a;
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9.2 Metoda Taylorovych fad

V této podsekei se seznaimime s feSenim obycejnych diferencialnich rovnic pomoci mocninnych fad.
Princip metody spoliva v tom, Ze feSeni dané rovnice hleddme ve tvaru sou¢tu mocninné rady se stfedem
v . v s v v ’ 4 . 4 v A v 4 v/ v 7
v bode, v jehoz okoli je toto feseni definovano (obvykle se jedna o bod, v némz je predepsana pocatecni
podminka, ptip. potteéni podminky). Ilustrujme tuto metodu na nésledujicich ptikladech.

Piiklad 9.23. Pomoci mocninné fady uréeme reseni pocatetni tlohy
y' +2xy =0, y(0)=1. 9.4)

Reseni. Polateéni podminka je piedepsina v bodé x, =0, a proto hledejme feSeni y Glohy (9.4) ve tvaru
sou¢tu mocninné rady

y(x):Zakxk:ao+a1x tat tag e +axt+.., a, =? 9.5)
k=0

K urceni koeficientt 4, této rady je tfeba podle vztahu
90
k!
(viz Gvahy v sekci 3.2 vedoucti k definici 3.13) urcit hodnotu funkce y a viech jejich derivaci v bodé x, = 0.

Podle pocateéni podminky plati y(0) = 1, a odtud dale podle (9.4) y'(x) = —2xy(x), tj. y'(0) =0.
Hodnoty y*)(0) pro k = 2,3,... nyni uréime opakovanou derivaci zadané rovnice a naslednym
dosazenim bodu x, = 0. Proved’me tedy alespon prvni tfi vypocty:

a, = 9.6)

7" (x)==2y(x)—2xy'(x) = y"(0)=-2,
V') =—'(x)-2"(x) = y"(0)=0, ©7)
W) ==6"(x)—20y"(x) = O =12.
Z provedenych vypoclti tedy podle (9.6) dostavaime
1 —2 12 1
ao:&zl, a, =0, 42:2—!:—1, a; =0, 44:4—!25.

Usp&nost této metody tedy z¥ejmé zavisi na moznosti vyjad¥it hodnotu y®)(0) pro libovolné p¥irozené
k. Toto vyjadrent je vSak proveditelné pouze ve specidlnich piipadech, a proto se obvykle spokojime
s vypoctem y*)(0) (a tedy i koeficientt a,) pro koneény pocet hodnot . Dosazenim takto uréenych
koeficientd do (9.5) a naslednym zanedbanim vsech zbyvajicich ¢lent: rady, jejichZ koeficienty nebyly
vypocteny, ziskime (Taylortv) polynom predstavujici priblizné feseni daného problému.
V nalem pripad¢ tedy dostdvime priblizné vyjadieni reseni y ve tvaru
ot
y(x)x Py(x)=1—x"+ 5

Otézkou odhadu chyby této nahrady se zde zabyvat nebudeme. Intuitivné je vsak zejmé, Ze tento odhad
je ovlivnén jednak stupném prislusného Taylorova polynomu a jednak hodnotou x (tedy vzdalenosti
daného bodu od sttedu mocninné fady (9.5), v némz je predepsina pocateéni podminka).

Vrat'me se vSak v daném prikladu jesté jednou k vypoctu koeficientli @, mocninné fady (9.5). Ukézali
jsme, Ze k uréeni vSech hodnot 4, je tfeba stanovit y*)(0) pro libovolné ptirozené k, coZ je v obecném
pripadé prakticky neproveditelné. Pocateéni Giloha (9.4) je viak velmi specidlni a vyjadrent libovolné
derivace svého feeni umoziuje. Zobecnénim vypolti provedenych v (9.7) snadno zjistime, Ze

(0= (—1) 2% 2k —1)1, Hy**D(0)=0  proviechnak=1,2,....
Odtud dosazenim do (9.6) dostavame

(—1f2k2k =11t (—1)
A = (2/@)' = ] » @opy1 = 0

pro vSechna bk =1,2,...
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a feSeni y pocatedni tlohy (9.4) tedy lze podle (9.5) vyjadrit ve tvaru

IR G A DTSN A
y(x)_g TR TR TR TR (9.8)

Nyni je tieba jesté oveérit, Ze rada (9.8) vskutku konverguje k funkci predstavujici feseni problému (9.4),
v v v 4 V7 v Vv v 7 bl v
a to vCetné urceni oboru konvergence. V pripadé rady (9.8) to vSak nebude nutné, nebot’ tato rada

—X

je identick s fadou (3.25) odvozenou v pikladu 3.22 jako rozvoj funkce e na intervalu (—oo, 00).
O tom, Ze je tato funkce vskutku feSenim pocateéni Glohy (9.4) se snadno presvéd¢ime jejim dosazenim
do (9.4), ptip. vyresenim pfislusné LODRI.

Piiklad 9.24. Pomoci mocninné rady uréeme obecné reseni diferencialni rovnice

y'+y=0. 9.9

Reseni. Rovnice (9.9) je line4rni homogenni ODR2 s konstantnimi koeficienty, a tedy ka?dé jeji fedent
je definovano na (—oo, 00). Obecné fefent (9.9) proto muzeme opét hledat ve tvaru mocninné fady se
sttedem v bodé x, =0, tedy ve tvaru (9.5). JelikoZ obecny tvar fefeni kazdé ODR2 obsahuje dvé obecné
konstanty, lze olekévat, Ze dvé konstanty ve vyjadreni (9.5) ztistanou neurceny.

V souladu s postupem popsanym v prikladu 9.23 vypocteme hodnoty y*)(0). Protoze v bodé x, =0
nejsou uvedeny pocatecni podminky predepisujict hodnoty y(0) a y'(0), nelze specifikovat ay,4,; podle
(9.6) pouze plati

a,=y(0), a,=9'(0).

K uréeni hodnoty y”(0) vyuZijeme rovnici (9.9). Odtud
7"(0)=—y(0)=—4.
Opakovanou derivaci rovnice (9.9) a naslednym dosazenim x = 0 pak mame
Y@ ==(0)==a, ¥ O)=—"(0)=a, »O)=—"(0)=a,....
Odtud podle (9.5) a (9.6) dostavaime obecné reseni y rovnice (9.9) ve tvaru nekonecné rady

R T I S
y(x)=ay+ax TR +4!x —I—S!x

Lze ukézat, Ze uvedend fada konverguje absolutné pro kazdé x € (—o0, 00), a podle véty 1.28 ji tedy lze
libovolné prerovnat. Plati proto (s prihlédnutim k vétdm 1.18 a 1.19) vyjadieni

(4 x? Xt X
y(x)=a, —E—{—Z—... +a, x—;—}—i—... .

v . . . . . .
Rady uvedené v predchdzejicim vyjadrent jsou ale rozvoje funkci cos x, sinx (viz vétu 3.16). Plati tedy
zndmy z4avér, Ze obecné feSeni rovnice (9.9) lze psit ve tvaru

y(x)=aycosx +asinx,
kde a,,4, jsou libovolné realné konstanty.

Predchézejici dva ptiklady byly snadno fesitelné i pfimymi analytickymi metodami, se kterymi jsme
se seznamili dfive. Na zavér této sekce proto zvolime priklad rovnice, kterou exaktné resit nelze.

Piiklad 9.25. Uvazujme Airyho rovnici
y'—xy=0, 9.10)

kterd byla v predchazejici sekci zminéna jako priklad homogenni linedrni ODR2 s nekonstantnim
koeficientem. K nalezeni obecného feSeni Airyho rovnice jsme potiebovali urdit jeji dvé linedrné nezvisl4
feseni, ktera viak urcit neumime. Pokusime se proto na tuto rovnici aplikovat metodu Taylorovych rad.
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Ponévad? stejné jako v pfedchazejicim ptikladu nemame predepsiny pocateéni podminky, tak opét
podle (9.6) piseme
a,=5(0), a,=5(0).
Hodnotu »”(0) vypocteme pomoci (9.10). Odtud y”(0) = 0. Nyni se pokusime stanovit hodnotu y*)(0)
pro obecné k. Opakovanou derivaci (9.10) mame

y/// =y+ xy/, y(4) — Zy/ + xy//’ y(s) — 3)// + xy///’

Tedy
=(k—2)y* ) 4 xy* 2D 4. y®0)=(k—2)y* (),  k=3,4,....

Pro vypocet hodnoty y*)(0) pro obecné k jsme tedy sestavili rekurentni vztah, ke kterému ptistupuji
vys$e uvedené startovaci hodnoty

y(0)=a5, ¥ (0)=a;, »"(0)=0.
Odtud
yR0) =Bk —2)May, yCHVOQ)=(CBk—1)Ma, y*D0)=0, k=3,4,...,

kde vyznam opakovaného faktoriélu nejjednoduseji vysvétlime prikladem - 111! := 11.8.5.2 ((tenat
si muze snadno ovérit, ze pro jednotlivé hodnoty k& = 3,4,... skutecné tento predpis odpovida vyse
odvozenému rekurentnimu vztahu doplnénému o zminéné tfi startovaci hodnoty). Odtud miZeme
jiz snadno pomoci (9.6) vypoditat koeficienty 4, ptislu$né Taylorovy fady. Tuto fadu pak miiZeme (po
malé Gprave) zachytit ve tvaru

1 41 , 741 2 52 5,852 g
I+ ="+ ——x+——x"+ ) + g4 x+4—x + +——x +-),

yx) = 317 Tl 91 10!

kde ay, 4, jsou libovolné redlné konstanty (prepis této fady do sumacniho zapisu je jiz pouze formaln{ véci
anebudeme ho zde provadét). Zdtraznéme tedy, Ze se ndim podafilo nalézt zdpis obecného feseni Airyho
rovnice ve tvaru Taylorovy rady (zavislé na dvou obecnych konstantach 4y, 4,), aCkoliv analyticky tuto
rovnici fedit neumime. Je to tedy typick}'f pf’ipad toho, kdy je funkce (v nasem ptipadé feSeni Airyho
rovnice) ddna ve tvaru nekoneéné mocninné fady, pfi¢em? jeji explicitni vyjadreni ve tvaru elementdrni
funkce neznime (v daném ptipadé ani neexistuje).

Priklady k procviceni
Cviceni 9.26. Ukazte, ze plati vztah Z{f (ax)}(s) ${f }(2), a >0, tzv. pravidlo zvétseni (podob-
nosti).

Cviceni 9.27. Metodou Laplaceovy transformace reste nasledujici pocateéni tlohy:
a)y" — 16y’ + 64y = 6xe®*, y(0)=1,5'(0)=0;
b) y/// +2y// +y/ — —2xe_2x, y<o) — 2, y/(o) — 1’ y//(o) — 0;
©) " =3y"+2y =28,(x) + 85(x) + 3(u3(x) —y(x)),  ¥(0)=0,y(0)=1.

Vyisledky. a) y(x) = e¥* —8xe® + x%e®; b) y(x) = ——4e_’c — ge_’cx + 5—74e2x — éxezx + g; o) y(x)=

e2x_ex+2”1(x)(e2x—2+ex—l)+%2<x>(62x—4 _2)+2M3( )(1 2ex—3+e2x—6>+%%4(x)(_1_|_2ex—4_e2x—8>.

Cviceni 9.28. Metodou Laplaceovy transformace naleznéte obecné reseni nasledujicich rovnic:
a)y” —2y" =(x*+x—3)e*
b) y/// +y// — 1_6xze—x;
)y +4y 4= +485(x) =8, (x) +285(x) — u,(x).

Visledky. a) y(x) = C, + C,e¥ +(1—x —x%)e*, C;,C, € Ry b) y(x) = C, + Cyx + Cye ™ + 337 —
(2 +12x* +36x+48)e ™, C,C, €R;  y(x)=Cie >+ Cyxe ™ + ! 2™+ ap(x JAxe ™ + %ul(x)[(3—
2x)e H2 — 114 2u5(x)(x —3)e ¢, C,,C, eR.
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10 Nékteré aplikace ODR

Samotny ndzev této sekce jiZ naznaluje otazku, kterd nis zde bude zajimat: K ¢emu mohou byt uZiteéné
diferencidlni rovnice? K tomu ihned poznamenejme, Ze nemuze byt ambici téchto skript takovou
otdzku hloubéji zodpovédét, protoZe rozsah aplikaci diferencidlnich rovnic je skute¢né mimoradné
bohaty. Ptiklady uvedené v této sekci proto formuluji pouze nékolik zakladnich ilustrativnich problému
z riznych védnich oblasti, a to ve formé jednoduchych slovnich tloh. Matematick4 formalizace téchto
tloh pritom vede na oby¢ejné diferencialni rovnice, které jsme s nasimi dosavadnimi poznatky schopni
exaktné resit.

10.1 Nékolik aplikaci ODRI

V této podsekci uvedeme nékolik zakladnich aplikaci ODR1, se zaméfenim na typy ODR1 probrané
v sekei 6.

Priklad 10.1 — volny pad. Hmotny bod pada z vysky A, > 0 s nulovou pocatelni rychlosti. Najdéme
jeho vy$ku /() nad zemi v Case ¢, predpokladame-li, Ze odpor vzduchu je dmérny Ctverci rychlosti.

v . . ° . . .
Resend. Zavedeme vertikalni osu x orientovanou smérem dolti a necht’ x(t) vyjadiuje zavislost délky x
v 7 ’ v v ’ v / V. 7 ’
probéhnuté drahy na Case ¢. Po urceni x(t) pozadovanou vysku A(t) snadno stanovime pomoci vztahu

h(t)=hy—x(r). (10.1)
Pristoupime tedy k urCeni x(z). Na hmotny bod ptsobi dvé sily: gravitacni sila (= m g) a odpor vzduchu
(= kv? = k(%)% kde k > 0 je koeficient timérnosti). Obé sily maji vzijemné opaény smysl, a budou
se tedy odeditat. Vzhledem k orientaci osy x je vyslednd vnéjsi sila pisobici na hmotny bod tvaru
F = mg —k(x)*. Podle druhého Newtonova zékona pak plati

mi=mg—k(x).
Tato rovnice je ODR2 a ptislusi ji dvé poédteéni podminky tvaru

x(0)=0,  %(0)=0. (10.2)

Protoze vsak sila F (tedy prava strana dané diferencidlni rovnice) zavisi pouze na rychlosti bodu x
a nikoliv na jeho poloze x, Ize tuto ODR2 snadno prevést substituci v = % (viz také podsekce 7.1) na
tvar

mo=mg— kv’

v =g —a’v? (=1 £>O), (10.3)
m

coz je ODRI1 se separovanymi proménnymi. Separaci proménnych tedy dostdvime

neboli

do
—— =dz.
g —a2v?
Poznamenejme, Ze ziejmé © > 0, a proto g —a’v? > 0 (opalny pripad nem4 fyzikaln{ smysl). RozloZime
na parcialni zlomky a integrujeme:

;jd_‘v+Lfd_v:fdt,
275 ) yg—av  2y%) Jetav
tedy

—lLln(\/g—ow)-i-lL

2273 azﬁln(ﬁ—i—av):t—l—c.



10 Nékteré aplikace ODR 111

Z dtvodu snadngjsich Gprav uré¢ime konstantu C jiz nyni, a to dosazenim podminky v(0) = x(0) =0
(viz (8.2)) do tohoto implicitniho tvaru. Dostavame C =0, a odtud pravou

11 | Jg+av ,
m¥e T g
a2,/g ,Jg§—av
Vg tav — 2avE
Jg—av ’
‘/E elaﬁt —
R

Rozsifenim Citatele i jmenovatele zlomku vyrazem e ¢v8! lze vyjadfeni pro rychlost v upravit na

prehledny tvar
vE
o(t)= tgh(a,/gt).

a
Obdrzeli jsme tedy vyjadieni zavislosti rychlosti hmotného bodu na Case ¢. Zpétnym dosazenim do
vztahu X = v dostavime

x(t):@v[tgh(aﬁt)dt:ilncosh(a‘/gt)+C1.

a?

Dosazenim podminky x(0) =0 (viz (10.2)) mdme C, = 0. Dosadime-li dale za « (viz (10.3)), plati

x(t)= %lncosh\ /;—gt.

K Gplnému rozfedeni dané Glohy zbyva urcit okamzik ¢*, kdy hmotny bod dopadne na zemsky povrch
(a pohyb bodu tedy jiz nepokraluje). Hleddme tedy ¢* > 0 takové, aby x(¢*) = h,. Z tohoto vztahu

méme po Gpravé
t' = ﬂargcoshehok/m . (10.4)
V kg

Podle (10.1) je tedy vyska h daného bodu na zemi dana vztahem

h(t):ko—%lncosh\ %t, t€<0,t*>>

kde okamzik ¢* je dan vyrazem (10.4) (viz obrizek 10.1).
b
h

h(t)

t r

Obrézek 10.1: V¥$ka hmotného nad zemi v zavislosti na ase

Piiklad 10.2 — Newton(yv zékon ochlazovani. Podle tohoto zikona je rychlost ochlazovani daného

télesa na vzduchu p¥mo timérné rozdilu teploty T télesa a teploty T, vzduchu. Re$me tuto tlohu: Je-li
teplota vzduchu T, = 20°C a téleso se za 20 minut ochladilo z polateéni teploty T, = 100°C na 60°C, za
jak dlouho se ochladi na 30°C?
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ReSeni. Oznaime-li b > 0 koeficient imérnosti, pak teplota T(t) télesa v &ase t je FeSenim polatedni
tlohy

T=—k(T-T,), TO=T,.
Chiapeme-li T, obecné jako funkci ¢asu ¢, je dana rovnice LODRI. Je-li vSak specialné T,, konstantni
(jako v nadem piipadé), je to také rovnice se separovanymi proménnymi. V takovém piipadé byva
obvykle vihodngjsi fesit rovnici metodou separace proménnych (viz ptiklady v oddile A a C sekce 6).

Resime tedy pocateéni problém
T =—k(T —20),  T(0)=100,

kde konstanta k > 0 zlistdva prozatim nespecifikovina. Za predpokladu T # 20 (ktery je v naSem pripadé
ztejmé splnén) napiSeme rovnici v diferencidlnim tvaru

Odtud integraci a obvyklymi Gpravami

dT

A 4

T—20 Jt
In|T—20|=—kt +1n|C|,  CeR—{0},

T = Ce** 420, CeR.

Poznamenejme soucasné, ze v resené Gloze mé fyzikalni smysl pouze volba C > 0. Obecné feseni
tedy obsahuje dvé nespecifikované konstanty C, k. K jejich uréeni mame k dispozici kromé pocateéni
podminky 7(0) = 100 také vztah T(20) = 60. Dosazenim téchto podminek do obecného fedeni obdrzime

In2
C=80, hb=-—Z
20
Zévislost teploty T na ¢ase ¢ je tedy vyjadrena vztahem
1 t/20
T(r) = 80e—12/20 4 20— so<§> +20, (10.5)

ktery je znizornén na obrazku 10.2.

T

100

30
20

Obrazek 10.2: Ochlazent télesa na vzduchu v zavislosti na ¢ase

Hledany ¢asovy okamzik ¢*, v némz se teplota télesa ochladi na 30°C, je feSenim rovnice T(¢*) = 30.
Odtud podle (10.5) snadno uréime ¢* = 60. Vzhledem ke zvolenym jednotkdm proto dostivame, Ze
pozadované ochlazeni nastane za jednu hodinu.
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Priklad 10.3 — logistickd rovnice. Je tvaru
5 =ky—ay?, (10.6)

kde &, > 0 jsou reélné konstanty. Tato rovnice popisujici populacni rist je ODR1 se separovanymi
proménnymi, ale také Bernoulliovou rovnici (kde r = 2). Za predpokladu y # 0 proto zavedeme

substituci # = 1 / V4. s =—y / y2. Pti dosazovani substituce do rovnice zvolime postup popsany v oddile
D podsekee 6.2.
Délime rovnici (10.6) vyrazem y? a dostavime
y 1

lz =k——a,

Y Y
tedy

n=—ku+ta. (10.7)

Linearni rovnici (10.7) vyfesime opét ve dvou krocich:

, v w1y s / -
a) Separaci proménnych v prislusné homogenni rovnici

n=—ku
dostdvime za predpokladu # #0
d_u =—kdz.
u

Odtud po integraci mame
In|u|=—kt +1n|C], CeR—{0}.

UZitim obvyklych Gprav pak dostdvime obecné feseni dané homogenni rovnice ve tvaru
u(t)=Ce™, CeR.
b) Necht' #(t) = C(t)e**, C(t) =? Dosadime do (10.7):
C(t)e ™ —kC(t)e™ =—kC(t)e™ +a, .  C(t)=ac*

Odtud integraci C(t) = fe** + C, 1j.

u(t)= % + Ce*,

Kazdé nenulové resent logistické rovnice tedy lze psit ve tvaru

1 k
= = , CeR. 10.8
¥(®) a/k—i-Ce—k‘ a+ Che*t < (10:8)

Uvazujeme-li navic pocatecni podminku
y(0)=9,€(0,k/a), (10.9)

pak lze specifikovat C = (k —ay,) / (k7,). Dosazenim této hodnoty do (10.8) a néslednou tGpravou lze
feeni pocateéni Glohy (10.6), (10.9) zapsat v piehlednéjsi formé

E kR 1, k—ay
=—+—tgh—(t— =—In—=2.
W)=+ —tgh 2 5 ™ T P
Na obrézku 10.3 je zndzornéna tato tzv. demografickd (logisticka) k7ivka popisujici zikon vzristu
a majici tvar hyperbolické tangenty. Kfivka je soumérna podle inflexntho bodu a probiha v pasu mezi
asymptotami y =0,y =k /ﬂ. Tento problém budeme jesté z jiného pohledu diskutovat v ptikladu 13.3.



114 Kapitola 2. Obycejné diferencidlini rovnice

Obrazek 10.3: Demografick4 kiivka

Priklad 10.4 — orfogondini frajektorie. UvaZujme jednoparametrickou soustavu kiivek v roviné tvaru
F(x,y,C)=0, (10.10)

kde C je parametr. Ortogondlni trajektorii soustavy (10.10) nazveme kazdou ktivku, kterd viechny
krivky soustavy (10.10), které protind, protind pod pravym thlem.

Uréeme ortogonalni trajektorie soustavy ktivek

y=Cx?  CeR. (10.11)

Reseni. Soustavu (10.11) tvoid paraboly a osa x. Bodem (xq,7,), kde x, # 0, y, # 0 prochéz{ parabola
y= (yo/(xo)z)xz. Teéna k této parabole sestrojend v bodé (x,,y,) m4 smérnici ZyO/xo. Kiivkay = ¢(x)
prochazejici bodem (x,,%,) (4. o = ¢(x,)) protina v tomto bodé uvazovanou parabolu pod pravym
Ghlem pravé tehdy, kdyz plati

2 /
2&§0/(x0):_1’ tj- 40(’50)(/’ (xO) —-_1.
Xo Xo

Mé-li tedy kfivka y = () v kazdém svém bodé (x4, 7,), kde x4 # 0, y, # 0, protinat parabolu soustavy
(10.11), kter4 timto bodem prochazi, pod pravym thlem, musi byt funkce ¢ feSenim diferencialn{ rovnice
2 /
2y, tedy y’:—i.
X 2y
To je rovnice se separovanymi proménnymi, ale lze ji fesit 1 substituci » =y / x. Obéma zpUsoby se
snadno presvédéime, Ze integralni kfivky této rovnice jsou dany vztahem

2 X : 9t
y+2_C, tj. pTes Cz_l’ C#£0.
Soustavou ortogonalnich trajektorii k dané soustavé (10.11) je tedy jednoparametricky systém elips, kde
pomér velikosti hlavni a vedlej$i poloosy &ini v/2 (viz obrizek 10.4).

Vypolty jsme provadéli za piedpokladu x, # 0, y, # 0; lze viak snadno ovéfit, Ze kazd4 z uvaZo-
vanych elips protina pod pravym thlem také osu x. Ortogonalni trajektorii soustavy (10.11) je také
primka x =0, tj. osa y.

Podobnymi tvahami (i kdyZ ponékud obecnéj$imi) lze ukdzat, Ze pti hledini ortogonalnich trajek-
torii soustavy krivek (10.10) Ize zvolit tento
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Obrazek 10.4: Ortogonalni trajektorie k soustavé parabol y = Cx?

Prakticky postup:
Vztah (10.10) zderivujeme podle x (proménnou y zde chipeme jako funkci proménné x) a z obou rovnic
vyloudime parametr C. Tim sestavime ODRI1 ve tvaru

Y =f(x)

« v ’, R ’ .
jejimz obecnym reSenim je (10.10).

Soustava ortogonélnich trajektorii soustavy (10.10) je pak ddna obecnym feSenim diferencidlni
rovnice

10.2 Nékolik aplikaci ODR2

V této podsekci uvedeme nékolik tloh, jejichZ matematickd formalizace vede k sestaveni pocatecni Glohy
pro ODR2.

Pilklad 10.5 — harmonicky oscildtor. S harmonickym oscilitorem (nékdy hovotime téZ o linedrnim
oscilatoru) jsem se setkali jiz v prikladech 5.8, 9.15 a poznidmce 9.16. ProtoZe se jedna o jeden z nej-
dtleZitéjsich matematickych modeld viibec, rozeberme jej podrobné jesté jednou. Uvazujme hmotny
bod o hmotnosti 72, na ktery pasobi sila F; tmérna vychylce y z rovnovazné polohy y = 0 a pusobici
proti sméru vychylky (tj. F; =—*ky, & > 0). Podle druhého Newtonova zikona je pohyb bodu popsan
diferencialn{ rovnici

my =—ky,

neboli
- 2 .k
¥+ wyy =0, wy=—>0. (10.12)
m

V dynamice se konstanta k nazyva tuhost pruZiny a pohyb popsany rovnici (10.12) vlastni netlumené
kmitdni (nebo také harmonické kmitini). Rovnice (10.12) je homogenni LODR2, pficemz jeji charakte-
ristickd rovnice je tvaru

X+ wl=0.

Odtud dostavame koreny A, , = =icw,. Obecné reseni rovnice 10.12 je pak podle sekce 8 tvaru

¥(t) = C; coswyt + C,sinwyt = Asin(wyt + @),
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kde C,, C, € R (resp. A > 0, — < ¢ < 1) jsou konstanty dané pocate¢nimi podminkami pohybu.
1~ P ¢ ) Yy p p pony
Poznamenejme, e obé vyjadreni obecného refeni jsou ekvivalentni, a to na zikladé vztahi

C, =Asing, C,=Acosg.

Harmonicky pohyb byva obvykle popisovan pomoci vztahu obsahujictho konstanty A, ¢, pficemz A
je amplituda, ¢ fizovy posun a w, #hlovd frekvence (téz krubhovd frekvence). Velitina T = 27 / w, pak
udéva dobu jedné periody pohybu.

Je-li nyni bod na pocatku pohybu v poloze y, a m4 nulovou podateéni rychlost, pak realizujeme
pocatecni podminky y(0) = y,, y(0) = 0. Odpovidajici partikularni feSeni ma tvar y = y, cos(ew,t) (viz
obrazek 10.5).

y(2) = yocos(@qt)

/

Yo

t

Obrazek 10.5: Harmonicky pohyb (vychylka oscildtoru v zavislosti na Case)

Je-li pohyb hmotného bodu brzdén dalsi silou F,, kterd je imérna rychlosti bodu (tj. F, = —Iy, [ > 0),
pak diferenciélni rovnice pohybu je
mj =—ky—1y,
tj.

§+2by + wly =0, wozxﬁ, b:i. (10.13)
m

2m

v
Pohyb popsany rovnici (10.13) se nazyva vlastni tlumené kmitini. ReSeni ziejmé zavisi na kofenech
charakteristické rovnice

X +2bA+wl=0, (10.14)
které uréime jako A, , = —b =+ 1/ b? — w;. Podle vysledki sekce 8 tedy dostavame tri kvalitativné odlisné
ptipady:

a) Jelli b > w,, pak rovnice (10.14) m4 dva rizné redlné koteny A, < 0, 4, < 0, a obecné feSeni
rovnice (10.13) je proto tvaru

y(t)=Cehtt + Cyetet (tzv. nadkriticky itlum).

Volime-li po¢ate¢ni podminky y(0) = y,, (0) =0, pak dostavime partikularni feseni

Yo At At
t)= —=—(A,e™" — Ae™),
y( ) /11 _ /12 ( 1 2 )
zndzornéné na obrazku 10.6.

b) Je-li & = w,, pak obecné feseni rovnice (10.13) je tvaru

()= Ct 4+ C,) (tzv. kriticky dtlum).
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y(t) = yoe™ 0t (14 wyt)

t t

Obrazek 10.6: Nadkriticky utlum oscildtoru Obrazek 10.7: Kriticky Gtlum oscilatoru

Pti podatecnich podminkach y(0) = y,, ¥(0) = 0 dostivame feseni
() = g0 (14 wyt),

zndzornéné na obrazku 10.7.

¢) Je-li b < wy a oznalime-li w; = 4/ w? — b2, je obecné feSeni rovnice (10.13) tvaru
y(t)=e(C,cosw,t 4+ Cysinw, t) = Ce ™ sin(w, t + @) (tzv. oscilatoricky sitlum).

Doba kmitu 7' =27 / w, je pfitom nyni vet$i neZ u netlumeného kmitdni. Volime-li opét y(0) = y,,
7(0) =0, pak dosazenim téchto podminek do obecného fesent lze konstanty C, ¢ specifikovat pomoci
vztaht

b
Ccosgﬂ:yo—, Csing =y,.
@y

Uvedené vyjadfeni pro y je tedy rovnici tlumeného harmonického pohybu, kde amplituda Ce=** je
funkci ¢asu a s rostoucim ¢asem klesa (viz obrazek 10.8).
\\ YA
N

A

Yo

wy ./ t
- >

. / :
y,(¢) =sin(w, ¢ + §9)

7
7
7
7/

Obrazek 10.8: Oscilatoricky atlum oscildtoru
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Pusobi-li nyni na pohyb hmotného bodu periodicky se ménici sila F;(¢) = Psin wt, pak tento pohyb
nazyvame vynucenym kmitdnim. Pro netlumené vynucené kmitdni tedy dostavame diferencialni rovnici

P .
j+wiy=—sinwt. (10.15)
m

Reeni této nehomogenni LODR?2 Ize nalézt snadno metodou neurditych koeficientd. Piisluini homo-
genni LODR2 je rovnice (10.12), a odtud podle predchazejici ¢asti
34(t) = Csinet + ).

Nyni navrhneme tvar pro y,,. Postupovat pfitom budeme podle poznamky 8.8. Odtud snadno dostavame,
Ze pro w # w, predpoklédime

y,(t)=Acoswt +Bsinwt, A,B=?
Po dosazeni derivaci
. _ . . _ 2 2 .
y,(t)=—Awsinwt + Bw coswt, J,(t)=—Aw’ coswt —Bw sinwt

do (10.15) dostavame

. P .
A(—e? + wf)coswt + B(—w? + w})sinwt = —sin wt.

m
Porovnani koeficienti:

coswt:  A(—w?+wi)=0 => A=0,

sinwt : B(—w2+wg):£ => B= m(a)gp—wz)

Odtud pro w # w, dostdvime obecné feSeni rovnice (10.15) ve tvaru
y(t)=,(t)+y,(t) = Csin(wyt + @)+ Bsinwt, (10.16)
kde konstanty C, ¢ jsou dany pocatecnimi podminkami a

p=— L2 (10.17)
m(w?—w?)

Pro w = wy (pripad tzv. rezonance) je treba vySe navrzeny tvar pro y, nasobit proménnou ¢, a proto

predpoklidime
y,(t)=Dtcoswyt + Etsincwyt, D,E =

Odtud

9,(t) = (D +Ewgt)coswyt +(—Dewyt + E)sinwyt,
¥y, (t)= (=D w?t +2E w,) cos wyt +(—2Dwy — Ew?t)sin wyt

a po dosazeni do (10.15)
2 2y 2 : L
(=Dewyt +2E wqy) cos wyt +(—2Dwy — Ewyt)sinwyt + wy[ Dt coswyt + Et sinwyt] = —sin Wt .

Odtud dpravou a porovnanim koeficientd dostavime E =0, D = —P / (2mey). Pro w = wy je tedy
obecné feSeni rovnice (10.15) tvaru

y(t)= Csin(wyt +¢)—

tcoscwyt .
2me,
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BA

Obrazek 10.9: Rezonanéni krivka

Viimnéme si, Ze toto feSeni (popisujici ptipad w = w,) je neohranitenou funkci, a to na rozdil od
vztahu (10.16) (popisujiciho piipad w # w,). Zavislost B na w je podle vztahu (10.17) zndzornéna na
obrazku 10.9 jako tzv. rezonancni kiivka.

Snadno se presvédéime, Ze diferencidln{ rovnice pro vynucené tlumené kmitdni je tvaru

. o, P
J+2by+ wyy = —sinwt.
m
Analyzu feSeni této rovnice lze promyslet analogicky, jak jsme uinili v predchézejicich ptipadech.
Piikiad 10.6 — matematické kyvadio. Méjme kulicku o hmotnosti m zavé$enou na nehmotném

a neroztazitelném vldkné délky /. Sestavime diferencidlni rovnici popisujici pohyb kuli¢ky, pri¢emz
tento pohyb vyjadrujeme jako funkci okamzité Ghlové vychylky ¢ v zavislosti na Case ¢, j. ¢ = ¢(t).

Obrézek 10.10: Matematické kyvadlo

Gravitacni silu rozloZime do sméru teCny a normaly. Jeji slozka ve sméru normaly pohyb nevyvol4,
protoze vlakno je neroztazitelné. Slozka gravitaini sily ve sméru te¢ny je —m g sin ¢ (plisobi proti sméru
vychylky). Déle piedpoklddejme, Ze odpor prostredi je zanedbatelny. Podle obrizku 10.10je s = /¢,
tedy § = /¢, a odtud podle druhého Newtonova zdkona plati

mlg =—mgsing,
neboli
g

¢+ ] sing =0.
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Tato rovnice je nelinedrni ODR2, jejiz feSeni nelze analyticky popsat pomoci elementarnich funkeci.
Uvazujeme-li vSak pouze malé vychylky ¢ od vertikalni osy, lze provést tzv. linearizaci a tuto nelinearni
rovnici nahradit na zaklad¢ vztahu (sin @) / ¢ — 1 pro ¢ — 0 linearni ODR2 tvaru

¢+§¢=Q

coz je rovnice stejného typu jako (10.12).

Piiklad 10.7 — R-L-C elekiricky obvod. Najdéme funkei i = i(¢) popisujici zavislost intenzity elek-
trického proudu protékajiciho elektrickym obvodem (viz obrazek 10.11), ktery se sklad4 z ohmického
odporu R, kondenzatoru s kapacitou C a civky s indukénosti L v sériovém zapojen, je-li tento obvod
pripojen na zdroj stiidavého napéti » = Usinwt (U je amplituda a w Ghlova frekvence).

i R
——
O+
O—
L

Obrazek 10.11: R-L-C elektricky obvod

PtisluSnou diferencilni rovnici lze odvodit takto: Napéti na odporu R je podle Ohmova zékona
rovno Ri, napéti na kondenzdtoru ¢ / C, kde g je ndboj na kondenzitoru. Podle Faradayova indukéniho
zdkona se v civce indukuje napéti

U ,=—L—,
ind dt
takze podle druhého Kirchhoffova zikona

1

di .
=—L—+4+U t.
Cq sin e

Ri
't dr

Pro proud prochazejici kondenzitorem plati 7 = dg / dt, takZe derivovanim posledni rovnice dostaneme

di 1dg d’
—L=—1— U £,
dt Cdt dz? +Hweose

neboli .
Li"+Ri' + Ei =Uwcoswt,

coz je nehomogenni LODR2 pro hledanou funkei 7 = i(¢). Tuto rovnici lze opét snadno resit metodou
neuréitych koeficientd.

Priklady k procviceni

Cviceni 10.8. Na klidné vodé se pohybuje motorovy ¢lun rychlosti v, = 10ms™. Po vypnuti motoru
zalne rychlost ¢lunu klesat, az po 40 sekundach dosihne hodnoty v, = 2ms™. Voda klade pohybujicimu
se ¢lunu odpor, ktery je pfimo imérny jeho okamZité rychlosti. Uréete rychlost v, ¢lunu 2 minuty po
vypnuti motoru.

Vyisledky. v, =0,08ms™".
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Cviceni 10.9. Zavislost mezi rychlosti v stiely a urazenou drahou / v hlavni déla je v balistice dana

" d/ . . .
vztahem v = ba+7’ kdev=Fan<1. Naleznéte zavislost mezi ¢asem ¢ a urazenou drahou / v hlavni.

Vyisledky. t = £<l + bfi—j)

Cviceni 10.10. Naleznéte funkei 7 : t — i(¢) popisujici zavislost intenzity elektrického proudu v sério-
vém obvodu R-L s konstantnim napétim # na Case t (viz priklad 5.5a)), métime-li ¢as od okamziku, kdy
byl k obvodu ptipojen zdroj napéti.

Vyisledky. i(t) = %(1—e ®/D8), € (0,00).

Cviceni 10.11. Stiela vnikla do dfevéné desky rychlosti v, = 200ms™ a vylétla z ni rychlosti v, =
80ms~!. Deska, jejiz tloust'’ka je b = 0, 1 m, klade pronikajici sttele odpor, ktery je pfimo tmérny druhé
mocniné rychlosti stiely. Urlete Cas t,, za ktery strela proleti deskou.

Vyisledky. t, =0,00082s.

Cviceni 10.12. Prthyb y pfevodového femene ve stavu klidu je d4n rovnici

dZy dy 2
H—= 1 —_
dx? P +<dx> ’

kde H, p jsou dané konstanty. Naleznéte vyjadreni pro pruhyb femene.
Vyisledky. y(x)=cosh C,e?*/" 4+ C,, C,,C,eR.

Cviceni 10.13. Rychlost rozpadu radia je pfimo imérnad mnozstvi dosud nerozpadlého radia. Urcete
funkei R : t — R(t), kterd popisuje zavislost mnoZstvi nerozpadlého radia na Case ¢. Kolik procent
puvodniho mnoZstvi R, radia se rozpadne za 200 let, jestlize radium m4 polocas rozpadu 1590 let?
(Polodas rozpadu radioaktivni latky je doba, za kterou se rozpadne polovina ptivodniho mnozstvi latky.)

Vyisledky. R(t)=R,e %", t €(0,00), kde ky = (In2)/1590; 8,5 %.

Cviceni 10.14. Kapka vody s po¢ateni hmotnosti M grami pada ve vzduchu, rozprasuje se a ztraci
kaZdou sekundu 7 gramt své hmotnosti. Odpor prostredi je pfitom imérny rychlosti pohybujici se
kapky (koeficient tmérnosti je k > 0, k # m). Urlete zavislost rychlosti pohybu kapky na ase ¢, jestlize
na pocatku pohybu byla rychlost kapky nulova.

Vysledky. v(t):L{M(l—%t)k/’”+mt—M}, t €(0,00).

m—Fk

Cviceni 10.15. Naleznéte kiivky s vlastnosti, ze podil vzdalenosti poc¢itku soutadnic od tecny a od
normély je v libovolném bodé roven dané konstanté .

Vyisledky. Ce*@o®r/x = \/x21y2, CeR*.

Cviceni 10.16. Urcete ortogonalni trajektorie téchto soustav krivek:
yxy=C, CeR; b)x*+)y’=Cy, CeR\{0}.

Vyisledy. a)y*> —x*=C,C€R; b)x?+y?>=Cx, C€R\{0}.

Cviceni 10.17. Hmotny bod o hmotnosti 7 se pohybuje po ptimce z bodu A do bodu B piisobenim
konstantni sily F. Odpor prostredi je tmérny vzdalenosti pohybujiciho se bodu od bodu B a na zacatku
pohybu (v bodé A) je roven f (f < F). Polatedni rychlost hmotného bodu je nulova. Za jakou dobu
dorazi hmotny bod do bodu B, je-li vzdalenost A a B rovna [?
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Vysledky. T = lelnFJr— ";:(jf_f)

Cviceni 10.18. Je-li osa htidele turbiny ve vodorovné poloze a neleZi-li téZité disku upevnéného na
hridel na ose hiidele, pak prihyb y osy hiidele pfi jeho rotaci je dan diferencialn{ rovnici

dzy 1 2 2
@+ %—w Yy =gcoswt+w’e,

kde 7 je hmotnost disku, @ je konstanta z4visl4 na zptisobu upevnéni konct osy htidele, w je Gthlova
. / v VVeV_ VvV . v /7 V.V ’ 4 . 4 ’ .
rychlost rotace a e je vystrednost tézisté disku. Urcete obecné feseni této diferencialni rovnice (pro

1/(ma)# w?).
Vyisledky. Je-li % > w?, pak y(t) = C, coskt + Cysinkt + 5~ coswt + %2, C,,C, €R, kde k? =

. 2
mia—wz.]e—h % < w? pak y(t)=C, ek +C ek — Tz coswt— 7, €, C, €R, kde k2 = a)z—#.

Cviceni 10.19. Retéz o délce 6 m klouZe se stolu, pri¢emz na potitku pohybu visel se stolu 1 m fetézu.
Piedpokladejme, Ze sila, kterd na pohyb fetézu ptisobt, je tmérna délce visiciho fetézu (tfeni pritom
zanedbdvime). Za jakou dobu sklouzne se stolu cely retéz?

Vyisledky. T = \/gln(() + ‘/ﬁ)

11 ZAaklady teorie soustav ODR

V inZenyrské praxi se se soustavami obycejnych diferencialnich rovnic (SODR) setkdvime predev$im
v tlohich souvisejicich s mechanikou. Pfikladem miiZe byt Gloha popsat drahu hmotného bodu po-
hybujiciho se v prostoru vlivem plisoben{ dané sily, pficemz je zndma pocateéni poloha a podatecni
rychlost tohoto bodu (viz piiklad 11.4). V dal$im textu uvidime, Ze bez Gjmy na obecnosti se stal
zabyvat pouze soustavami diferencilnich rovnic prvniho fadu (SODR1). Tyto soustavy zobecnuji pojem
jedné (skaldrni) diferenciilni rovnice prvntho radu, a to v odli$ném smyslu, nez tak Cinily diferenciilni
rovnice n-tého tidu. Proto je pfirozené se zabyvat témito otdzkami: Existuje néjaka souvislost mezi
SODR1 a ODR#? Pokud ano, jak se promita do zakladnich otazek tykajicich se zakladu teorie soustav
nelinearnich a linearnich ODR1?

11.1  Druhy feSeni soustav ODR1 a jejich geometricky vyznam
Vétdina zdkladnich pojmi souvisejicich se soustavami diferencidlnich rovnic prvniho radu je ptimym
zobecnénim pojmt ze sekce 5.

\

Definice 11.1. a) Soustavu 7 diferencialnich rovnic prvniho radu tvaru

yi :}q(x)yl""’yn)’

[
%= i g 20) i

In =615 3 00)s

kde funkce £, (k =1,...,7) jsou definovany na (7 + 1)-rozmérné oblasti £2 C R**', nazyvame normdini
soustavou obylenych diferencidlnich rovnic proniho vddu (SODR1I).

b) Resenim normalni soustavy (11.1) nazyvame kazdou n-tici funkci tvaru
Y1 = (%), Y, = (%), <oy 9, = 0,(x), (11.2)

které jsou spojité derivovatelné v néjakém intervalu I a po dosazeni vyhovuji dané soustavé (11.1) pro
vSechna x € 1.
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¢) Ulohu uréit feSeni soustavy (11.1), které vyhovuje 7 poldtecnim podminkdm

11(x%0) =& 3a(%0) =&, -, 3, (x0) =6, (11.3)

kde (x,,¢&5,...,&,) € 12 je libovolny, ale pevné dany bod, nazyvime pocitecni stlohou.

Pozndmka 11.2 - Druhy feeni SODR1 a jejich geometrickd inferpretace. Pojmy obecné, partikularni
a vyjimecné feseni zavddime v podobném smyslu jako v ptipadé skalarni ODR. Zatimco pocet obecnych
konstant vystupujicich v obecném feseni skaldrni ODR zvisel na jejim radu, v pripadé SODR1 je toto
¢islo dano poctem rovnic v soustave.

Nyni ukdZeme, Ze geometricky lze feSeni SODR1 interpretovat dvojim zptsobem. Jednak jako
mnozinu vSech bodli (x, #,(x),..., #,(x)) € 2 C R** kde x € I. Takova mnoZina se nazjva integrilni
kiivka soustavy (11.1). Tento pojem je tedy pfimym rozsifenim pojmu integrilni kfivka, ktery byl
zaveden jako graf feSeni skalirn{ ODR. Uvedené feseni vsak lze také chipat jako mnoZinu vSech bodt
(u(x)s...,n,(x)) €R?, kde x € I, tedy jako kiivku v R” danou parametrickymi rovnicemi

Y1 = uy(x), 3y = ty(x), oo s ¥, = 1,(x), x€l.

Tato ktivka se nazyva (fizovd) trajektorie rovnice (11.1) a mnozina R”, v niZ jsou hodnoty (stavy)
fedeni zobrazeny, se nazyva fizovy (stavovy) prostor. Souvislost mezi témito pojmy je ndsledujici: fizova
trajektorie je prumétem integralni krivky do fazového prostoru.

Piiklad 11.3. Tlustrujme vy$e uvedené pojmy na piikladu soustavy
Y=
Y=
V prikladu 12.8 uvidime, Ze obecnym fe$enim této soustavy je dvojice funkci
y,(x)=C,cosx —C,sinx, y,(x)=C,sinx + C,cosx, C,CeR
neboli
yi(x)=Acos(x +¢), y,(x)=Asin(x + ¢), C>0, —rn<¢p<m,
kde ekvivalentnost obou vyjidrent je dina vztahy C; = Acos ¢ a C, = Asin¢. Z posledniho vyjadieni
okam?zité plyne, Ze pro slozky feSeni plati
ity =C
Na zakladé tohoto vztahu pak snadno znizornime integralni ktivky (obrizek 11.1 vlevo), resp. fizové
trajektorie (obrizek 11.1 vpravo) dané soustavy.

V2

)1

Obrazek 11.1: Integralni kiivka (vlevo) a nékolik trajektorii (vpravo) soustavy y; =—y,, ¥, =

Fézovym prostorem je zde prostor R”. Sipky na fizovych trajektoriich pfitom vyznacuji smér toku
Casu.
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11.2 Vztah soustav ODR1 a ODRN

Jiz jsme konstatovali, Ze v dal$im textu se budeme zabyvat pouze soustavami diferencialnich rovnic
prvntho tadu, a to ve tvaru (11.1), nebot’ viechny soustavy ODR, které se ve fyzikalni a technické praxi
vyskytuji, se daji na tvar (11.1) prevést, jak ilustruje nasledujici priklad.

Pfiklad 11.4. Cela mechanika hmotného bodu a tuhého télesa (véetné pribuznych oborti) v prostoru
je vybudovana na druhém Newtonové zdkoné, ktery mé obecné tvar soustavy tii nelineirnich ODR

druhého radu:

x(t> :X(tsx(t)’y(t)’z(t)a
J(2) =Y (t,x(2),p(1), 2(¢), %(2 ), (¢), (1)) (11.4)
#(t)= Z(t,x(t),y(t),z(t),a'c(t),y(t),z'(t)),

kde teCkou zna¢ime derivaci podle ¢asu ¢ a kde
X(t,555)-55)s Y (£,51585-38¢)s Z(£,5155y--55)

jsou dané funkce. Poc4tecni podminky jsou tvaru

x(ty) = %95 ¥(tg) = yos 2(t5) = 2o (11.5)
X(ty) = g, §(to) = vy, 2(ty) = Wy, (11.6)

kde 24, xq, Yos Zg» #os Vos Wy jsou dand Cisla.
Ulohu (11.4)-(11.6) pievedeme na tlohu (11.1), (11.3) takto: PoloZime

u(t):=x(t), v(t):=7y(¢t), w(t):=2(¢). (11.7)
Potom rovnice (11.4) lze psat ve tvaru
#(1) =X (2,%(2), y(2), 2(2), u(t), v(2), w(t)),

o(2) =Y (t,x(2),5(¢), 2(¢), u(t), v(t), w(2)), (11.8)
w(t)=Z(t,x(t),y(t), z(t), u(t), v(¢),

g
—~

o~
N
=

t) (11.9)
2(t) = w(t).
Pocatetni podminky (11.5), (11.6) lze nyni psat takto:
x(ty) = %o, ¥(to) = Yo» 2(to) = Zo (11.10)

(o) = g, V(to) =, w(Ly) = W,
Rovnice (11.8), (11.9) tvoti SODR typu (11.1) (tedy SODR1) pro Sest nezndmych funkci #, v, w, x, v, z.

Pozndmka 11.5. Polateéni Glohy (11.4)-(11.6) a (11.8)-(11.10) jsou ekvivalentni. V piikladu 11.4 jsme
dokdzali implikaci (11.4)-(11.6) = (11.8)-(11.10). Dtikaz opacné implikace (11.8)-(11.8) = (11.4)-(11.6)
je také snadny: do pravych stran (11.8) dosadime z rovnic (11.9) a derivace #(t), 9(¢), @(¢) na levych
strandch (11.8) vyjadtime pomoci (11.9), tj.

() =x(t), 0(¢) = 3(t), w(t)=2(2).

Tim ziskdme soustavu (11.4). Poldte¢ni podminky (11.5) jsou prvni tfi podminky (11.10); podminky
(11.6) dostaneme, kdy?Z levé strany poslednich ttf podminek (11.10) vyjadfime pomoci (11.9).
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Piiklad 11.6. Pocateéni Glohu
yW=2y"+y=0,  »(0)=0,y'(0)=1,5"(0)=0,5"(0)=—1 (11.11)
prevedeme na pocatecni Glohu pro SODR1. Polozime
=y yi=yh y=yl ye=yt
Pak Ize Glohu (11.11) pfepsat na tvar

/
1=
Y=Y
2=V
I 71(0)=0, »,(0)=1, ;(0)=0, »,(0)=—1. (11.12)
V3=
/_
V4=2y93—91,

Nyni je snadné si rozmyslet, jak spolu souvisi reSeni tlohy (11.11) a dlohy (11.12).

Pozndmky 11.7. a) Diky pravé uvedenému postupu lze konstatovat, Ze kazdou diferencialni rovnici
n-tého tadu je mozné prevést na soustavu n diferencidlnich rovnic tadu prvniho. Podobné, kazdou
soustavu rovnic vy$$iho radu lze zredukovat na soustavu rovnic prvniho radu. Je tedy skute¢né bez Gjmy
na obecnosti, kdyZ se zabyvime pouze soustavami rovnic prvniho ridu.

b) Opacny postup, tj. prevod SODR1 na ODR#, obecné mozny neni. V piipade soustav linedrnich
ODRI1 viak proveditelny je a tomuto postupu se rika eliminacni metoda. Vyslednou rovnici je tedy
linedrni ODR#, kterou jsme v urditych pripadech schopni exaktné fesit. Princip metody bude patrny
z nasledujiciho prikladu.

Pfiklad 11.8. Elimina¢ni metodou vyfe$me pocate¢ni tlohu
=4y —3y, —14 0)=—2
N="""17) > NWV)=—2
/
V2
Reseni. Ze soustavy eliminujme napiiklad funkci y, tak, Ze druhou rovnici vyndsobime dvéma a odedte-
me od ni prvni rovnici, ¢cimZ dostaneme

2y, — v, =—79,+ 14. (11.13)

Nyni z rovnice, ktera neobsahuje derivaci eliminované funkee, tj. z druhé rovnice, vyjadiime y, a danou
rovnost zderivujeme

, 1

1, s 5
NE=INTN D = (11.14)

Tuto derivaci dosad'me do (11.13), tj. mame
L, 5, _ 1, 9, _
ntoyton=—rntlt = Syt ont7y, =14
2 2 2 2
a po Gpravé
¥y +9y, + 14y, = 28, (11.15)
coz je LODR2. Ptislu$na charakteristicka rovnice
A +9A+14=0

2. 7%

ma kofeny A; =—2a A, =—7, coz dava dvojici linearné nezavislych reseni #,(x) = e a u,y(x) = e™’*.
Hledame-li partikularni feseni ve tvaru y ,(x) = A, pak metoda neurcitych koeficientd dava y ,(x) =2

a obecné feseni rovnice (11.15) je

y(x)=Ce ™ 4+ Cye7* +2.
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Dosazenim této funkce a jeji derivace do (11.14) dostaneme prvni slozku refeni y, ve tvaru
3 —2x —7x
yl(x):—ECIe + C,e™* —5.

S vyuzitim maticového zépisu tedy zadana soustava ma obecné reseni

=)= (e )+ (3)

Dosadime-li nyni do obecného feseni hodnoty z podate¢nich podminek, dostaneme soustavu linedrnich

()= V@)

ktera mé fedeni C, = —2, C, =0, a tedy nase pocatecn{ tiloha ma fedeni

y(x)= <_32> e+ <_25> .

Pozndmka 11.9. U soustav tii a vice rovnic se eliminatni metoda jiz pfili§ nepouziv4, ponévadz v téchto
ptipadech je pracnd a vyzaduje nemalou matematickou zruénost.

Vrat'me se zpét k nelinedrnim soustavdm ODRI. JiZ jsme uvedli, Ze vySe ilustrovand elimina¢ni
metoda zde obecné pouZit nelze; existuji vSak piipady, kdy prevod dané nelinedrni SODR1 na skaldrni
ODR# proveditelny je. Asi nés prilis neprekvapi, ze vznikld ODR7 je také nelinedrni. Iz této jednoduché
/ / /N ’ . v v ’ . / ’ . 4 M v
tvahy vyplyva, Ze obecné algoritmy pro fedeni nelinedrnich soustav ODR1 neexistuji. Proto je opét
dulezité mit informaci alespori o existenci, ptip. jednoznacnosti hledaného feseni. Nasledujici véta je
analogii vét 6.1a 7.1, a pojednava o existenci a jednoznaénosti feSeni pocateéni Glohy (11.1), (11.3).

u Véta 11.10. Necht’ vsechny funkce f, = f,(x,9,,...,5,) (k = 1,...,n), vystupujici v (11.1), splnuji tyto
dva predpoklady:

(P1”) Jsou spojité na né&jakém okoli O C R™™ bodu (x4, &,,...,&,);

(P27) Maji na O ohranicené parcidlni derivace

o %
dy,” dy,’ 7 9y,

Porom md pocarecni dloba (11.1), (11.3) prdvé jedno feseni y, = u,(x),...,y, = u,(x), které je definované
v néjakém intervalu obsahujicim politecnt bod x, ve svém vnitrku.

11.3 Zdklady teorie soustav linedrnich ODRI

V této podsekci se zaméfime na soustavy linedrnich diferencidlnich rovnic a popi$eme strukturu jejich
v v 7’
fedeni.

Definice 11.11. Soustavou linedrnich obycejnych diferencidlnich rovnic prvatho radu (SLODR1) roZD
mime soustavu

1= ay(X)y; +ap(x)y, + - +ay,(x)y, + by(x),

3’; = ay (X)y; +ay(x)y, + - +ay,(x)y, + by(x), (11.16)

y; :anl(x>y1 +ﬂn2(x)y2 +- +ﬂnn(x)yn + bn(x)'

Funkce a,y,...,a,, nazyvime koeficienty soustavy, n-tici funkei b,,..., b, nazyvime pravon stranou

soustavy, a o vSech téchto funkcich predpoklidime, Ze jsou definoviny na néjakém intervalu 7 a jsou zde
"y
spojité.
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Jsou-li viechny funkce 4,,...,5, nulové na celém intervalu I, pak hovorime o homogenni soustavé,
v opa¢ném pripadé, tj. je-li alesport jedna funkce ; (i =1,...,7) nenulova, o nehomogenni soustave.

Pozndmka 11.12. 'V maticovém zapisu piseme

Y =A(x)y +b(x),

kde
i ay(x)  ap(x) ... ay(x) M1 by(x)
, yé ay(x) apn(x) ... ay,(x) )2 by(x)
Yy = .k A(x): . : . : > Y= E b(x): .
y;z ﬂnl(x) ﬂﬂ2<x) ﬂnn(x> yn bn<x)

Na zékladé poznamky 11.7b) jiz vime, ze SLODRI1 lze prevést na LODR#. Proto je prirozené
ocekévat, ze struktura a vlastnosti feseni SLODR1 budou velmi podobné jako v piipadé LODRz.
Podstatné vlastnosti uvedeme bez dikazli, argumentace by byla podobn4 jako v pripadé LODR#7
v podsekci 7.2.

Nejprve zformulujeme prisluSnou vétu o globalni existenci a jednoznacnosti resent.

= Véta 11.13. Necht’ matice koeficientii A a pravd strana b jsou spojité na intervalu I, a necht’ x, € I. Pak
pocatecni wloba (11.16), (11.3) md jediné tesent, definované na celém intervalu I.

Homogenni SLODR1
V této soustavé je b(x) = 0 pro kazdé x € I. Dand SLODRI se tedy redukuje na tvar

y =A(x)y. (11.17)

= V&ta 11.14. Necht’ vektorové funkce u,,u,, ..., u, (k je libovolné prirozené {islo) jsou vesenimi soustavy
(11.17). Potom jejich linedrni kombinace

y=Cu +Gu,+---+ Cuy

Je také tesenim rovnice (11.17).

. . v
Definice 11.15. Necht f,,1,,...,f, jsou vektorové funkce o 7 slozkach definované na intervalu 7. Rek-
neme, ze tyto funkce jsou linedrné nezavislé na I, jestlize rovnost

Cf(x)+Cfy(x)+---+C,f,(x)=0  proxel (11.18)

plati pouze v pfipadé, kdy C,=C,=---=C, =0.

Pro dané x € I rovnost (11.18) predstavuje soustavu 7 (algebraickych) linedrnich rovnic. Podle
Frobeniovy véty je jednoznalné feitelnd, je-li determinant matice soustavy nenulovy, v takovém pripadé

’ 7 V7 v /7 VoV ’ 4 v 4 . 4 4 v ’ / 4
musi byt piislusné feseni C, ..., C, nulové, protoze prava strana je nulova. Na zakladé této ivahy mame
nésledujici test linedrni nezavislosti n-tice vektorovych funkel.

m Véta 11.16. Necht'f,1,,... .1, jsou vektorové funkce o n slozkdch definované na intervalu I. Je-li

][1,1(’“) fZ,l(x) fn,l(x)

det(f, .., £ )(x) = det hale) - fual®) - )

fin(®) foa(x) o foa(x)
(f.,; znaci j-tou slozkn vektorové funkce £,) v alesport jednom bodé x € I, pak £,,1,,....£, jsou linedrné
nezdvislé na I.
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Pozndmka 11.17. VySe uvedeny determinant je analogii wronskidnu pro vektorovy pripad.
= Véta 11.18. Necht’ vektorové funkce u,,u,, ..., u, vest soustavn (11.17) na intervalu I. Pak jsou linedrné
nezavislé na I, pravé kdyz
det(uy,u,,...,u,)(x) #0  pro vsechna x€l.
Hlavnim vysledkem teorie homogennich SLODR1 je nasledujici analogie véty 7.17.

= Véta 11.19. Necht' u,,u,, ..., u,, jsou vesenimi homogenni SLODR1 (11.17) na I, kterd jsou zde linedrné
nezavisld. Potom kaZdé veseni y této soustavy lze psdt jednoznacné ve tvaru

y(x) = Ciuy(x) + Guy(x) + -+ Cu, (x),
kde C,,C,,...,C, jsou vhodné konstanty.
Pozndmka 11.20. Libovolnou n-tici linedrné nezavislych feseni soustavy (11.17) (kterd ma 7 rovnic)

nazyvame fundamentdlni systém fesent této soustavy. Usporadime-li tato fedeni do sloupcti, pak vzniklou
matici nazyvame fundamentdlni matici veseni a oznacujeme ji U(x).

Nehomogenni SLODRI
V ptipadé nehomogenni SLODRI, tj. soustavy
y = A(x)y +b(x), (11.19)

kde b(x) # 0 pro néjaké x € I, neni tézké ovéfit nasledujici analogii véty 7.20.

w Véta 11.21. Necht' uy,u,,...,u, je fundamentalni systém veseni homogenni SLODR1 (11.17) a'y , je

sV Y s

néjaké partikuldrni veseni nehomogenni SLODR1 (11.19). Pak obecné tesent soustavy (11.19) lze napsat ve
tvaru

y(x) = Cuy(x) + Guy(x) +--- 4+ Cu,(x) +YP(x)’
kde C,,...,C, €R.
Pozndmka 11.22 - princip superpozice. Pro nehomogenni SLODR1 plati také analogie véty 7.21, tj.
je-li mozné pravou stranu b psat jako
b(x) =b,(x) +b,(x) +--- +by(x),
pficemzy, je feseni soustavy
Y =A(x)y +b;(x),
pak
Yo=Yp TYp T tYy,

je partikuldrnim fesenim soustavy (11.19).

Priklady k procviceni
Cviceni 11.23. Preved'te potatecni Glohu y® = xy + (y”)%, y(0) = 1, y’(0) = —1, y”(0) =0, y”'(0) =2
na pocéte¢ni ilohu pro SODR1.

Cviceni 11.24. Rozhodnéte, zda vektorové funkce

1 —CosXx —sinx
u(x)=| 0 |, v(x)= sinx |, w(x)=| —cosx
0 CosX sinx

tvoii fundamentéln{ systém feseni homogenni soustavy linedrnich diferencialnich rovnic y; = y,, y; = s,

¥, =y, na R

Vyisledky. Ano, tvori (uvedené vektorové funkce jsou lineirné nezavisla reseni na R).
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12 Metody feseni soustav linedrnich ODR1 s konstantnimi koeficienty

V predchazejici sekci jsme se sezndmili s eliminacni metodou reseni SLODRI, kter spocivala v prevodu
této soustavy na jednu LODR#. Nen{ tézké si rozmyslet, Ze pokud je matice dané soustavy konstantni,
maé vznikld LODR# konstantni koeficienty. PonévadZ problematikou reseni LODR#7 s konstantnimi
koeficienty jsme se zabyvali v sekci osmé, zd4 se byt otdzka nalezenf feseni téchto soustav vyteSena. To
je vsak pravda pouze ¢astecnd. Jiz jsme zminili, Ze elimina¢ni metoda miZe byt pocetné komplikovana.
Navic to neni vlastni metoda feSeni, nybrz pfevadi problém na jiny problém. Proto se v této sekei
zamétime na nasledujici otazky: Existuji néjaké alternativni metody feSeni SLODR1 s konstantn{ matici
soustavy? Pokud ano, jaky je jejich vztah k metoddm pouZivanym pro fe$eni LODR#7 s konstantnimi
koeficienty? A maji tyto metody néjaky dal$i ptinos?
Tyto otdzky zodpovime nejprve v homogennim pripade.

12.1  Homogenni soustavy linedrnich ODR1 s konstantnimi koeficienty

Homogenni SLODR1 s konstantnimi koeficienty rozumime soustavu (11.17), ve které je matice soustavy
konstantni (prvky jsou reilna Cisla), tj.

y = Ay. (12.1)

P Ve . . .V
Ve srovnani s elimina¢ni metodou prfinasi efektivnéjsi néstroj reseni soustavy (12.1) metoda popsana
v nasledujicim odstavei.

Metoda viastnich Cisel (Eulerova)
V principu se jedna o podobny postup jako pii hledani fundamentalniho systému reseni v pripadé
LODR#. Nicméné, ponévadz se pohybujeme ve vyssi dimenzi, je z teoretického i praktického hlediska
naro¢néjsi.

Podobné jako v podsekci 8.1 hleddme Feseni ve tvaru u(x) = he’*, kde h je &iselny vektor (jeho
slozky mohou byt i komplexni &isla). Potieba je ale zdliraznit, Ze tento vektor mus{ byt nenulovy, nebot’
nulové feseni nemtze byt soucasti fundamentalniho systému fedeni. Dosazenim do (12.1) dostavime

Ahe® = Ahe® = Ah—Ah=0,
coz po vytknuti vektoru h dava soustavu linearnich rovnic
(A—AE)h=0 (E je jednotkova matice). (12.2)

Z linedrni algebry je zndmo, Ze takové soustava ma nenulové feeni (ne jediné) pouze v pripadé, je-li
matice (A — AE) singularni, tj.

det(A— AE) =0. (12.3)

Hodnoty A, pro které plati posledni vztah, se nazyvaji vlastni éisla matice A a ptislu$né nenulové vektory
h, které ziskime jako feSeni soustavy (12.2), se nazyvaji vlastni vektory. Samotna rovnice (12.3) se
nazyva charakteristickd rovnice matice A. Jejim reSenim je 7 (obecné komplexnich) vlastnich cisel (vetne
vicenasobnych).

Pozndmka 12.1. Podobné jako u LODR#7, nejjednodussi pripad nastane, kdy vlastni ¢isla matice A jsou
realnd a vzdjemné rtizna. Slozitéj$ situace je pak v pripadé vicenasobnych kofent. Podrobnéji si nyni
probereme pripady 7» =2 a n =3, které jsou v aplikacich nejbéZnéjsi. Nékteré z dalSich pasazi nebudeme
detailné zdtvodiovat; k jejich Gplnému pochopeni by bylo zapottebi hlubsich znalosti z linearni algebry.

Plipad n=2
a) Matice soustavy A mé dvé rizné (redln4) vlastni ¢isla A; # A,. Potom soustava (12.1) ma dvé linedrné
nezavisla feseni
A A
u,(x)=he"*, u,y(x)=h,e?,
kde h, (resp. h,) je vlastn{ vektor ptislusny vlastnimu &islu A, (resp. 4,). Linedrni nezavislost lze snadno
oveérit pomoci véty 11.16.
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Priklad 12.2. Metodou vlastnich ¢isel fesme soustavu

Reseni, Plati

—4—) =3

det(A—AE):det( 5 5.

>:(4—{—/1)(5—}—/1)—6:/12-}—9/1—{—14:(/1+2)(/1+7):0.

Odtud A, =—2, A, = —7. Abychom mohli ur¢it vlastni vektory, musime tyto hodnoty dosadit do (12.2):
Pro A, =—2 mame soustavu

) = nel2) = wom()e

—_———
A—)\E

Vektor h, jsme urcili jako feSeni rovnice —2h! —3h; =0, jednu slozku tedy volime a druhou dopoitime.
Vsimnéme si, Ze jej staci brat jako kolmy vektor k vektoru, ktery tvofi prvni fadek matice soustavy.

Pro A, =—7 mime
3 —3\/h2\ (0 1 N o
(5 2))=0) = m=(1) = weo=(;)e
—_————
A—AE

Obecné feSeni zadané soustavy tedy podle véty 11.19 je

y(x)=C, <_32> T 4G G)e—”, C,C,€R.

Pozndmka 12.3. Pro vypodet vlastnich ¢isel matice A druhého radu muze byt uZite¢na identita
det(A— AE) = 2> —tr(A) + det (A), (12.4)
kde tr(A) je stopa matice A, coz je soulet prvki na hlavni diagonale, tj. tr(A) = a,, + a,,.

b) Matice soustavy A ma jedno realné dvojnasobné vlastni Cislo A, , = A,. V tomto pripadé je potreba
déle rozlidit, zda je defekt matice (A — A E) roven jedné nebo dvéma. Defekt matice (A — A_E) je ¢islo

d(A—AE)=n—h(A—AE),
kde 7 je polet tadkti a h(A — A,E) je hodnost matice (A — A E). Toto ¢islo uddvd maximalni podet
linedrné nezavislych reseni h soustavy (A— A E)h = 0.

Odtud plyne, Ze je-li defekt matice roven dvéma, podaif se nAm nalézt dva linedrné nezavislé vlastni
/ M 4 v . [N ’
vektory hy, h,, ke kterym dostaneme dve linearne nezavisla resent

u,(x)= hlei’*", u,(x)= hzeA*x.

Je-li defekt roven jedné, podari se ndm urcit pouze jeden vlastni vektor h, (jakykoliv dalsi by jiz byl
linedrné zavisly s vektorem predchazejicim). Potom dvé linedrné nezavisla fedent lze psat ve tvaru

u,(x)=het, uy(x) = (h,x +hy)e, (12.5)
kde vektor h, (nékdy nazyvany jako zobecnény vlastni vektor) lze uréit jako reSeni soustavy

(A—AE)h,=h,. (12.6)
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Piiklad 12.4. Vyfe$me soustavu
Y1 =291
Y2 =29,

Reseni. Podle (12.4) plati det(A — AE) = 22— 41+ 4 = (1—2)? = 0. Odtud A, =A, =2.Plati

/00
A—A*E_<O O).

Tato matice mé defekt 2, soustava (A — A, E)h = 0 je tedy splnéna pro jakykoliv vektor h. Linearné
nezavislou dvojici vlastnich vektora volme co nejjednoduseji, napt.

() o)

Fundamentalni dvojici fedeni lze pak psat jako

u(x)= <(1)> e, u,(x)= <(1)>ezx,

Ly g .
a obecné resenti tedy je

1\ 5 0\ ,, [Ce*
y(x)zcl <O>ez +C2<1>62 :<C;er>> Cl»CZER'

Pozndmka 12.5. Tento piipad neni z praktického hlediska zajimavy. Zadanou soustavu lze chipat jako
dvojici na sobé nezavislych LODRI, lze ji tedy také resit postupnou integraci jednotlivych rovnic.

Pfiklad 12.6. VyfreSme soustavu

J’{ =—7y;+9,,
Y2 ="D1— D2

~

¢
Reseni. Pro charakteristickou rovnici plati

—7—A 9

dee(a—B)=dee 47

>:AZ+8A+16:(A+4)ZZO,

Odtud A, , = A, = —4. Matice

-3 9
A—A*E:<_l 3>

ma nyni defekt 1, vlastni vektor h; zvolme napt. jako

h, = G) , cozdavd u(x)= <i> e,

Kazdy dalsi vektor by uz byl na h, linearné zavisly, a je proto potfeba postupovat podle vztaht (12.5)
a (12.6), tj. nejprve uréime vektor h, ze soustavy

-3 9 <h12>_ 3>
(5 3)G)=0)
—_— —~—
A+4E h,

Jeden tidek je v soustavé je opét linedrné zavisly, mdme tedy podminku —h? + 352 = 1. Odtud napt.

h, = <_01> adruhé feSenije  u,(x)= |:<i> x+ <_01>] e = <3xx_ 1> e,
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Obecné fedeni potom je
y(x)=C, <i> e+ G, <3xx— 1> e*, C,CeR.

Pozndmka 12.7. Z predchoziho piikladu je patrny rozdil oproti LODR2. V ptipadé dvojnisobného cha-
rakteristického kotene A, , = A, je dvojice feSeni tvaru #,(x) = e**, u,(x) = xe™*, kdeZto v pfedchozim

ptikladé méme
A . Ax+C M
u)=(5)en  w=(rp)e

tj. druhé fefeni nedostaneme vynisobenim proménnou x! (Je tfeba o jedni¢ku zvysit stupen polynomu.)

¢) Matice soustavy A mé dvé komplexné sdruzend vlastni &isla A, , = u £iv. K témto komplexné

v / v/ o b4 4 v v ! ’ > . V7 v se & ga ’ v
sdruzenym cislum existuji komplexné sdruzené vlastni vektory h, , = r £ is. Ptislu$nou dvojici linearné
nezavislych feSeni lze potom napsat ve tvaru

uj,(x)=(r+ is)elHEVY = ef"‘[(r cosyx —ssinvx) £i(scosvx +rsin vx)]

Abychom se tomuto komplexnimu fe$eni vyhnuli, provedeme stejny obrat jako v podsekci 8.1. Linerni-
. . . _ 1 % % _ 1 % % EEEET ’ v JERIRTY, ’ ,
mi kqmbmaceml u, = ;3(uj +u3) au, = 5 (uj —u;) dostaneme dvojici linearné nezavislych realnych

feSeni

u,(x) =e**(rcosyx —ssinvx), u,(x) = e*(scosvx +rsinvx). (12.7)

Piiklad 12.8. Vyfe$me soustavu

v N
Reseni. Resenim charakteristické rovnice

A -1

det(A — JE) = det< L

):A2+1:o

je dvojice komplexné sdruzenych vlastnich ¢isel A, , = =i. Do soustavy (12.2) dosad' me napr. A, =i. To

vede na

Vynasobime-li druhy radek ¢islem —i dostaneme

& 2D6)=6)

coz je tvar, ze kterého je vidét, Ze jeden tadek v soustavé je skutecné linedrné zavisly. Odtud

—ih{—hy=0 = h,= <_11> = <é> +i <_01>
-
r S
Pozor! Vsimnéme si, ze v posledni rovnosti jsme vlastni vektor rozepsali se znaménkem plus mezi
redlnou a imaginérni &sti. Kdybychom jej napsali jako h, = (;)—i(3), neodpovidala by nm znaménka
ve vzorcich (12.7). Je tedy tieba dbat zasady, Ze bereme-li vlastni éislo u + iv, pak je tieba psat prislusny
vlastni vektor jako r +is, a bereme-li vlastni ¢islo u —iv, pak je treba psat piislusny vlastni vektor jako
r—is. Nyni sta¢i dosadit do (12.7), éimz dostdvime dvojici linedrné nezavislych feSeni ve tvaru

u(x)= <é> cosx — <_Ol> sinx, u,(x)= <_Ol> cosx + <é> sinx.
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Odtud

_ 1 0. 0 1\ . 1_/Cicosx+C,sinx
y(x)=C, |:<O> cosx — <_1>s1n x:|+C2 [(_1>cosx + <O> smx] = <C1 sinx—C, cosx> , C,GCeR.
Polozime-li C; = Acos ¢ a C, = —Asin ¢, dostaneme pomoci souctovych vzorct y,(x) = Acos(x + ¢),

¥,(x) = Asin(x + ¢) (srovnejte s piikladem z Gvodu podsekce 11.2).

Plipad n=3
a) Matice soustavy A m4 tii navzajem ruzna realnd vlastni éisla A, 4,, A;. Potom soustava ma tri linearné
nez4visla fedeni
— A _ A _ A
u,(x)=he", u,(x)=hye™, uy(x)=hse"",
kde h,, h, a h, jsou ptislusné vlastni vektory k A,, A, a A;.

b) Matice soustavy A ma jedno realné dvojnasobné vlastni Cislo A, , = A, a tfeti realné vlastni ¢islo

A # A, . . .
. . 7 7’ . . 7 Ja 4 4
Potom, je-li d(A — A,E) = 2, podafi se ndim uréit dva linedrné nezavislé vlastni vektory h,, h,
V7 v 7 7 ’ V7 4 S /4 v . / v v 7’
prisludejici vlastnimu Cislu A,. Odtud méme trojici linedrné nezavislych feseni

u,(x)= hle/LX s wy(x)= hze/lyx s wy(x)= h3e&x >

kde h; je vlastni vektor piislusejici vlastnimu &islu A;.
Je-lid(A— A,E) = 1, lze urcit jeden vlastni vektor h, prislusejici vlastnimu &islu A, . Trojice linedrné
nezavislych feSeni je potom déna

u,(x)= hlex*x s uy(x)=(hx+ h2>el*x s y(x)= hse%x >

kde vektor h, je feSenim soustavy (A — A, E)h, = h, a h; je vlastni vektor ptislusejici vlastnimu ¢islu A;.

¢) Matice soustavy A ma dvé komplexné sdruzena vlastni &isla A, , = u £ iv a jedno realné vlastni
dislo A,. Potom trojice linedrné nezavislych resent je tvaru

u,(x) = e (rcosvx —ssinvx), u,(x)=e"*(scosvx +rsinvx), u,(x)=h,ed",

kde r % is jsou vlastni vektory pfislusejici @ £15 a h; je vlastni vektor prislusejici ;.
d) Matice soustavy A ma ]Can trolnasobne (realné) vlastni Cislo A, ,5 = A,.

Jelid(A—A,E)=3, ]e mo¥né urdit trojici line4rné nezavislych vektort hp h,, h;, a tedy trojice
linedrné nezavislych fedent je

u,(x)= hleA*X , uy(x)= hzeA*’x, uy(x)= h3eA*".

Tento piipad vsak neni, podobné jako v pripadé 7 = 2, zajimavy.
Je-lid(A—A_E) =2, je moZné uréit dva linedrné nezévislé vektory h,, h,. Trojice linedrné nezavislych
feSeni je potom ve tvaru

ul(x):hﬁi*xs uz(x):hzeA*’“, u3(x):[(ah1+,3h2)x+h3]eA

kde a, 8 € R jsou vhodné konstanty a vektor h; je fesenim soustavy (A — A, E)h; = oh, + Sh, (asto je
mozné volita =1, B =0, resp. @ =0, 8 = 1, obecné viak nikoliv, protoze dana soustava nemusi mit pro
tyto hodnoty fefent).

Je-li d(A— AE) =1, potom je mozné urcit jeden vlastni vektor h, a trojice linedrné nezavislych
fedeni je ve tvaru

2
u1(x):h1ex*xs uz(x):(h1x+h2)e"»x, u3(x):<h1%+h2x+h3>e/l

kde vektory h, a h; uréime ze soustav (A— A, E)h, =h,, (A— A E)h; =h,.

Pozndmka 12.9. Celkem tedy mame Ctyti varianty v pripadé » = 2 a sedm variant v pripadé » = 3.
Ptipady 7 > 4 by byl kombinaci vy$e uvedenych postupt.
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Piiklad 12.10. Vyfte$me soustavu

Y ; =2y, 4+,

y; = 2y, + s
/

V3= 2y,.

Resent. Charakteristicka rovnice
2— A 1 0
det(A—AE)=det| 0 2—1 1 |=(2—=A’=0
0 0 2— A

ma jeden trojnasobny koten A, ,; = 2 (jedna se tedy o pripad popsany v odstavci d)). Dosazenim do
(12.2) dostaneme soustavu

0 1 0\ /h 0
0 0 1)(h)=(0 (12.8)
0 0 o/ \hl 0

Vidime, Ze v této soustavé je zbyteény jeden fadek (ten posledni), a proto d(A — AE) = 1. Pti pohledu na
soustavu (12.8) musi byt b} = b} =0. Prvni slozku b zvolme libovolné, napt. b} =1, tj.

1 1
h,={0] a u(x)={0]e*
0

Vektor h, urc¢ime ze soustavy

(A—AE)h,=h, =

o
O O =
o — O

atedy

Vektor h; uréime ze soustavy

(A—AE)h;=h, =

atedy
1\ . [0 0 /2
wx)=[{0|=+{1|x+{0])]|e¥=| x |e&&
o/ 2 \o 1 1

Celkové tedy, obecné tesent je

1 x x2/2
y(x)=C, (0] +C [ 1] +C[ x |¥, C,CuGCER,
0 0 1

psano po slozkach y,(x) = (C, + C,x + %xz)ez", 95(x) = (C, + Csx)e?, y5(x) = Cye?.
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Piiklad 12.11. Uréeme obecné feseni soustavy

=02+ 0s

Y2 =01+ 0s

Y3 =91+
Reseni. Charakteristick4 rovnice

| 1
det(A—AE)=det{ 1 —A 1 |==A4+314+2=0

1 1 =4

ma jednoduchy redlny kofen A; = 2 a dvojnasobny realny kofen A,; = —1 (jedna se tedy o pripad

popsany v Casti b)).
Pro A, =2 nabyvé soustava (12.2) tvaru

Volime-li 5] = 1, pak prvni partikuldrni feSeni soustavy dostavime ve tvaru

1
u,(x)=(1]e".
1

Pro A,; =—1 obdrzime soustavu (12.2) ve tvaru
11 1\ /h\ /0
h,|=(0
11 1)\h) \o

Defekt této matice je ztejmé dva, takZe tuto soustavu mtizeme nahradit jedinou rovnici
h,+h,+hy=0.

Volime-li napt. b, = 1, h, = 0, pak b, = —1; pti volbé b, =0, b, = 1 je h; = —1. Dostavime tedy
dva linedrné nez4vislé vlastn{ vektory ptisludejici vlastnimu ¢islu A = —1. Odtud plyne vyjadreni pro
zbyvajici hledand feSeni u,, u; soustavy ve tvaru

1 0
u(x)=| 0 |e¥, u;(x)=| 1 Je ™.
—1 —1
Dohromady tedy
1 1 0
y(x) = Cl 1) e + Cz 0 e ™+ C3 1 Je ™, Cl’ CZ’ C3 eR.
1 —1 —1

Pozndmka 12.12. Pro vypoclet determinantu det(A — AE) je v pripadé 7 = 3 uziteCn4 identita
det(A — AE) = — A + tr(A)A* — L,(A) A+ det(A),
kde

a1 43
a3 ds

a a a a
— |22 23 11 12
LA)="2 "2+ +
32 33

4y ap

je tzv. druby invariant matice A (tr opét znadi stopu matice, tr(A) = a,, +a,, + da5;).
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12.2 Nehomogenni soustavy linedrnich ODR1 s konstantnimi koeficienty

Vénujme se nyni nehomogenni soustave
y = Ay +b(x), b(x)#0 pronéakéxel. (12.9)
Podle véty 11.21 vime, Ze jeji obecné resent lze psat ve tvaru
y=Cu +Cu,+---+Cu, +Y,s

kdeu,,...,u, je fundamentalni systém feeni ptislusné homogenni SLODRI (ten jsme se naudili nalézt
v predchazejici podsekei) ay, je libovolné partikularni feseni soustavy (12.9). V této podsekei se tedy
naucime urcit feSent y . Budeme postupovat analogicky jako v podsekci 8.2, tj. nejprve se seznamime
s metodou neurditych koeficientt pro SLODRI a poté s metodou variace konstant.

Metoda neurcitych koeficientt
Jedn4 se o ptimé zobecnén{ stejnojmenné metody pro LODR# probrané v podsekei 8.2. Tuto metodu
lze pouzit v pripad¢, kdy vektorova funkce b je ve tvaru

b(x) =e"(P,(x)cos bx + Q,(x)sin bx), (12.10)
kde P_, resp. Q, jsou vektory polynomt stupné nejvyse 7, resp. s. ReSeni y, potom hledime ve tvaru

y,(x) = (P, (x)cos bx +Q, . (x)sin bx), (12.11)

kde ¢t = max{r,s}, k je ndsobnost vlastniho ¢isla A =4 + b (pokud tato hodnota nen{ vlastnim ¢islem,
klademe £ =0)a P, ;, Q,,; jsou vektorové polynomy stupné pravé t + k, ve kterych vystupuji zatim
neurcené koeficienty.

Priklad 12.13. Vyfesme pocateni tilohu
1 =—4y,—3y,— 14, 7:1(0)=0,
b :_23’1_53’2‘1‘5‘372)" 7,(0)=-2.

Resend. Podle prikladu 12.2 matice soustavy A md vlastni &isla A, =—2, A, = —7 a homogenn{ soustava
mé fundamentalni systém fedeni

ul(x):<_32>e_2x a uz(x)=<1>e_7x.

b(x):<5;_11>

neni primo ve tvaru (12.10) (jednotlivé slozky odpovidaji riznym hodnotim A = a + ib s riznymi
hodnotami &), ale pokud ho rozepiSeme jako soucet

-2

~— ~—— Y=
b(x) by(x) by(x)

Prava strana

pak obé vektorové funkce by, b, jsou typu (12.10). VyuZijeme tedy principu superpozice formulovaného
v pozndmce 11.22. Vektorova funkce b, obsahuje pouze konstanty, tj. polynomy nultého stupné,
porovninim s (12.10) tedy je a =0, b =0, tj. pravé strana odpovid4 A = 0, coZ neni vlastni &islo matice
soustavy A. Partikulrni feseniy, budeme podle (12.11) hledat ve tvaru

v,(0)=(})-
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Derivace této vektorové funkce je nulova, po dosazeni do soustavy y’ = Ay + b, (x) tedy mdme soustavu
0=—4A—3B—14,
0=—2A—5B,
kterd ma feseni jediné feSeni A =—5, B =2,1j.y, (x) = (;5> (srovnejte s piikladem 11.8).
Porovname-li nyni vektorovou funkci b, s tvarem (12.10), vidime, ze je a = —2, b =0, tj. tato prava

strana odpovidd A = —2, coz je (jednoduché) vlastni ¢islo. Podle (12.11) budeme partikuldrni feSent

hledat ve tvaru
_ Ax +B _2x
Yu)=\cx4+p)¢

A\ L, Ax+B\ _,,
y/pz(x):<c>e 2 _2<Cx+D>e 2

Dosazenim do soustavy y’ = Ay + b,(x) dostaneme
(A—2B —2Ax)e™ =—4(Ax + B)e ™ —3(Cx + D)™,
(C—2D —2Cx)e™™ =—2(Ax + B)e ™™ —5(Cx 4+ D)e™* + 5¢ 7.

Derivace je

Funkci €72 je nasoben kazdy s¢itanec v soustavé, a protoze je tato funkce kladna, méizeme ji vykratit, t;.
;
méime

A—2B—2Ax =—4(Ax+ B)—3(Cx + D), N A+2B+3D+(2A43C)x =0,
C—2D—2Cx =—2(Ax+B)—5(Cx+D)+5, C+2B+3D+(2A+3C)x =5.
Porovnime-li ¢leny se stejnymi mocninami v obou rovnicich, dostaneme soustavu ¢ty rovnic
A+2B+3D =0,
2B+ C+3D =5,
2A+4+3C =0,
2A+3C =0.

Vidime, e posledni dvé rovnice jsou stejné, soustava tedy uréité nebude jednoznalné feditelnd. Abychom

. ’ v oV . v 5 . 7V Vv 7’
poznali, které slozky mtzeme zvolit, preved’me soustavu na schodovity tvar (posledni radek jiz neni
treba psat)

1203 |0 1 2 0 3 | o0 1203 | 0
0213 | 5|~(0 2 1 3 | 5]~({02 13 ] 5
2 03 0 ] 0 0 —4 3 —6 | O 005 0 | 10

Z posledniho tvaru je vidét, Ze musi byt C = 2. Konstantu D zvolme, napt. D = 1. Potom je jednoduché

dopoditat B=0aA=-3, atedy
_ —3x —2x
yz>z(’“)_<2x+1>e '

v v .
Celkove, obecné feseni nadi soustavy je

y(x)=C, <_32> e 4 C, <i>e_7” + <_25> + <2;iic1> e, C,C,eR.

Dosazenim pocatenich podminek dostavime soustavu
0=3C,+C,—5,
—2=-2C,+C,+2+1,

kterd mé (jediné) feSeni C, =2, C, = —1. Partikulérn{ feSeni zadané pocateéni lohy tedy je

3\ _ 1\ _ -5 —3x \ _ Y, (x) =66 —e7F —3xe T —5,
=20 (1) (D) () =
y) —2 1 2 2x+1 y,(x) = 37— 4 2xe F 4 2.



138 Kapitola 2. Obycejné diferencidini rovnice

Pozndmka 12.14. Pokud je prava strana v rezonanci s vlastnim ¢islem matice soustavy (jako tomu bylo
v v/ /4 Ve 7 . ) v 4
v naem prikladu u pravé strany b,), tak metoda neurcitych koeficientt vede vzdy na soustavu, ktera
7. V. V.V v / /7 TV a4 ) /7 Vv 7. ’ v b4 . ’ ’
neni jednoznacné feSitelnd. Zdanlivé tak dostdvime ruznd resent, jednd se vSak pouze o jinou linearni
kombinaci reSeni. To znamen4, Ze kdybychom zvolili nasi konstantu D jinak, musi ndm vyjit také jinak
konstanty C,, C,, aby vysledné partikuldrni feSeni bylo stejné.

Metoda variace konstant
Princip metody je analogicky jako v pripadé LODR7. ReSeni nehomogenni soustavy (12.9) hledime ve
tvaru

y(x) =U(x)e(x), kde U(x)=(u,(x),uy(x),...,u,(x)) (12.12)

je fundamentalni matice odpovidajici homogenni soustavy (tj. sloupce matice jsou vektory fundamental-
ntho systému feseni homogenni SLODR1) a ¢(x) = (¢,(x), ¢,(x), ..., ¢,(x))T je vektor néjakych funkei
(»,variované konstanty “), které pottebujeme uréit. Derivace vektoru y dava

¥ (%) = U’ (x)e(x) + U(x)c'(x). (12.13)
Dosazenim (12.12) a (12.13) do soustavy (12.9) dostaneme
U'(x)e(x) + U(x)c'(x) = AU(x)c(x) +b(x) =  U(x)/(x)+[U'(x)— AU(x)]c(x) + b(x).
| S

=0

Vyraz v hranatych z&vorkéch je roven nulovému vektoru, protoze kazdy sloupec matice U je fe$enim
homogenni SLODRI. Z rovnosti tedy zbude

U(x)c'(x) = b(x), (12.14)

coz je (pro kazdé x € R) soustava linedrnich rovnic pro nezndmy vektor ¢/(x). Protoze sloupce v matici
U jsou linedrné nez4visl4 feSeni homogenni SLODR1, podle véty 11.18 plati det U(x) # 0 pro vSechna

. . . v
x €, coz zarudi, Ze soustava je jednoznaéné feSitelnd. Redeni lze tedy psét ve tvaru
¢(x) = U (x)b(x).
Dalsim krokem je integrace

o(x) = f ¢(x)dx+C,

kde C=(C,,C,,...,C,)T je vektor integralnich konstant, a kone¢né poslednim krokem je dosazent
vypocitané vektorové funkce ¢(x) zpét do (12.12).

Pozndmka 12.15. Metoda stejné jako u LODR#~ funguje i v ptipadé nekonstantni matice soustavy A, ale
pouze teoreticky, nebot’ v tomto pfipadé malokdy umime urcit fundamentalni systém reseni homogenni
soustavy.

Vytesme tlohu z prikladu 12.13 metodou variace konstant.

Reseni. Protoze jiz fundamentélni systém feSeni odpovidajici homogenni soustavy zndme, miZzeme
rovnou dosadit do (12.14), tj. mame soustavu

(G E)(ED)=(2)

Pomoci Cramerova pravidla

—14 7

Se—Zx e—'/'x —14 —7x __ 5 —9x 14
c(x)= = < < =——c" 1,

3¢ o7 5e—%x 5
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3¢ —14
—2e7 5eTH| 15t —28e 28
/ — — — 5x 7x
CZ(x) - 3e—2x e—7x - 5¢—9x =3e" ——e.
_Zefzx 677)6
Integract dostaneme
14 2x 2x
o(x)=— 3¢ +1)dx=—=e*—x+C,,
28 3
Cz(x):f<3 5x_g7x>d geSJc__e%c_‘_C-z

Dosazeni do (12.12) dava

(x)_< Je—2x ef7x> _ger_x+Cl
yx)= Qe o Tx gesx_ge7x+cz

7 3 4
= <——ez"—x + C1>< > >e_zx + <—e5" ——e + C2><1>e_7".
5 —2 5 5 1

v v
Po Gpraveé mame obecné reseni nehomogenni ve tvaru

3\ 1\ . [—5\  [=3x+3/5\
O e N e s T

Konstanty C,,C, uréime z pocate¢nich podminek, jejich dosazenim do obecného feseni dostaneme

soustavu
ON_ (3 1\ (G, (-5, (35 30 1\/C\_ [ 22/5
—2)=\=2 1)\c,) T\ 2 )55 —2 1)\¢,)=\23/5)
Ta ma feSeni C, = 9/5 a C, = —1. Dosazenim téchto konstant do (12.15) a rozepsinim po slozkich
dostaneme feSen{ zadané polatecni Glohy
y(x) =6 —e T —3xe T —5,
yy(x)=—3e > —e7F 4 2xe 7 +2,

které odpovida zavéru prikladu 12.13.

Pozndmka 12.16. V rdmci naseho modelového prikladu byly obé metody srovnatelné co do naroénosti
vypoltu, zpravidla vSak byvad metoda variace konstant pracnéjsi.

Na z4vér jesté poznamenejme, e dal$im vyznamnym ndstrojem, umoznujicim fesit SLODR1
s konstantnimi koeficienty, je metoda Laplaceovy transformace, ktera byla diskutovana v podsekei 9.1.

Priklady k procviceni

Cviceni 12.17. Metodou vlastnich ¢isel naleznéte obecné reSeni danych soustav diferencialnich rovnic:

N Y=+ b y1=2y,—3y,
¥ ==2y, 43y, ¥ =1 =292

9 Y1 =7y, — 18, 9 ¥1=3y,—5y,,
5 =3y, — 87y, 5 =5y, =39,

e) yi:2y1+3y2+5x, Y1=29+

y5 =3y, +2y, + 8¢%, s =y, +2y,—3e",
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Y1=2 =Y+ 3 YI=D1—Y2— 5
g) ¥ =21+29—s h) 3=y, +
ys=y1—22+2s, ¥ =3y, +75

Vyisledky. a) ,(x) = e**(C, cosx + C,sinx), y,(x) = e**((C, + C,)cosx +(C, — C,)sinx), C,, C, € R;
b)yi(x) = Ce ™ +3C,e%, yy(x) = Cie "+ Cpe*, €, G € Ry ) yy(x) =3C ¥ +2C,e 7, y,(x) = Cre* +
Ce™,C,C,eR;  d)y,(x) =5C, cos4x++5C, sin4x, y,(x) = (3C,—4C,) cos4x +(4C, +3C,)sin 4x,
C,C,eR; o) y,(x) = Cie™ + Cye®™ —3e* + 2x — 13 /5, y,(x) = —Cie™™ + C,e** +e* —3x + 12/5,
C,C,eR; f)y,(x)= Ce*+Cye™*—e*, y,(x) = —C,e*+C,e* —2¢*,C,,C, €R; ) y,(x) = Cye* +
C,e*, y,(x) = Cie* + Ce, y,(x) = Cie* + Cye® + Cye¥*, C,, C,, G, €R;  h) y,(x) = e*(2C, sin2x +
2C; cos2x), y,(x) = e*(C;—C, cos2x + C; sin 2x ), y;(x) = e*(—C, —3C, cos2x+3C;sin2x, C|,C,, C, €
R.

Cviceni 12.18. Vybrané soustavy z predchazejiciho cvicen vyfeste také eliminacni metodou.

Cviceni 12.19. Metodou neurditych koeficientli uréete obecné feSeni danych soustav diferencidlnich
rovnic:

3 yi=29—9,+2, : 91 =291+
¥y =4—29,+2, ¥y =y +2y,— 3",
Yi=0m q Y1 =9,+cosx,

o, o x ) ",
Y=y +e +e 7, Y =—y + 1L

Vyisledky. a) y,(x) = C,x + C, + x? 4+ 2x, y,(x) = 2C,x +2C, — C, +2x* + 2x, C;, C, €R;  b) y,(x) =
Cie* + Cye®™* —e¥, y,(x) = —Cie* + C,e** —2e%, C,C, € R;  ¢) y,(x) = C,e* + Cye™ + xsinhx,
¥y(x) = Cie* — Ce ™ +sinhx + xcoshx, C,C, € R; d) y,(x) = C,cosx + C,sinx + %xcosx +1,
yz(x):

Cviceni 12.20. Metodou neuréitych koeficientt urcete feSeni dané pocatecni tlohy:

. 1. 1
—Csinx 4 C,cosx — ;xsinx — 5 cosx, C;,C, €R.

2 2

/
Yy =—Y, +cosx,
i nO=2 p©O=0.
Y2
Viisledky. a) y,(x)=e* + e +sinx, y,(x) =—e* +e ¥, x €R.

Cviceni 12.21. Metodou variace konstant urcete obecné reseni danych soustav diferencialnich rovnic:

yi=nt+tgx—1, b =29~

a) ", p .
Yy ==Y Tgx, ¥y =—y; + 2y, —5e"sinx.

Vyisledky. a) y,(x) = C,cosx + C,sinx +tgx, y,(x) =—C,sinx + C,cosx +2, C,;,C, €R; b)y,(x)=
(C, +2cosx —sinx)e* + C,e**, y,(x) = (C, +3cosx +sinx)e* — C,e**, C,,C, €R.

Cviceni 12.22. Metodou variace konstant urlete feSeni dané pocateéni Glohy:

2
Yy =—4y,—2y,+ pramr)
, 7,(In2)=0, y,(In2)=0.

3
y£:6y1+3y2——
ex—1

Vysledky. y,(x) =2e™ In(e* — 1), y,(x) = —3e* In(e* — 1), x € R*.
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13 Stabilita feseni soustav ODR

Stabilitou daného objektu rozumime v bézném slova smyslu jeho schopnost odolat vnéj$im vlivim
v 7 ’ 14 7 V7 . N4 74 v

(napr. porucham ve vstupnich parametrech). Nazornym prikladem je visici kyvadlo, které se, kdyz ho
vychylime z klidové polohy, po néjakém ¢ase znovu vréti do plivodni (stabilni) polohy. V podobném
duchu budeme stabilitu chipat i v matematickém smyslu. Stabilita je jednou z nejvyznamnéjsich vlastnosti
v Vv ’ M N4 7’ M & ’ . M v . v /. /. V7 v /.
reseni diferencidlnich rovnic, ktera je studovana v souvislosti s radou inzenyrskych a prirodovédnych
modelt. V této sekci se budeme zabyvat nasledujicimi otizkami: Jaka je (formalni) matematick4 definice
stability? Co je to rovnovaha dané diferencialni soustavy? Jak lze rozpoznat, zda je rovnovaha dané
soustavy stabilni?

13.1 ZAkladni pojmy

Uvazujme poéateéni Glohu pro SODR1 v normalnim tvaru

yizfl(x’yuyz’“'ryn)’ y1<xo):§15
yézfz(x’ylsyz’“')yn)’ y2<x0):§2’

y;z:f;z(x’yl’yz""’yn)’ yn(xo)zgn’

tedy zapsino vektorové

y/ = f(x’Y)’ Y(xo) =¢. (13.1)

Predpokladejme pfitom, Ze pravé strany f, (k = 1,...7) jsou definované na oblasti £2 C R"*! a maji
vlastnosti zarucujici, Ze feSeni pocatecni Glohy (13.1) je definovino na celém intervalu (x,, 00) pro kazdé
(xg5&ps---5E,) €12,

Za vstupni data soustavy lze povazovat hodnoty x,, & a funkce vektoru f. Zhruba vyjadreno, stabilnim
feSenim budeme rozumét takové feseni, které bude na malou zménu vstupnich parametrt reagovat
pouze malou odchylkou v hodnotich fedeni. V dal$sim vykladu se omezime na poruchy vzhledem
k pocatecni hodnoté £ (x, a f pfitom povazujeme za pevné dané). Budeme tedy zkoumat zménu fesent

g . v v N4 v ’ o 1 . v Vv 4 V7 v I
y v zavislosti na zméné poéateniho vektoru . Abychom zddraznili zdvislost feSeni pocate¢ni Glohy
(13.1) na konkrétn{ hodnoté &, budeme toto reseni psit ve tvaru y(x, £). JestliZe tedy zménime hodnotu
pocatetniho vektoru €, a jeho novou hodnotu oznaéime napt. 1, pak zapis y(x,n) predstavuje fedeni
v/ v 77 N4 . v/ v ’ 7
pocatecni tlohy zahrnujici stejnou SODR1, ale novou pocatecni podminku, tedy

y =1f(x,y),  y(x)=n. (13.2)

Definice 13.1 — stabilniho fesent. a) Rekneme, e Fedeni y(x,€&) politecni Glohy (13.1) je stabilni
(v Ljapunovove smyslu), jestlize pro kazdé e > 0 existuje & > 0 takové, Ze pro kazdy vektor n
splijic ||n—&|| < & a kazdé feSeni y(x,n) Glohy (13.2) plati |[y(x,n) —y(x,€)|| < e pro vSechna
x € (x,,00).

b) Pokud je feseni y(x, &) tlohy (13.1) stabilni a navic existuje & > 0 takové, Ze pro kazdé n spliujici
[|€ —mn|| < & plati y(x,m) —y(x,&)|| — O pro x — oo, fekneme, Ze reseni y(x, &) je asymptoticky
stabilni.

c) Rekneme, Ze feSeni y(x, £) je nestabilni, pokud nen{ stabilni.

Pozndmka 13.2. Piipomerime, Ze symbol ||-|| zde pfedstavuje normu v R”, pfi¢emz neni podstatné, kte-
rou konkrétni normu vybereme, mizeme uvazovat napt. euklidovskou normu ||v|| = 4/ v2 + 07 +--- 4+ 02.
Abychom ucinili predchazejici definici srozumitelnéjsi, poznamenejme, Ze norma z rozdilu dvou vyrazt,
kterd se v definici vyskytuje na nékolika mistech, lze geometricky interpretovat jako vzdlenost téchto
vyrazi. Pak je pomérné snadné predchizejici definici v tomto smyslu preformulovat.
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Piiklad 13.3. Uvazujme rovnici
"=k <1——y > 13.3
y y K (13.3)

naintervalu (0, o), kde k, K jsou vhodné kladné konstanty. Ovétime, Ze tato rovnice mé dvé konstantni
feseni y*(x) =0, y**(x) = K a vysettime jejich stabilitu.

(
Reseni. Dosazenim se snadno presvédéime, ze konstantni funkce y* a y** rovnici (13.3) skutecné fesi.
Dile se zaméfime na posouzen{ jejich stability. Pro tento el vytesime rovnici (13.3). Jednd se o rovnici
se separovanymi proménnymi a rovnici Bernoulliovu, jejiz obecné reseni ma tvar (viz priklad 10.3)

_ K
yx)= 14 Cehx’
Vezmeme-li v iivahu podateéni podminku y(0) =y, # 0, potom C = (k —y;)/7,. Poznamenejme, Ze
rovnice (13.3) mé také vyjimecné feseni y*(x) = 0. VySetiujeme-li stabilitu néjakého feseni y, tak podle
definice pro dostate¢né malou odchylku v pocate¢ni hodnoté (mensi nez &) bude kazdé ,odchylené®
feSent leZet v e-pasu okolo grafu tohoto feSeni y. Zabyvejme se nejprve stabilitou vyjimeéného feSeni
y*(x) = 0. Z pribéhu integrélnich kiivek a smérového pole je zfejmé, Ze 1 kdyZ polateéni hodnota y, # 0
bude jakkoliv blizko nule, hodnota feSeni y(x) ,uteée® z e-pasu okolo y*, a feSeni y* tedy nemtiZe byt
stabilni (viz obrazek 13.1 vlevo). Dale vidime, Ze pro 0 < y, < K je reseni y rostouci, pro y, > K klesajici

CeR.

a lim y(x) =K. Redent 7™ je tedy asymptoticky stabilni (viz obrzek 13.1 vpravo).

Y y

o~ @

=V

c \\ :

Obrazek 13.1: Nestabilita reSeni y*(x) = 0 a asymptoticka stabilita reSeni y**(x) = K

Pozndmky 13.4. a) Jak jiz bylo uvedeno v ptikladu 10.3, rovnice (13.3) se nazj v logistick4 rovnice a jeji
typickou aplikaci je modelovani riistu populace v néjakém prostiedi. Interpretujeme-li proménnou x
jako ¢as, potom rovnice i1ké, Ze rychlost reprodukce populace y” zavist jak na existujici populaci vy, tak
na mnoZstvi zdrojli pro uZiveni populace. Parametr £ predstavuje maximalni rychlost riistu populace
a parametr K se nazyva nosna kapacita (GZivnost) prostredi. Uvazovana konstantni reSeni y*, y**, jejichz
stabilitu jsme zkoumali, jsou vyznamna, nebot’ predstavuji rovnovaZny stav (stav populace neroste ani

neklesd). Reseni y* predstavuje nulovou populaci (v daném prostredi se tedy Z4dni zdstupci zkoumané
populace nenachézeji). Pokud tento stav porusime tim, Ze vysadime urcity pocet jedincti dané populace,
o1 / VOV R v v / S H o - . /
pak nestabilita nulového feseni y* znamena, Ze i kdyz bude pocet vysazenych jedinct jakkoliv maly,
nebude se stav populace v pribéhu Casu drzet blizko puvodniho stavu, ani se nebude snizovat (jinak
vyjadreno, populace se zde uchyti a nevymte). Podle predchézejici analyzy navic vidime, Ze stav populace
zalne rist a7 do stavu ,nasyceni®, ktery je dan kapacitou prostiedi K. Asymptotickou stabilitu feseni
% v/ v ’ 1.7 . / . , Vs,V s
y** lze v tomto pripadé chipat dokonce v globalnim smyslu (tedy jakykoliv nenulovy pocatecni stav
populace se bude s rostoucim ¢asem postupné bliZit ke stavu danému kapacitou prostredi).
b) Vyse zminéna konstantni feSeni predstavuji rovnovazny stav v daném modelu. Je snadné si
rozmyslet, jak tyto stavy najit. Ponévad reprezentuji konstantni fesent, jejichZ derivace je nulov4, must
byt leva - a tudiZ i prava - strana dané SODR1 nulova. Tuto skute¢nost zachycuje nasledujici definice.
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Definice 13.56 — bodu rovnovdhy. Konstantni feSeni y© (tj. nezavisejici na x) soustavy y’ = f(x,y) se
nazyva bodem rovnovihy (equilibria) nebo staciondrnim bodem. Plati tedy 0 = f(x, y°).

Pozndmka 13.6. Ve fizovém prostoru predstavuje trajektorie konstantniho feSeni bod v R”, proto
hovotime o bodu rovnovéhy (stru¢né o rovnovaze).

VySetfovan{ stability néjakého feSeni v soustavy y’ = f(x,y) lze vhodnou substituci pfevést na vyset-
fovan{ stability bodu rovnovihy, a to dokonce nulového bodu rovnovéhy. Skute¢né, poloZme z=y—v.
Potom 2’ = y'—v' = f(x,y)—f(x,v) = f(x, z+v)—f(x, v). Oznalime-li g(x, z) = f(x, z+v)—f(x, v), potom
soustava z’ = g(x,z) m4 ztejmé bod rovnovahy z° = 0. Definici stability pro nulovy bod rovnovahy lze
potom vyslovit nasledovne.

Definice 13.7 — stability nulového bodu rovnovahy. a) Necht’ soustava y’ = f(x,y) ma bod rovnovihy

y*=0. Rekneme, ¥e toto nulové Yedent y* je stabilni, jestlize ke kazdému ¢ > 0 existuje § > 0 takové, ze
pro kazdy vektor i spliiujict ||n|| < & plati |[y(x,m)|| < e pro pro viechna x € (x,, 00), kde y(x,n) je
teseni tlohy (13.2).

b) Je-li navic ||y(x,n)|| — O pro x — oo, fekneme, Ze nulové feseni y® je asymptoticky stabilni.

Y . . .
c) Rekneme, e nulové feseni y* je nestabilni, pokud neni stabilni.

Vyznamnou ti{du SODRI1 tvoi{ soustavy, jejichZ prava strana nezavisi explicitné na proménné x.
Mé-li tato proménna fyzikalni vyznam Casu, pak jeji absence na pravé strané SODR1 znamen4, ze
4 /. M Ve ’ o v v v ’ .7 M /v
podminky, za kterych je déj modelovan, se v prubéhu ¢asu neméni. Takovou rovnici byla napt. vyse
zkoumana logistick4 rovnice (13.3).

Definice 13.8 — autonomni SODR]. Jestlize prava strana soustavy y’ = f(x,y) nezavisi na x, tj. f(x,y) =
f(y), fekneme, Ze soustava je antonomni (pouziva se téZ terminu éasové nezdvisld).

Pozndmka 13.9. Typickym prikladem autonomni soustavy je homogenni SLODR1 s konstantnimi
koeficienty, tedy soustava y’ = Ay. Takova soustava mé vZdy bod rovnovihy y* = 0 (hovotime téZ
o nulovém nebo trividlnim teseni). Je-li matice A regularni, pak je to jediny bod rovnovahy. Tento typ
soustav bude vySetrovan v nasledujici podsekci.

13.2 Stabilita homogennich soustav linedrnich ODR1 s konstantnimi koeficienty
Pro vysettenti stability nulového reseni soustavy y = Ay je stéZejni nasledujici véta. Ta slouzi jako
kritérium, na jehoZ zdkladé rozhodneme o stabilité nulového fedeni této soustavy, aniz bychom museli
soustavu fesit a stabilitu nulového fedeni zkoumat na zikladé definice 13.7. Pro aplikaci toho kritéria
postali znalost vlastnich ¢isel matice soustavy A (pfesnéji feceno, postali pouze znalost znamének
redlnych ¢asti vlastnich Cisel A).

= Véta 13.10. a) Necht’ vsechna vlastni Cisla matice A maji zdpornou redlnou ist. Potom nulovy bod
rovnovihy y¢ = 0 soustavy y' = Ay je asymptoticky stabilni.

b) Md-li alespor: jedno vlastni &islo matice A kladnou redlnou Cist, potom nulovy bod rovnovdly y* =0
soustavy y' = Ay je nestabilni.

¢) Maji-li vsechna vlastni ¢isla matice A nekladnou redlnon st a vSechna vlastni Cisla s nulovou redlnou
Castd jsou jednoduchd, nulovy bod rovnovihy y* = 0 soustavy y' = Ay je stabilni, ale nikoliv asymptoticky
stabilni.

Pozndmky 13.11. a) Ptedchézejici tvrzeni neni tézké dok4zat, zamyslime-li se, jak vypadd obecné fefent
soustavy y = Ay (viz podsekce 12.1).

b) Predchozi tvrzeni nerika nic o situaci, kdyz vlastni &islo s nulovou redlnou ¢4sti ma ndsobnost
vét$i neZ jedna. V takovém piipadé miZe byt fesent stabilni i nestabilni, zaleZi na defektu? matice A— AE.

2Ptipomerime, e defekt d(M) ¢tvercové matice M je polet Fadk? této matice minus jeji hodnost. Je-li A vlastni &islo matice A, pak
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Presnéji, plati: je-li d(A— AE) roven nasobnosti vlastniho Cisla, pak y¢ je stabilni, ale nikoliv asymptoticky
stabilni; je-li d(A — AE) men$i neZ nasobnost vlastniho &isla, tak je toto fedeni nestabilni.

V zavislosti na znaménkach vlastnich éisel (resp. znaménkach realnych ¢asti vlastnich cisel - pokud
jsou tato komplexn{) matice soustavy se pro nulovy bod rovnovéhy y* uziva urcité terminologie, kterd
souvisi s tvarem trajektori{ v okoli bodu rovnovéhy ve fizovém prostoru. Proberme nyni podrobné
pripad » =2 (tj. SLODRI1 o dvou rovnicich).

a) Jsou-li vlastni ¢isla A, A, matice soustavy A reilna a:
(i) 4, <0, 4, <0, potom bod rovnovéhy y¢ = 0 soustavy y’ = Ay je asymptoticky stabilni a rekneme,
ze tvoti pritabujici uzel, viz obrazek 13.2 vlevo;
(i) A, >0, 4, >0, potom bod rovnovéhy y* = 0 soustavy y’ = Ay je nestabilni a fekneme, ze tvori
odpuzujici uzel, viz obrzek 13.2 vpravo;

(i) A, <0, A, >0 (nebo 4, >0, 4, <0), potom bod rovnovihy y* = 0 soustavy y’ = Ay je nestabilni
a fekneme, Ze tvori sedlo, viz obrazek 13.3;

(iv) A, <0, A, =0 (nebo A, =0, 4, < 0), potom bod rovnovahy y* = 0 soustavy y’ = Ay je stabilni,
ale nikoliv asymptoticky stabilni (v tomto ptfipadé pro y* nemame zvla$tni oznacent);

(v) A, >0, 4,=0 (nebo A, =0, A, >0), potom bod rovnovahy y* = 0 soustavy y’ = Ay je nestabilni
(pro y° opét neméme zvl4$tni oznadeni);

(vi) A, =4, =0, potom, je-li defekt matice A roven dvéma, tak bod rovnovahy y* = 0 soustavy y’ = Ay
je stabilni, ale nikoliv asymptoticky stabilni, je-li defekt matice A roven jedné, tak bod rovnovihy
y® = 0 soustavy y/ = Ay je nestabilni (pro tyto dva piipady opét nemame zvlaStni oznacen).

b) Jsou-li A, =a+1b, A, =a—1b (b > 0) komplexné sdruzena vlastni ¢isla matice A a:
(i) 4 <0, potom bod rovnovahy y* = 0 soustavy y’ = Ay je asymptoticky stabilni a rekneme, Ze tvori
pritabujici obnisko, viz obrazek 13.6 vlevo;
(i) a >0, potom bod rovnovahy y* = 0 soustavy y’ = Ay je nestabilni a fekneme, ze tvori odpuzujici
ohnisko, viz obrazek 13.6 vpravo;

(i1i) @ =0, potom bod rovnovéhy y* = 0 soustavy y’ = Ay je stabilni, ale nikoliv asymptoticky stabilni,

a rekneme, Ze tvori stved, viz obrazek 13.7.

Piiklad 13.12. VySetfeme stabilitu nulového bodu rovnovihy soustavy

Reseni. Charakteristick4 rovnice det(A — AE) = 22 —tr(A) A + det(A)=0 (p¥ipomesime, ¥e tr(A) znai
stopu matice A, coz je soulet prvkil na hlavni diagonale) m4 v nadem pripadé tvar A*+51+6 = 0.
Jejimi koteny jsou A, =—2, A, = —3 atedy y* = 0 je asymptoticky stabilni. Trajektorie reSeni (véetné
smérového pole) ve fizovém prostoru jsou zndzornény na obrazku 13.2 vlevo.

Piiklad 13.13. Vysetfeme stabilitu nulového bodu rovnovihy soustavy

J’{ = 59+ 2y,
yé =—y;+2y,.

Resend. Charakteristick4 rovnice soustavy je A2 —71+ 12 =0. Ta mé kofeny A, =3, A, = 4, a nulové
v o, RISy SN Ly /
feseni y° tedy nent stabilni. Trajektorie feseni jsou znazornény na obrazku 13.2 vpravo.

Piiklad 13.14. Vysetfeme stabilitu nulového bodu rovnovahy soustavy

y{ =2y, +2y,,
/
Y2 =291 =9,

d(A— AE) vyjadfuje maximalni pocet linedrné nezavislych vlastnich vektord, které miiZeme nalézt k vlastnimu &islu A. Poznamenejme
SNy oy L4t e oy P
jesté, ze d(A — AE) nemtize byt vyssi neZ nasobnost vlastniho &isla.
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V2 yZ/

N ~— — Y1

e

Obrézek 13.2: Nulovy bod rovnovéhy tvorici ptitahujici (vlevo) a odpuzujict (vpravo) uzel

Resend. Vlastni Cisla matice soustavy jsou v tomto pripadé A, =3, A, = —2, nulovy bod rovnovahy tedy
nent stabilni. Trajektorie reSeni jsou znizornény na obrazku 13.3.

Y2

\_//

)1

]

Obrazek 13.3: Nulovy bod rovnovéhy tvotici sedlo

Piiklad 13.15. VySetfeme stabilitu nulového bodu rovnovihy soustavy

=0
Y2 =291 =2y
ReSeni. Vlastni &sla matice soustavy jsou v tomto piipadé A, =0, A, = —1. Tedy nulovy bod rovnovahy

je stabilni, ale nikoliv asymptoticky stabilni. Trajektorie feSeni jsou zndzornény na obrazku 13.4 vlevo.
Vsimnéme si, ze nulové feden{ zde neni jedinym bodem rovnovéhy, soustava m4 nekone¢né mnoho bodd
rovnovéhy, tyto lezi na primce o rovnici y, = y,.
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Piiklad 13.16. VySetfeme stabilitu nulového bodu rovnovihy soustavy
N==0 4

% ==2y,+27,.

ReSeni. Vlastni &sla matice soustavy jsou v tomto p¥padé A, =0, A, = 1, nulovy bod rovnovahy je tedy

nestabilni. Trajektorie reseni jsou zndzornény na Obrazku 13.4 vpravo. Opét, soustava ma nekonecné
mnoho bodt rovnovahy leZicich na ptimce o rovnici y, = y,.

V3 V3

Obrézek 13.4: Stabilni a nestabilni nulovy bod rovnovéhy pro 4, =0, 4, #0

Piiklad 13.17. VySetfeme stabilitu nulového bodu rovnovihy soustavy
/ p—
N1=)17 D2
/ p—
Y2=0V17)2
Resend. Matice soustavy ma nyni dvojnasobné nulové vlastni ¢islo A, , =0, pricemz ale defekt této matice

je 1. Nulovy bod rovnovéhy je tedy nestabilni. Trajektorie reseni jsou znizornény na obrazku 13.5
(bodt rovnovihy je opét nekoneéné mnoho a leZi na ptimce o rovnici y, = y,).

Piiklad 13.18. VysSetreme stabilitu nulového bodu rovnovihy soustavy
/
71 =0
[
;=0
Reseni. Matice soustavy mé nyni{ dvojnisobné nulové vlastni ¢islo A, , = 0's defektem dva. Nulovy bod
rovnovahy je tedy stabilni, nikoliv ale asymptoticky stabilni. Protoze soustava mé zfejmé konstantni

fedeni, trajektorie tvoii ve fizovém prostoru body. Jinak feceno, kaZdé feseni je bodem rovnovdhy, viz
obrazek 13.5 vpravo.

Piiklad 13.19. VysSetreme stabilitu nulového bodu rovnovihy soustavy
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/.

V2
o' V1

V2
[ ]

>

Obrazek 13.5: Pro A, , = 0 je pii defektu matice soustavy jedna nulovy bod rovnovahy nestabilni a pri defektu matice
dva je stabilni, av§ak nikoliv asymptoticky stabilni

Reseni. Vlastni Cisla matice soustavy jsou A, , =—1= 2i. Protoze je realna ¢ast zaporna, je nulovy bod
rovnovahy asymptoticky stabilni. Trajektorie feSeni jsou zndzornény na obrazku 13.6 vlevo.

Piiklad 13.20. VySetfeme stabilitu nulového bodu rovnovahy soustavy

V1= 3y =4,
/_
Y2 =217
Resent. Vlastni &sla matice soustavy jsou A, = 1£2i. ProtoZe je realna ¢ast kladna, je nulovy bod

rovnovahy nestabilni. Trajektorie feSeni jsou znazornény na obrazku 13.6 vpravo.

V2 Y2

M - V1

Obrazek 13.6: Nulovy bod rovnovahy tvotici ptitahujici a odpuzujici ohnisko

Piiklad 13.21. VysSetreme stabilitu nulového bodu rovnovihy soustavy

yi =2y, —2y,,
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3’; =4y, —2y,.

Reseni. Vlastni Cisla matice soustavy jsou A, , = 42i, a tedy nulovy bod rovnovahy je stabilni, nikoliv
vsak asymptoticky stabilni. Trajektorie reSeni jsou znizornény na obrazku 13.7.

V2

Obrazek 13.7: Nulovy bod rovnovahy tvorici stred

Vysetfovani stability na zdkladé znaménka realné ¢sti vlastnich Cisel matice soustavy je snadné
V7 v . v v /4 77 V7 V7 v
v pripadé soustavy dvou rovnic, coz demonstrovaly predchazejici priklady. V pripadé soustavy o n
.7 /4 ’ 4 v’ /7 ’ v o v v
rovnicich vede hledani vlastnich éisel na hledani kofent polynomu stupné 7. Pro polynomy stupné
n =3 a4 jesté existuji vzorce pro vypolet korenti pomoci jeho koeficientd (zna¢né komplikované),
obecny vzorec pro polynomy stupné 5 a vyse jiZ neexistuje. Z tohoto divodu vyvstava otdzka, zda nelze
o znaménku realné ¢asti korene polynomu rozhodnout jinak. Omezime-li se na ziporné relné ¢asti (tj.
ptipad asymptotické stability), odpovéd je kladné a je formulovana v nasledujicim kritériu.

= Véta 13.22 — Routhovo-Hurwitzovo kritérium. Bud’ P, (A)= A" +a, A"~ +---+a,  A+a, polynom a

a, 1 0 0 0 0
a, a, a, 1 0 0
_| a a a a a 0
Hn = 5 4 3 2 1
An—1 Pp—2 A3 Ayt Gpps - 4y

tzv. Hurwitzova matice, pricemz v této matici klademe a;, = 0 pro vsechny indexy k > n. Ddle oznacme

o 1 a 1 0
H =a, H= det< ! >, Hy=det| a3 a, a, |, ..., H,=det(H)).
Goh as  a, a

Potom vsechny koteny polynomu P, (A) maji zapornou redlnou Cdst, pravé kdyZ vsechny determinanty
H,,...,H, jsou kladné. Je-li alespori jeden z téchto determinantsi zaporny, potom P, () md koven s kladnou
redlnou Cdsti.

Pilklad 13.23. Rozhodnéme o stabilité nulového bodu rovnovihy soustavy

J’{ =¥+~ 25,
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J’; =—=2y,+3y,— 75
3’; =2y, +,—3y;.

Reseni. Charakteristick4 rovnice je det(A — AE) = —A* + 22+ 21 =0, neboli (po vynasobeni —1)
A —2-2)1=0.

Vzhledem ke znalen{ véty 13.22 je v polynomu na levé strané a4, = —1, 4, = —2, a; = 0 (dodateéné
koeficeinty a,, 4, klademe nulové) a Hurwitzova matice ma tvar

-1 1 0
H=(0 -2 -1
0 0 0
Jednotlivé subdeterminanty (minory) pak jsou
o -1 1 0
H, =det(—1)=—1, H,=det =2, Hy=det{ 0 —2 —1|=0.
° 2 0o 0 0

Protoze determinant H, je zdporny, charakteristicky polynom mé podle véty 13.22 ur¢ité kofen s kladnou
realnou ¢asti, a tudiz nulovy bod rovnovéhy je podle véty 13.10 nestabilni.

Pozndmky 13.24. a) Pojem stability feSeni lze v obdobném smyslu zavést a zkoumat i v piipadé ODR#.
To neni prekvapujici informace, nebot’ jiz vime, Ze kazdou ODR#~ v normalnim tvaru lze pfevést na
odpovidajici SODRI. Specialné, kazdou homogenni LODR#~ s konstantnimi koeficienty lze prevést
na homogenni SLODRI1 s konstantnimi koeficienty, ptic¢em? charakteristicky polynom ziistava stejny.
V tomto smyslu tedy lze také aplikovat vy$e uvedené Routhovo-Hurwitzovo kritérium na vySetfovani
asymptotické stability nulového feSeni homogenni LODR# s konstantnimi koeficienty.

b) Pokud bychom uvazovali nehomogenni SLODRI s konstantnimi koeficienty, tj. soustavu

y = Ay +b(x),

kde vektorova funkce £ neni rovna identicky nule, potom nulové feeni prestiva byt bodem rovnovaihy
(jak jsme jiZ nékolikrat zminili, prava strana b hraje roli ,silového* ¢lene plisobiciho na soustavu - toto
o ’ . / v IV /4 . 4 v 4 v . 4
pusobeni nedovoluje nabyt soustavé rovnovazného stavu). Nicméné, lze snadno ukazat, ze libovolné
feSeni této nehomogenni soustavy je stabilni, resp. asymptoticky stabilni, resp. nestabilni (ve smyslu
definice 13.1), pokud nulové feseni prislusné homo { soustavy je stabilni toticky stabilni
q),p p genni soustavy je stabilni, resp. asymptoticky stabilni,
resp. nestabilni.
¢) Na zavér poznamenejme, Ze slozitéj3{ situace nastane pti vysetfovani stability bodd rovnovihy
o / v . " ey S v v
nelinedrnich autonomnich soustav. Primé pouziti definice stability zde nenti prilis praktické, ponévadz je
’ /4 v v 4 v/ v 77 v /. V7 v 4 v
vazano na znalost reseni pocatecni tllohy (13.2) pro kazdy pocatecni vektor 1) (nebo alespon pro vektory n
blizké bodu rovnovahy y¢). Analyticky urit toto feSeni Ize pouze v nekolika malo specialnich pripadech;
Vo s/ vV /7 V7 v . . .. .
napt. jsme byli Gspésni v prikladu 13.3, kde se v$ak jednalo pouze o jednu rovnici a ne o soustavu rovnic.
Podobneé jako u linearnich soustav je tedy Zadouci mit k dispozici néjaké kritérium, pomoci kterého by
bylo mozné o stabilité daného bodu rovnovahy rozhodnout (aniz bychom odpovidajici feSeni potrebovali
znat). Jednou z moznosti jak postupovat, je danou soustavu linearizovat, tj. namisto nelinearni soustavy
vySetiovat aproximujici linedrni soustavu, kterd je v jistém smyslu blizk4 ptivodni soustavé v okoli bodu
rovnovéhy. U této nové linedrn{ soustavy jiz miZeme vysettovat stabilitu na zdkladé analyzy znamének
realnych Casti vlastnich ¢isel matice A (tedy i s pfipadnym pouzitim Routhova-Hurwitzova kritéria).
Opodstatnéni tohoto linearizaéniho postupu, stejné jako zpiisob, kterym linedrni soustavu pritadime,
jde vsak nad ramec naseho vykladu.
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Priklady k procviceni

Cviceni 13.25. VySetfete stabilitu nulového resent nasledujicich soustav:
a) ¥; ==y, ¥, =0 (zde nacrtnéte také trajektorie feseni);
b) yi =142, =25, 9 =305 75 = =295

Vyisledky. a) Stabilni, ale ne asymptoticky stabilni (trajektorie jsou primky rovnobézné s osou y, smérujici
k ose 3,);  b) nestabilni.

Cviceni 13.26. S vyuzitim Routhova-Hurwitzova kritéria rozhodnéte o stabilité nulového bodu rovno-
vahy soustavy yi = —4y; +2y, 455, y; = 6y, =y, — 65, 3 =8y, + 37, + 9.

Vysledky. Nestabilni.

14 Okrajova uloha pro linedrni ODR2

A7 dosud jsme se zabyvali ODR a pocatecnimi tlohami pro ODR. Nyni obritime pozornost k tlohdim
okrajovym (pfipomenme, Ze Gvodn{ poznimka k tomuto tématu byla zminéna jiz v podsekci 5.2). Pro
jednoduchost se zamérime pouze na LODR?2 a budeme diskutovat zejména tyto problémy: Je okrajova
Gloha pro LODR2 vzdy jednoznaéné feSitelnd? MiZe mit otizka existence a jednoznalnosti reseni
okrajové tlohy také néjaky prakticky vyznam?

14.1  Zdakladni pojmy

V podsekci 7.2 jsme zavedli pojem linedrn{ diferencidlni rovnice 7-tého tadu, kterd je pro n =2 tvaru
"+ ay(x)y +ap(x)y = b(x). (14.1)

Jsou-li funkce 4, a4, & spojité na daném intervalu 7, pak podle véty 7.8 existuje pravé jedno feSeni
rovnice (14.1) splnujici pocateéni podminky

y(xo):§o, y/(xo)zfl,

kde x,, je libovolny bod daného intervalu a &, &, jsou libovolna realna ¢isla. Toto feseni je navic definovano
o) y 0061 J
Q0

v celém intervalu 7. ,

Pocateéni podminky, jednoznacné vymezujici hledané feSen, jsou tedy dany v jednom bodé. Casto
. Vv v vV ove . 4 7 . ’ . 7 v . 4 v v ’ ) /
je viak treba fesit diferencialni rovnice s podminkami, které predepisuji hodnoty reseni v riiznych
bodech. Hleddme-li napt. prihyb nosniku, fe$ime piislusnou diferencialni rovnici s podminkami, které
charakterizuji ulozeni nosniku na jeho koncich. Tyto podminky pak nazyvame okrajovymi podminkamsi.
Lze je popsat vztahy

ay(v)+ By (v) =y,

14.2
yy(w)+ 8y (@) =y,, (142

kde v, w jsou zpravidla koncové body intervalu, v némz hleddme teSenia , 5, y, 8, 9,, ¥,, jsou dand

¢isla vyhovujici podmince
lal +1B1#£0, Iyl +18]#0

(4. alespon jedno z Cisel @, B a alespon jedno z ¢isel y, 8 je rizné od nuly).

Ulohu uréit funkei y = y(x) vyhovujici pro x € (v, ) rovnici (14.1) a spliiujici okrajové podminky
(14.2) nazyvame okrajovon stlohou. Je ptitom prirozené predpokladat, Ze funkce y je spojitd v uzavreném
intervalu (v, ) (tedy vletné krajnich bodd).

Jestlize y, =y, =0, pak podminky (14.2) nazveme homogennimi okrajovymi podminkami; v opac-
ném piipadé (g. je-li alespori jedna z hodnot y,, y,, riiznd od nuly) hovotime o nehomogennich okrajovych
podminkdch.

Poznamenejme, ze okrajovou tlohu Ize zavést i pro obecnou ODR#n. Veskeré dalsi Gvahy vsak
budeme pro jednoduchost providét pouze pro vyse zminénou LODR2, ptip. jeji modifikace.
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14.2 Typy okrajovych podminek a otdzka fesitelnosti okrajovych Uloh
Nejjednodussim specialnim piipadem okrajovych podminek (14.2) jsou tzv. Dirichletovy podminky
(@) =ye  ¥(@) =0 (14.3)
které dostaneme, volime-li v (14.2) a =y =1, § = & = 0. Dal$im specialnim pripadem podminek (14.2)
(pro a =y =0, B =3 =1) jsou tzv. Newmannovy podminky
Y@=y, Y (@)=Y,

Obecné podminky (14.2) s nenulovymi &isly @, B, y, 8 nazyvime Newtonovymi podminkami (téz
Robinovymi). Uvedené podminky lze také kombinovat. Napt. Gloha fesit rovnici (14.1) s okrajovymi
podminkami
j— / —
2(0)=ys V(@)=
se nékdy nazyva smisend iloba.
v . . .. . . .

Resenti Gloh s okrajovymi podminkami je obecné slozitéj$t nez fesent Gloh s podminkami pocatecni-
mi. Jednoduché nejsou ani otazky existence a jednoznaénosti feseni dané okrajové Glohy. Nisledujict
V7 . . v \ VP 4 Vo v . . ’ 7 oV / . . 4
priklad ilustruje skutecnost, ze odpovéd’ na otazku resitelnosti okrajové ulohy muize byt i v jednoduchém

ptipadé znacné riiznoroda.

Piiklad 14.1. Vy3ettime nékolik okrajovych tloh pro rovnici
y'+y=0. (14.4)
Obecné fedeni rovnice (14.4) je dano vztahem
y(x)=C,cosx + C,sinx, C, G eR, (14.5)
a je tedy definovano pro vSechna redlnd x. V dal$i ¢asti predepi$eme rtizné okrajové podminky Dirichle-
tova typu a budeme zkoumat feSitelnost pfislu$nych okrajovych dloh.
a) Nejprve vyresime rovnici (14.4) s okrajovymi podminkami
y0)=1  y(zf2)=0. (14.6)
Dosazenim podminek (14.6) do obecného reseni (14.5) obdrzime
C,cos0+C,sin0=1,
C cosg —‘,—Czsing =0.
Reitelnost této soustavy je ekvivalentni s feditelnosti okrajové Glohy (14.4), (14.6). Snadno vidime, Ze
jedinym resenim dané soustavy je dvojice C, = 1, C, = 0. Okrajova Gloha (14.4), (14.6) tedy m4 jediné
fedeni
y(x)=cosx.
b) Nyni volime okrajové podminky
y(©0)=1, y(m)=0. (14.7)
Podobné jako v ¢3sti a) dospéjeme k soustavé
C,cos0+C,sin0=1,
C,cosmt+ C,sint =0,

kterd nema reseni (nebot’ z uvedenych rovnic plyne C; = 1 a soucasné C, = 0), a proto ani okrajovy
problém (14.4), (14.7) nem4 fedeni.

¢) Re$me rovnici (14.4) s homogennimi okrajovymi podminkami

y(0)=0, y(r)=0. (14.8)
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Tyto podminky vedou na soustavu rovnic

C,cos0+ C,sin0=0,

C,cosmt+ C,sint =0,

kterd m4 nekoneéné mnoho feseni: C; = 0, C, libovolné. Proto mé i okrajova tloha (14.4), (14.8)
nekoneéné mnoho feseni tvaru

y(x)=C,sinx, C, libovolné.

Pozndmka 14.2 - o fesitelnosti okrajovych Uloh s Dirichletovymi podminkami. Z predchazejicich
V7 o S ’ Vo ve . ’ . o / .7 VoV ’ V7 Vo’ ’ ’
prikladd je patrné, Ze otazka resitelnosti dané okrajové Glohy zce souvisi s resitelnosti prislusné linearni
soustavy pro C,, C,, kter vznikla dosazenim okrajovych podminek do vyjidfeni obecného reseni. Tuto
tivahu je moZné obecnéji pro piipad rovnice (14.1) zachytit takto:
Uzitim znamé strukturni formule dostavime, Ze rovnice (14.1) ma obecné fesent

(%)= Cyay(x) + Cyiy(x) + 3, (x),

kde funkce #,, #, tvofi fundamentalni systém fesent prislusné homogenni rovnice a y, je néjaké partiku-
larni feSeni (14.1). Po dosazeni Dirichletovych okrajovych podminek (14.3) mdme

Ciay(v)+ Couy(v) +9,(v) =, . u(v)  my(0)\[(C)\ _ [ Vo—7,(v)
Con ()t Co) £y, (@) =y (e uz<w>><cz>‘<yw—y§<w>>'

Je-li matice této linedrni soustavy regularni (tj. jeji determinant je nenulovy), pak ma tato soustava jediné
Vv g . ’ . . . / ’ > /N Vg
reseni C;, C, (pro libovolné hodnoty y,,y,,). Je-li tato matice singularni, pak soustava bud’ nema resent,
nebo jich m4 nekoneéné mnoho (podle Frobeniovy véty to zavisi na tom, zda hodnost matice soustavy
je nebo neni rovna hodnosti rozsifené matice soustavy - zalez{ tedy také na hodnotich y_,y,).

v - v oV . 4 . . v *V Vv 4 4 . Jaa
Samozfejmé, takto mizeme posoudit otazku existence a jednoznacnosti feSeni dané okrajové tlohy
v ’ Ve /4 ’ /4 v Vv ’ v/ v /4 4 M v ’

pouze tehdy, kdyz umime urcit fundamentalni sytém reseni prislusné homogenni rovnice. V opaéném

vr v T . / . S . . vy

pripadé (napr. ma-li rovnice (14.1) nekonstantni koeficienty) je diskuse existence a jednoznacnosti reseni

. Jaa v Ve Vevy M /4 v Ve 7 M o . v JE N .

okrajové tlohy podstatné slozitéjsi. Nicméné, za urcitych predpokladu Ize o jednoznacné fesitelnosti
. . / v . v V7 - ’ A4 ’ N4 7’
Dirichletovy Glohy prece jen néco rici. Plati totiz nasledujici tvrzeni.

w V&ta 14.3. Necht’ funkce a,, ay, b jsou spojité na intervalu (v, w) a a, je zde navic zipornd. Porom
okrajovd itloha (14.1), (14.3) md jediné vesent pro libovolné hodnoty y,, v, € R.
Pozndmky 14.4. a) Viimnéme si, ze v prikladu 14.1 nebyl splnén piedpoklad 4,(x) < 0 na uvazovanych
intervalech.

b) Obdobnou diskusi resitelnosti okrajové tlohy s rovnici 14.1 mtizeme provést i pro ostatni typy
okrajovych podminek.

Ptedchazejici piiklady ilustrovaly, Ze ani ve velmi jednoduchém linedrnim pfipadé nemusi mit
. / 4 A4 / VvV ’ V7 b oV ’ V. Vv / M / .
okrajovy problém Zadné resent, pfip. jich muze mit nekonecné mnoho. S podobnymi vysledky jsme se
Ve v v 71 sy . NIV . ’ . . oV . . v
pri feseni diferencidlnich rovnic s pocatecnimi podminkami nesetkali. Maze tedy vzniknout dojem, ze
V7 vV v ’ J4 M 7 7 . M V7 ’ v M v v M I N/ /.
pripady, kdy reseni dané okrajové Glohy neexistuje, prip. neni urceno jednoznacné, nepopisuji zadny
/ . 14 7. Ve . 7 4 . 4 /7 4 s V7
rozumny fyzikalni jev ¢i technicky problém, a jsou proto nezajimavé. Na nasledujicim prikladu budeme
demonstrovat skutecnost, Ze tomu tak ve skuteCnosti neni. UkdZeme, Ze pravé tyto ,problematické®
pripady jsou velmi dileZité, nebot’ na jejich zaklade se ziskdvaji rizné kritické hodnoty (napt. pro
zatizeni nosnych sloupti apod.).

Pliklad 14.5 — Uloha vzpérné pruznosti. Uvazujme pruznou dokonale primou ty¢ délky /, ktera je na
koncich prosté uloZena a naméahdna na vzpér silou F plsobici v ose tyce. Na obrazku 14.1 je vyznadena
volba systému souradnic x, y, kde y = y(x) je pruhyb tyce v misté x.

Zvysujeme-li postupné silu F az do uréité meze, zUistav tyc¢ stle prima. Jakmile osova sila F doséhne
této meze, ty¢ se muze vychylit. V této souvislosti se budeme zajimat nejen o nalezeni prithybové kiivky,
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Obrézek 14.1: Ty¢ naméhand silou na vzpér

ale predevsim o stanoveni zminéné mezni hodnoty F. Tato hodnota se v teorii pruZnosti nazyva kritickd
hodnota sily F a znadi se zpravidla symbolem F,.

K tomu, abychom mohli ptislusnou diskusi provést, je tfeba nejprve sestavit diferencialni rovnici pro
hledany pruhyb tyée. Oznac¢me E = E(x) modul pruznosti v tahu v bodé x, J = J(x) kvadraticky moment
prirezu tyce vzhledem k ohybové ose a M = M(x,y) ohybovy moment v bod¢ (x,y). UvaZujeme-li
pouze malé prithyby, pak na ziklade Hookeova zikona pro deformaci v ohybu dostavame (po jistych
zjednodusenich) rovnici pro hledany pruhyb ve tvaru

_EJy" =M.
Ohybovy moment M je v piipadé sily F kolmé na y din vztahem
M(x,y)=Fy.

Porovnanim obou predchézejicich vztahtl Ize rovnici prithybové ¢ary psat (pro E, J konstantni) ve tvaru

v +a’y =0, kde a =4 EL]’ x€(0,1). (14.9)

K této rovnici jesté pristupuji homogenni okrajové podminky
y(0)=0, y(1)=0, (14.10)

nebot’ v koncovych bodech tyce je prihyb nulovy.
Nyni vytesime okrajovou tlohu (14.9), (14.10). Obecné feseni rovnice (14.9) je podle sekce 8 tvaru

y(x)=C, cosax + C,sinax, C,GeR.

Dosazenim okrajovych podminek (14.10) do obecného feseni dostavime homogenni soustavu linearnich
rovnic

C, =0,
C,cosal + C,sinal =0,

kterd ma vzdy nulové fedeni (tj. C, = C, = 0). Vskutku, y(x) =0 je trividlni feseni okrajové tlohy, tj.
ty¢ mlize zlstat pti jakékoliv velikosti sily F ptima. Aby soustava méla i nenulové feseni, musi byt

sinal =0.
Jellitedyal =km, k=1,2,..., 1.
_kn
=7
bude mit okrajova tiloha (14.9), (14.10) také nenulova fesent; budou jimi funkce
y(x):Czsink;Tx, k=1,2,....

Kritickymi silami jsou zfejmé hodnoty F = EJ (k7 / I, k=1,2,.... Nejmen$i kritickou silou, pti niz
muze dojit k prihybu tyée, tedy je

Fk,:E]G)Z. (14.11)
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Vsimnéme si déle, Ze odpovidajici pruhybové cary jsou dany nejednoznacné, nebot’ konstanta C, je
libovolna.
Rozdirme nyni nasi tlohu v tom smyslu, Ze ty¢ bude vertikalné zatiZena rovnhomérnym zatiZenim ¢

(viz obrazek 14.2). Ohybovy moment M pak lze vyjadrit jako

ql  gx?
Mx,y)=Fy+ Lx 5
(xy)=Fy+ Zx—=
a rovnice pruhybové ¢ary nabyva tvaru
F q q!
"+ aty = bx? , kdea=1|—, b==—, c=———. 14.12
y' +a‘y x“+cx ea ] 2E] c 2E] ( )

!
|
|
|
|
|
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Obrézek 14.2: Ty¢ naméhana silou na vzpér a navic rovnomérné vertikalné zatizend

ProtoZe okrajové podminky (14.10) zlistavaji nezménény, fe$ime okrajovou tlohu (14.12), (14.10).
Rovnice (14.12) je nehomogenni LODR2 s konstantnimi koeficienty. Obecné fesent prislusné homogenni
rovnice je podle predchizejici ¢asti dino vztahem

¥,(x) = C, cosax + C,sinax.

Partikularni fesen y, budeme hledat pomoci metody neurcitych koeficientd (viz podsekce 8.2) ve tvaru
¥,(%) =Ax’+Bx +C.

Dosazenim tohoto vztahu do (14.12) a porovnanim koeficientd u stejnjch mocnin proménné x dostavime

Obecné fedent rovnice (14.12) je tedy tvaru

. b 2b
y(x):Clcosax—i—Czsmax—i——xz—i—ix——, C, G eR.
a? a? at
Nyni pristoupime k urent reSeni rovnice (14.12) vyhovujictho podminkim (14.10).
Dosazenim podminky y(0) = 0 obdrzime vyjadreni C, = 2b/ﬂ4, tedy

2b . b, ¢ 2b
y(x)= —cosax + C,sinax + —x"+ —x — —.
at a? a? at
Dosazenim podminky y(/) = 0 dostdvime
2b . b 2b
0= "cosal + C,sinal + —I*+ £1-22
at a? a? at

Ze vztahu pro a, b, ¢ uvedenych v (14.12) vsak plyne
b

2, €5
ﬂ_zl +;l—0,
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atedy
2
C,sinal = —i](l—cosal). (14.13)
a
Je-lisinal #0, pak
2b 1—cosal
C=———
at  sinal
a hledany prihyb tyce je tvaru
b 2b 2b1— .
y(x)= —x2+ix+—(cosax—1)—|——ﬂsmax. (14.14)
a? a? at a*  sinal

Je-livsak sinal =0 (. al = km, B =1,2,...), pak je situace zcela odli$na. Zamérime se na nejzajimavéjsi
pripad, kdy al = 7. ProtoZe cosal = —1, nelze obecnou konstantu C, ze vztahu (14.13) vibec urdit;
okrajové tloha (14.12), (14.10) tedy nem4 24dné feSeni. V§imnéme si ptitom, Ze volba 2/ = 7 odpovida
pripadu, kdy osova sila F nabyva své kritické hodnoty F,, (viz vztah (14.11)).

Ziskané vysledky lze nyni interpretovat takto: Je-li hodnota osové sily F mensi nez kritickd hodnota
F,, pak 0 < al < m a pruhyb tyce je din jednoznalné vztahem (14.14). Blizi-li se F k F,,, pak se hodnota
al blizi k 7, atedy sinal se blizi (kladnymi hodnotami) k nule. Pak ovsem roste prava strana vztahu
(14.14) (a tim i hledany prahyb) nade vSechny meze a pri F = F|_ se stava pruhyb ,nekonelny*, ty¢
praskne.

Poznamenejme, Ze vy$e provedené Gvahy slouZi predevsim k ilustraci problému, které se resi v rAmci
okrajovych tloh. Vzhledem k provedenym zjednodusenim totiz okrajova tloha (14.9), (14.10), resp.
(14.12), (14.10) popisuje fyzikalni situaci jen ve velmi hrubych rysech. Pro presnéjsi popis musime
uvaZovat misto (14.9), resp. (14.12) jin4 vyjadieni, napt. pomoci nelinedrnich rovnic typu

y// +42<1 + [y/]2)3/2 —0.
Priklady k procviceni
Cviceni 14.6. Vyteste nésledujici okrajové tlohy

a)y"—y=0, (0)=0,y(2n)=0;
b) y”—4y =0, »(0)=0, y/(l) =1/2.

Vysledky. a) y(x)=sinhx/sinh2m; b)y(x)=sinh2x/(4cosh2).






Kapitola 3

Parcialni diferencialni rovnice

V predchazejici kapitole jsme se vyhradné zabyvali obycejnymi diferencidlnimi rovnicemi, kde nezndmou
byla funkce jedné proménné. Tato nezdvisle proménnd méla v aplikacich nejcastéji vyznam ¢asu, nebo
délky. Lze si vSak jednoduse predstavit situaci, kdy nezndma funkce zavisi soucasné jak na casové, tak
1 délkové souradnici, piipadné hledand funkce miZe z4viset na nékolika délkovych (napt. prostorovych)
v .7 . oA / V7 /7 /7 N Ve ’
souradnicich. Matematicky vyjadreno, v takovych pripadech neznim4 funkce zavisi na dvou ¢i vice
v / V7 v ’ . 4 ’ . . 4 ’ . ’ ’
proménnych, a pfislusna diferencialni rovnice tedy obsahuje parcidlni derivace této hledané funkce.
Takové diferenciiln{ rovnice nazyvame parcidlnimi (PDR) a jejich studiu se budeme vénovat v zdvéreénych
sekcich tohoto ucebniho textu.

15 Zdkladni pojmy

V této tivodni sekci se zaméfime na zékladni pojmy teorie PDR a jejich pripadné analogie s odpovidajici-
mi pojmy zavedenymi v kapitole vénované ODR. Zaméiime se na tyto otdzky: Jak vypada obecny tvar
PDR? V jakém smyslu chipeme jeji fedeni a jaké ma druhy feSeni? Co je poiteéni a okrajova tiloha pro
PDR?

156.1 Pojem PDR a jejiho feSeni

Obecny tvar parcialni diferencidlni rovnice radu je

F(x Xy 1y UL ul u! u’ x)
1222 MNP Py o0 e Py Py 20 0 gy 0 Ty

)=0, (15.1)

kde # = u(x,,...xy) je hledana funkce. Rad nejvyssi derivace, ktera se v rovnici vyskytuje, pak urcuje
74d této rovnice.

Je-li rovnice (15.1) linedrni vzhledem ke hledané funkci a jejim derivacim, pak tuto PDR nazveme
linedrni (LPDR). Speciélné, LPDR prvniho tadu (LPDR1) v roviné, kde nezndmou je funkce # = #(x,y),
tedy lze vyjadrit v obecném tvaru

a(x,y)zzt;+b(x,y)u;+c(x,y)u =d(x,y), (15.2)

kde a,b,c,d jsou dané funkce dvou proménnych. V souladu s terminologii zavedenou pro lineArni ODR
nazveme rovnici (15.2) homogenni, je-li funkce d identicky nulova na pfislu$ném oboru. V opaéném
ptipadé ji nazveme nehomogenni. Tyto pojmy se pak snadno rozsiii na ptipad obecné LPDR (zahrnujici
také linearn{ rovnice vys$tho radu, ptip. linedrni rovnice ve vy$si dimenzi).

Parcialni diferenciélni rovnice a jejich soustavy jsou matematickym modelem mnoha fyzikalnich
a technickych Gloh. Nejzékladnéjsi z nich zminime v sekci 17. Pro nékteré jednodussi tlohy lze reseni
nalézt exaktné, asto alespon ve tvaru nekonelné fady (viz podsekce 17.4). PieviZnou vétsinu téchto
Uloh vsak dovedeme resit pouze piiblizné, uzitim vhodné numerické metody. Tyto otizky jdou nad
ramec naseho vykladu.

V dal$im nejprve upresnime, co rozumime feSenim dané PDR, a na zékladé analogie s ODR pak
zavedeme nékteré souvisejici pojmy.
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Definice 15.1 — fe§eni PDR. Resenim rovnice (15.1) v oblasti £2 C RN nazveme spojitou funkeci, ktera
mé v {2 spojité viechny potrebné parcilni derivace a kterd dosazena ziroven s témito derivacemi do
(15.1) vyhovuje pro vSechna (x,,...,xy) € 2 této rovnici.

Pozndmka 15.2. V definici se hovoti o spojitosti viech pottebnych derivaci, tj. téch derivaci, které se
V.

v rovnici vyskytuji. Casto se viak poZaduje, aby funkce (ktera je fe$enim PDR) méla spojité i ty derivace

(az do radu rovnice), které se v rovnici nevyskytuji. V takovém pripadé hovoiime o klasickém resent.

Pfiklady 15.3. a) Rovnice

/ /
W+ =0 (15.3)
je homogenni LPDR1 s konstantnimi koeficienty. Snadno se presvéd¢ime, Ze ,uhddnout® néjaké jeji
feseni nent slozité. Staci vymyslet piiklad funkce # = u(x,y), pro niz #, = 1, u; = —1. Tuto vlastnost
mé napf‘. funkce

u(x,y)=x—y.
Nyni snadno ovéfime, Ze tato funkce je skuteéné feSenim rovnice (15.3) na oblasti £2 C R?.

b) Uvazujme homogenni LPDR?2 ve tvaru

g, =0. (15.4)
I pro tuto rovnici nebude problém nalézt néjaké jeji feseni. Dvojim integrovanim této rovnice (nejprve

v ) e Y v,y : ;
podle promeénné y a poté podle x) zjistime, ze resenim (15.4) je kazda funkce tvorena souctem libovolné

Vv eV . ’ v 4 . 4 Vv eV . /7
vSude spojité diferencovatelné funkce proménné x a libovolné vsude spojité diferencovatelné funkce
proménné y. Tedy napt. funkce
u(x,y)=x+y

je fesenim (15.4) na oblasti £2 C R2.

15.2 Otdzka obecného reseni
Rovnice (15.3), (15.4), nebo obecné (15.1) pokladime za vyfe$ené, zndme-li vSechna jejich feseni. V pii-
padé obycejnych diferencidlnich rovnic jsme libovolné fedeni dané rovnice zpravidla ziskali z obecného
feSeni pomoci vhodné volby konstant (vjimku v tomto sméru tvorila pouze vyjimecn4 resent). Pocet
konstant obsazenych v daném obecném fedeni byl pak dan rddem této rovnice.

Na prikladech rovnic (15.3) a (15.4) vSak lze snadno nahlédnout, Ze v pripadé parcidlnich rovnic
tomu tak neni. V ptikladu 15.3b) jsme odvodili, Ze obecny tvar klasického feSeni # rovnice (15.4) lze
vyjadrit pomoci vztahu

u(x,y) = ¢,(x)+ @,(y)s (15.5)

kde ¢,, ¢, jsou libovolné dvakrét spojité diferencovatelné funkce svych argumentti. Podobné lze ukézat,
Ze pro obecny tvar reseni # rovnice (15.3) plati vztah

u(x,y)=$lx =),

kde ¢ je libovolna spojité diferencovatelna funkce.

Mohlo by se tedy zdét, Ze roli obecnych konstant v obecném feSeni ODR prebiraji u PDR volitelné
funkce, pricem? jejich pocet je din fiddem rovnice. Nésledujici priklad vSak ukazuje, Ze toto neni
pravidlem.

Piiklad 15.4. Naleznéme funkce # = u(x, ), které jsou fesenimi rovnice

(el Y + () =0
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na R? Aby mohl byt soucet kvadratt nulovy, musi byt soucasné #;/, = 0a u,, = 0. Dvoji integraci a

dvoji integraci druhé rovnosti dostaneme
u(x,9) = ¢ (x)y + ¢,(x), kde ¢,, ¢, jsou libovolné dvakrét spojité diferencovatelné funkce.

Protoze vSak musi platit zaroven #! =0, méme

w ()= Py + o) > wl () =gy +¢i(x)=0 V(x,y)eR™.

Z posledni rovnosti plyne, ze musi na R byt ¢/ =0 a zroven ¢} = 0. Odtud (dvoji integraci) ¢, (x) =
Cix+ G, ¢,(x) = Cyx + C, pro x € R. Dosadime-li zpét do vyjadreni pro #, mime obecné reSent ve
tvaru

u(x,y)=Cxy+Cy+Cx+C, C,C,, G, CeR.

Vidime tedy, Ze reeni z4visi na Ctytech libovolnych konstantach a nikoliv na dvou libovolnych funkcich,
jak bychom na prvni pohled éekali.

Pozndmka 15.5. Vedle pojmu obecné fesent (tim se v teorii PDR mysli soubor vSech fesent dané PDR), se
zavadi pojem generického reseni. Pokud mame rovnici radu k, kterd obsahuje N nezavislych proménnych,
tak generickym feSenim rozumime funkci, kterd z4visi na k volitelnych funkcich N — 1 proménnych,
pficemz tyto volitelné funkce maji na uvaZované oblasti spojité vSechny parcialni derivace az do radu k.
V tadé ptipadi oba pojmy splyvaji.

15.3 PocCdatecni a okrajové podminky
K jednoznaénému urcent feSeni dané PDR je tieba - podobné jako v ptipadé ODR - predepsat doplniujici
podminky, které spolu s danou rovnici tvori ,,Glohu*. Tato Givaha nis vede k formulaci jistych pocatecnich
a okrajovych podminek, jejichZ splnéni umozZni urit feseni dané PDR jednoznalné. Na piikladu rovnice
(15.4) ilustrujme, jaky tvar téchto podminek lze v pripadé nékterych jednodussich PDR ocekéavat.
Predpoklidejme, Ze fedeni této rovnice hleddme na Ctvercové oblasti
N={(x,y))eER*:0<x<1,0<y<1}.

V pripadé uvaZované rovnice (15.4) a jejtho obecného feseni (15.5) je nutno k jednoznaénosti daného
feeni specifikovat tvar funkei ¢,, @,. To se podafi napt. tehdy, piedepiSeme-li hodnoty # na dvou
hrani¢nich dse¢kachy =0,0<x <1ax=0,0< y < 1 oblasti £2. Necht tedy napt.

#(x,0) =sinx, O<x<1 (15.6)

#(0,y) =97, O<y<1. (15.7)
Dosazenim (15.6) do (15.5) dostavime
u(x,0) = ¢,(x)+ ¢,(0) =sinx, O<x<1. (15.8)
Podobné dosazenim (15.7) do (15.5) mame
#(0,9)=¢,0)+p,(y)=y",  0<y<L (15.9)

Porovnanim vztaht (15.8), (15.9) a s prihlédnutim k rovnosti ¢,(0) + ¢,(0) = 0 pak dostavame jedno-
znatné urlené feseni ulohy (15.4), (15.6), (15.7) ve tvaru

u(x,y) =sinx +y2.

Je ptitom prirozené olekavat, ze uvedené klasické feseni dané tlohy splnuje v §2 rovnici (15.4), je spojité
na 12 (tedy véetné viech hrani¢nich tseéek) a vyhovuje podminkam (15.6), (15.7).

Popisuje-li dana rovnice néjaky déj zavisly na Case, pfi¢emz proménnd y mé fyzikaln{ vyznam ¢asu,
pak podminka typu (15.6) se nazyva pocitecni podminka. Mé-li proménna x vyznam délkové souradnice,
pak podminku (15.7) nazyvame okrajovon podminkon a Glohu (15.4), (15.6), (15.7) pocdtecné-okrajovou
#lohou.
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Priklady k procviceni
Cviceni 156.6. U kazdé z nésledujicich rovnic uréete jeji fad a rozhodnéte, zda je nelinedrni, linedrni
homogenni, ¢i linedrni nehomogenni. Své zavéry zdivodnéte.
/ "
a) u,+3u,, —2=0;
e S S
Uy +xyun=2;
2_q.
) u;4—|— up, +u*=0;
d) e+ )+ () =0;
e) u.sinx =>5y;
) ul +e'ul=ux’
"

Cviceni 15.7. Ovéite, ze funkcee u(x,y,2) = f(x)g(y)h(z) je generickym feSenim rovnice #*n];, =

/ / / . e e . ’ 7 . 7 ’ ’ v ’
u, nyu, pro libovolnou trojici (diferencovatelnych) funkei £, g a 4 jedné realné proménné.

16 Linedrni parcidini diferencidlni rovnice

Predchazejici sekce jen potvrdila zfejma ocekdvant, Ze teorie PDR bude ve vSech podstatnych smérech
komplikovanéjsi, nez tomu bylo v pripadé ODR. Z tohoto divodu se budeme v dal$im textu vénovat
vyhradné rovnicim linedrnim, které maji, podobné jako tomu bylo u ODR, v rimci teorie PDR vysadni
postaveni. Dokonce pro né plati i analogie nékterych uzite¢nych vlastnosti, které jsme u lineirnich ODR
hojné vyuZivali. Jako piiklad takové vlastnosti, kterou lze z LODR ptenést na LPDR, miZeme zminit,
ze v homogennim pripadé je lineArni kombinace fe$eni LPDR opét feSenim této rovnice. V dal$im
vykladu se struéné zastavime u LPDR1 a LPDR2, a odpovime na tyto otizky. Existuje alespon pro
n¢jakou specidlni podtiidu LPDR1 analytickd matoda vedouci k nalezeni exaktniho feseni? Co lze
v tomto sméru fici k LPDR2?

16.1 Linedrni PDR prvniho fadu

Obecny tvar LPDR1 v roviné je ddn vztahem (15.2). Uvazujme jednodussi situaci, a to sice homogenni
rovnici s konstantnimi koeficienty ve tvaru

au;—{—bz/t;:O, (16.1)

kde 4, b € R jsou takové konstanty, které nejsou soucasné rovny nule (v rovnici (15.2) tedy je c(x,y) =
d(x,y) =0, a(x,y)=a, b(x,y) = b). Oznalime-li ¥ = (a, b), pak levou stranu rovnice lze chipat jako
skaldrni soudin 7 - V# (symbolem V# rozumime gradient funkce #), ktery reprezentuje derivaci funkce
u ve smeéru vektoru . Tato derivace je nulova, coZ znamen4, Ze funkce # se neméni (je konstantni)
ve sméru vektoru 7. Jinak feCeno, funkce # je konstantn{ na kazdé pfimce se smérovym vektorem 7.
Na kazdé takové piimce ale tato konstanta muZe byt jina! Vzhledem k této ivaze dostavime obecné
(soudasné generické) feseni ve tvaru

u(x,9) = f(bx—ay), (162

protoZe funkce # nabyva konstantni hodnoty f(C) na piimce o rovnici bx —ay = C, C €R (ta mé
skutecné smérovy vektor (a, 5)). Funkce f je zde libovolna spojité diferencovatelna funkce. Ptimky
o rovnicich bx —ay = C se nazyvaji charakteristické pyimky a naznaceny postup reSeni se nazyva metoda
charakteristik. Redeni u si mZeme predstavit jako vlnu o profilu f(t), ktera se $iri podél charakteristik.

Pokud chceme vybrat jedno konkrétni feseni, je potteba pridat jednu poctecni (podle interpretace
proménnych miZeme fici i okrajovou) podminku.

Priklad 16.1. Vyfe$me na R? Glohu s rovnici 2u#; —3u; = 0 a podminkou #(x,0) = 9x* pro x € R.

Resent. Smérovy vektor je 3 = (2,—3), a tedy p¥slu$né charakteristiky maji rovnici —3x —2y = C.
Obecné feeni tedy podle (16.2) je ve tvaru

u(x,y) = f(—3x —2y), kde /' = f(¢) je libovolna spojité diferencovateln4 funkce.
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Abychom tuto funkei ur¢ili, vyuzijme pocatecni podminky
u(x,0)= f(—3x)=9x* proxcR.

Zavedeme-li substituci t = —3x, neboli x =—t /3, pak f(¢) =9(—t/3)* = t2. Odtud
u(x,y)=(=3x =2y, (x,y)€R’

Overte si zpétné, Ze tato funkce je skutecné resenim zadané rovnice a vyhovuje zadané podmince.

Pozndmka 16.2. V prikladu bylo a #0, & # 0 a podminka byla pfedepsina na soutadnicové ose y (tj.
V7 v . . /7 VvV 4 V7 V7 v ’ M /4 7 M /v Vv 4 .
na primce), coz vedlo na jediné reseni nasi pocatecni (okrajové) lohy. Jediné feSeni bychom dostali
. V7 v ’ v v ’ . . /7 V7 J / ’ Ve
iv pfipadé, kdy podminku predepiseme na kterékoliv jiné primce, ale takové, ze nesplyva s néjakou
charakteristikou (tj. svird s charakteristikami nenulovy thel). V ptipadé podminky na piimce, kterd
je zéroveri charakteristikou, by existovalo nejednoznaéné fedeni, pokud by podminka byla konstantnf,
a reSeni by neexistovalo, pokud by podminka byla nekonstantni (na charakteristické pfimce totiZ feseni
must byt konstantni, takze bychom byli ve sporu).

Metodu charakteristik lze rozsitit i na ptipad, kdy koeficienty 4, b jsou nekonstantni, tj. na ptipad
rovnice

a(x,y)u, + b(x,y)n, =0. (16.3)

Vektor @ = (a(x,), b(x,7)) je nyni proménny, roli charakteristickych ptimek prebiraji tzv. charakteris-
tiky, coZ jsou krivky s tecnym vektorem ¥ podél kterych je feseni konstantni. Charakteristiky ziskime
vyte$enim obycejné diferencialni rovnice

b bxy)
dx  a(x,y)

(podil napravo predstavuje smérnici teény k hledané charakteristice v bodé (x,y), viz podsekce 5.3).
Pokud feSeni této ODR1 lze napsat implicitné ve tvaru ¢(x,y) = C, pak obecnym feSenim rovnice
(16.3) je libovolna spojité diferencovatelnd funkce f argumentu C = ¢(x, ), tj. mdme

u(x,y)= f(p(x,y))-

Abychom ziskali jediné feseni, je k rovnici potieba pfidat pocateéni (okrajovou) podminku. Rozsite-
nim Gvahy z pozndmky 16.2 mtze byt tato podminka zaddna na libovolné kiivee I', kterd vSak protind
kazdou charakteristiku pravé jednou, pfiem? v bodé protnuti teéna ktivky I s te¢nou charakteristiky
sviraji nenulovy thel.

Priklad 16.3. Uvazujme rovnici x#, +(2y + 1)u; = 0v L kvadrantu (tj. pro x >0, y > 0) s podminkou
#(x,1/2) =sinx? (tj. podminka je zaddna na polopiimce y = 1/2, x > 0).

Reseni. Charakteristiky vyhovuji rovnici

y,:2y+1.
x

Obecné fedeni této rovnice je y(x) = Cx* —1/2 (viz ptiklad 6.7), neboli v poZzadovaném implicitnim
tvaru . . .
Y
x? <y 2 x2  2x?

Obecné feseni dané PDR potom je

ue)=f(L+55),

x2  2x?
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kde f je libovoln4 diferencovatelna funkce. Dosazenim podminky dostavime

u(x,l/Z):f( ! + L>=f<é>:sinx2.

2x2 ' 2x2

Z posledni rovnosti mame f(¢) =sin %, t >0 a tedy feSeni nasi Glohy je

u(x,y)= sin<l + L>_1 .

x2  2x?

Pozndmky 16.4. a) Metodu charakteristik lze roz§ifit i na pripad rovnice ve vyssi dimenzi, tj. na pripad

N
Zai(xl, csxy )i, =0.
=

Charakteristiky jsou potom kfivky v RV,

b) Metodu lze modifikovat i pro ptipad nehomogenni rovnice typu (16.1), resp. (16.3), a dokonce
1 pro obecny pripad rovnice (15.2).

¢) Existuji 1 jiné metody, jak vy3e uvedené typy LPDR1 fesit, metoda charakteristik je vsak obvykle
preferovana z diivodu nazornosti.

16.2  Linedrni PDR druhého fadu
Z hlediska aplikaci tvori LPDR druhého radu (LPDR2) vibec nejdtlezitéj$i tridu. Jeji obecny tvar
v rovinném piipadé (tj. pro u# = u(x,y)) je

a(x,)u, +2b(x,y)uy +c(x,9)uy, +d(x,y)u; +e(x,0)uy + f(x,9)n = g(x,7), (16.4)

kde o koeficientech a, b, ..., f a pravé strané g predpokladime, Ze jsou spojité na néjaké oblasti £2 € R?
a alespon jeden z koeficientt 4, b, ¢ je nenulovy. (Koeficient 4 je ndsoben dvéma z ¢isté formalnich
dvodt). Zddraznéme, Ze se této Easti zajimame o klasické feseni.

Rovnice rozdélujeme na eliptické, hyperbolické, resp. parabolické v oblasti 2, a to v zavislosti na
hodnotich koeficientt 4, b, c. Hovotime ptitom o klasifikaci LPDR2.

Zastavme se nejprve u piipadu, kdy koeficienty a,..., f jsou konstantni, tj.

auy +2bu], +cuy +du; +en,+ fu=g(x,y), (x,y) € 12. (16.5)

~

Definice 16.5 — Klasifikace LPDR2. Ozna¢me
a b
M= )
matici, kter4 je tvorena koeficienty rovnice (16.5) u derivaci druhého radu.
a) Je-li detM > 0, pak rovnici (16.5) nazyvame eliptickon v £2;

b) Je-li detM < 0, pak rovnici (16.5) nazyvame hyperbolickou v £2;
¢) Je-li detM =0, pak rovnici (16.5) nazyvame parabolickou v 2.

O typu rovnice tedy rozhoduji pouze koeficienty 4, b, ¢ u druhych derivaci.
Lze ukdzat, Ze existuji (linedrni) transformace x = x(&,7), y = y(&, n), kterymi lze eliptickou, resp.
hyperbolickou, resp. parabolickou rovnici (16.5) pfevést na jednodussi tvar, konkrétné:

a) 14;5’3 + u;;’ =¢ént, kanonicky tvar eliptické rovnice; (16.6)
b) uiy —uy =&nt,  kanonicky tvar hyperbolické rovnice; (16.7)
¢)ugy —u'=cnf, kanonicky tvar parabolické rovnice. (16.8)

Hvézdickou zduraznujeme, Ze se jedna o transformovanou funkei, tj. #*(&,5) = u(x(&,n),y(&,7))
a symbol ¢.n.1 predstavuje transformované ¢leny nizsich fada (véetné transformované pravé strany g).
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Nazvoslovi pochdzi z formalni podobnosti s rovnicemi kuzelosecek v roviné: analogii rovnice (16.6)
je rovnice elipsy x? + 2 =1 (zde jejiho specidlniho ptipadu kruZnice), analogii rovnice (16.7) je rovnice
hyperboly x? —y? = 1 a analogii rovnice (16.8) je rovnice paraboly x> —y = 1 (v poslednim pripadé
(16.8) ¢len #,” neni zahrnut do ¢.n.1, abychom zdtraznili ,paraboli¢nost ).

Pozndmka 16.6. Nalezeni ptislu$nych transformaénich vztaht a pfevedeni rovnice na jeden ze tvart
(16.6)-(16.8) je zaloZeno na podobné my$lence jako pii hledani kanonického tvaru kuZelosecek v analy-
tické geometrii. Podstatné se viak také vyuZiva faktu, Ze se zajimame o klasické feSen{ LPDR2, tj. Ze
v Vv ’ 4 e/ v 4 ’ . v V7 v . . 4 V7 v /7

reSeni maji spojité vSechny parcialni derivace az do fadu 2. Napr., v eliptickém pripadé ma transformace
tvar (neni to jedind moZnost)

a b
L, =i,
Vac—b? 7 Y Vac—b? 7

Priklad 16.7. Ovétme, Ze rovnice 2y, —2uy, +5u), —u, +3u = x +y” je eliptickd a preved'me ji na

X =

(16.9)

ptislu$ny kanonicky tvar.

Reseni. Vzhledem ke znateni v rovnici (16.5)jea =2, b =—1, ¢ =5. Protoze det M =ac—b* = 10—1=
9 > 0, rovnice je skutecné eliptickd. Dosazenim do (16.9) jsou transformaéni vztahy ve tvaru

2 1
=%, =&_p. 16.10
x=37 y=¢& 37 (16.10)

T I . ;o 7 7 , v / . / Vev/ . ’
Pro Vy)/adrem derivact u},, u,, u), v novych proménnjch &, 7 je vyhodnéjsi pracovat s inverzni trans-
formaci k (16.10):

1 3
§_§x+y, q_ix.

Podle vzorcii pro derivaci slozené funkee u; = u?/ Sl + 'y a u, = uZE) + 'y, mame

1+ ol
% —1452 14 uy=tg,

12

" 1 /! 3 */! *// " 1 */ 3 */! " #//

”xx_4”55+2”571+1 m? ny :E”E:"i'z”irz Hyy = W
nebot’ u;; = ”vg Dosazenim do zadané PDR dostavame

1 3 9 1 3 13
2<%§’é4+ Wyt %4) 2<2”§/§+2 §;>+5 e T I =),

kde g*(&,n)= (377 &— 377)—x+y |x*3'7y £1,= Z7)+(é’—%7))2.Posecvzteniméme

18 /! 18 /! 1 !/ 3 s/ * ok
4 ¢'¢'+_ m 2%5_5”'7 +3u"=g"(&,7)-

V poslednim kroku vydélime rovnici konstantou 18/4. Celkové tedy, transformace (16.10) prevadi
zadanou rovnici (v proménnych x,y) na rovnici (v proménnych &, 7)

/!

/)
1455+14

1 1
_ 9,,,2/4_5” —3u* +—7)+ <§——7;>

én.f
Klasifikaci lze rozsitit na piipad, kdy LPDR2 s konstantnimi koeficienty uvazujeme ve vy$si dimenzi.
Takovou rovnici lze psat ve tvaru

N

Z jjthy +Zbu +en=d(x),...,xy), (X15.-rXy) €12, (16.11)

i,j=
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kdea,;, i
. 4 . M N4 /4 ’ v/ 14 . . .7
symetrické N X N matice M a o typu rovnice rozhoduji znaménka vlastnich Cisel této matice, resp. jeji

definitnost (je zndmo, Ze symetrickd matice M ma viechna vlastni ¢isla redlnd). Presnéji, definujeme:

b;,c €R, pticemz a;; = a;; pro viechna i, ;. V takovém pripadé lze koeficienty 4;; poskladat do

Definice 16.8. a) Rovnici (16.11) nazveme eliptickon, ma-li matice M vSechna vlastni ¢isla kladna nebo
vSechna zaporni (tj. M je pozitivné nebo negativné definitni);

b) Rovnici (16.11) nazveme hyperbolickon, mé-li matice M prave jedno ziporné vlastni cislo a vSechna
ostatni vlastni ¢isla jsou kladnd, nebo ma matice M pravé jedno kladné vlastni ¢islo a vSechna ostatni
vlastni &isla jsou zdporna (speciilni piipad indefinitnosti matice M);

¢) Rovnici (16.11) nazveme parabolickon, ma-li matice M prave jedno vlastni ¢islo nulové a viechna
ostatni vlastni ¢isla maji stejné znaménko (specidlni pripad pozitivni nebo negativni semidefinitnosti
matice M).

Pozndmka 16.9. Predchozi tri pripady nepokryji vSechny moznosti znamének vlastnich ¢isel (napf. nent

postihnut pfipad vicendsobného nulového vlastniho ¢isla). Nékdy se jesté zavadi pojem ultrabyperbolické
. V7 . ’ ’ Vo 4 I ’ Vo 4 /4 ’

rovnice pro pripad, kdy matice M ma vice nez jedno kladné vlastni cislo, vice nez jedno zaporné vlastni

v/ 4 7 74 1Y v 4 7 V7 . . . .

¢islo a zadné nulové vlastni ¢islo (opét specialni pfipad indefinitnosti matice M).

Ve uvedené rovnice lze opét transformovat na kanonické tvary, napt. pro N =3 (). » = u(x,7,2))
jsou kanonické tvary eliptické, hyperbolické a parabolické rovnice po radé:

/! w// /!

uig+uyFury = ént,
gy oy —u;) = CEnt,
uzs+ u;;/ —u} =cnt.

Pozndmka 16.10 - Laplacev operdtor. Tento operator (Cteme ,Laplasiv) slouZi ke snaZ§imu zépisu
nékterych diferencidlnich rovnic a je definovan jako

ar  d?
A=——t — 16.12
dxz  dy? ( )
v rovinném piipadé, resp.
Jar J* a2
=2 47 (16.13)
dx?  dyr  Jz?
v prostorovém ptipadé. Obecné v prostoru proménnych x,,...,x, maé tento operator tvar
d? d?
Ni=— 4o ——
dx? dx}

Tento operétor tedy funguje jako ,derivator®, ktery kdyZ aplikujeme na funkci, dostaneme novou funkci.

Napf. v ptipadé f = f(x,y) mame Af = f/ + £, v ptipadé funkce f = f(x,y,2) mame Af = f// +

1+ 1, atd. Eliptickou rovnici v roviné —u;, —u, = f lze potom strucné zapsat —Au = f , této rovnici

tikime Poissonova rovnice. Nebo, hyperbolickou rovnici v prostoru u;, + u;, +u}, — u/, = 0 mizeme
Vi " /_

vy +MZZ_M[ _O

muZeme struéné zapsat #, = Au (tzv. rovnice vedent tepla & rovnice difuze). O téchto tfech rovnicich se

dozvime vice v nasledujici sekei.

struéné zapsat ve tvaru #,, = Au (tzv. vinovd rovnice) a parabolickou rovnici #!_ + u

Klasifikovat LPDR2 Ize analogicky jako v definici 16.5 i v pripadé rovnic s nekonstantnimi koeficienty,
v takovém ptipadé viak rovnice miZe v oblasti £2 ménit typ, jak ukazuje nésledujici ptiklad.

Piiklad 16.11. V roviné xy naleznéte oblasti, ve kterych je rovnice
yul —2u;/y + xu;/y =0

elipticka, hyperbolicka, resp. parabolicka.
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¢
Reseni. Odpovidajici matice koeficienti M nyni zavisi na x,y a ma tvar

X

Rovnice je tedy parabolicka na rovnoosé hyperbole xy = 1, eliptickd ,nad“ touto hyperbolou (tj. pro
(x,7) € R? spliiujici xy > 1) a hyperbolicka ,pod* touto hyperbolou (tj. pro (x,y) € R? spliijici xy < 1).
Nadrtnéte si obrazek.

Pozndmky 16.12. a) I v pripadé nekonstantnich (diferencovatelnych) koeficientli lze LPDR2 transfor-
movat na kanonicky tvar, ale pouze lokalné. Tim se mysli, Ze je-li rovnice (16.4) napt. elipticka v bode
(x4, 70) € 12, pak je eliptickd i v n¢jakém okoli tohoto bodu (spojitost 4, &, ¢ v (x,,7,) totiz zarudi, zZe
detM > 01 v uréitém okoli tohoto bodu) a existuje transformace x = x(&,7), y = y(&, ) (ta je nyni
nelinearni) takova, Ze v tomto okoli prevede rovnici na elipticky kanonicky tvar. Toto plati analogicky
pro hyperbolickou rovnici v bodé (x4,7,). V ptipadé parabolické rovnice v bodé (x,,7,) analogick4
vlastnost také plati, ale je navic potreba predpokladat paraboli¢nost na urcitém okoli tohoto bodu, nebot’
je-li det M = 0 v bodé (x,,7,), pak automaticky nedostaneme det M = 0 na néjakém okoli tohoto bodu.

b) Méme-li LPDR2 s konstantnimi koeficienty pievedenu na kanonicky tvar, pak je jesté¢ mozné
vhodnou transformaci eliminovat ¢leny s prvnimi derivacemi.

Priklady k procviceni
Cviceni 16.13. Naleznéte obecné reseni rovnic
a) u;—{—xzu;:O; b) xu;—{—yu;:O.

Vyisledky. a) u(x,y) = f(y —x*/3); b) u(x,y) = f(y/x) (f je v obou ptipadech libovolna spojité
diferencovatelna funkce).

Cviceni 16.14. Vyfedte nasledujici rovnice s podminkou:
a) \/1—_96214;—!—14;:0, #(0,y)=1y;
b) M;—ZDM; =0, #(0,y) =siny.
Vyisledky. a) u(x,y) =y —arcsinx; b) #(x,y)=sin(y —3x).
Cviceni 16.15. Rozhodnéte, jakého typu jsou nasledujici (rovinné) rovnice:
a) ul — u;/y + 214; + u;/y —3%}’,; +4u =0;
b) 9u? + 614;; + u}’; +ul =0.
Vyisledky. a) Hyperbolicka rovnice;  b) parabolicka rovnice.

Cviceni 16.16. Rozhodnéte, jakého typu jsou nasledujici (prostorové) rovnice:
" " " " —_nN.
Q) uy +20, +uy, +2u,,+xu=0;

" Vi /. _
b) uy, +2u; —u,sinx —2z =xyz.

Vyisledky. a) Parabolicka rovnice;  b) hyperbolicka rovnice.

Cviceni 16.17. Uvazujte rovnici
Vi Vi " o__
Upo + 20+, =0.

a) Rozhodnéte o typu rovnice; b) pomoci transformace = x +y, n = x —y preved’te rovnici na
jednodussi tvar, tento tvar vyfteste a napiste generické fedeni ptivodni rovnice.

Vysledky. a) Parabolicka rovnice; b) #(x,y) = f(x —y)(x +y)+ g(x —v), kde f, g jsou libovolné
dvakrat spojité diferencovatelné funkce (jedné proménné).
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17 Rovnice matematické fyziky

Nékteré parcialni diferenciilni rovnice se nazyvaji rovnice matematické fyziky. Duivodem je skuteCnost,
Ze tyto rovnice byly odvozeny z fyzikélnich principti a popisuji (v uréitém rozsahu a s uréitou presnost)
nekteré fyzikalni déje.

Hledan4 funkce #, kter4 v téchto rovnicich vystupuje, zavisi obvykle na jedné ¢asové proménné ¢
a na jedné, dvou, nebo tiech prostorovych proménnych x, y, z. V zavislosti na dimenzi prostoru, ve
kterém zkoumany jev probiha, je pak neznimou funkce #(x, t), u(x,y,t), u(x,y,z,t), prip. ve vyssi
dimenzi #(x,,..., %y, t).

Otazky, kterymi se zde budeme dale zabyvat, jsou tedy nasledujict: Jaké jsou zékladni aplikace PDR?
Jak vypadd matematicka formalizace téchto Gloh? Jsem schopni napsat analytické feenf (alespon pro
vybrané rovnice a typy podminek)?

17.1 Rovnice vedeni tepla

Rovnice vedeni tepla je parabolického typu. Uved’me nejprve tvar této rovnice v jedné prostorové
dimenzi.

Rovnice vedeni tepla v tyCi

Uvazujme ty¢ délky /, kterd je izolovana na povrchu a jejiZ prifez pro jednoduchost zanedbavime. Ty¢
' S ) v/ v e R v 7

umistime na osu x tak, aby jeji levy konec splyval s pocatkem. Pfedpokladejme dale, Ze zavisle proménna

u = u(x,t) popisuje teplotu tyce v misté x a Case t. Pak lze ukazat, Ze tato funkce spliiuje (po provedeni

jistych zjednodusent) parcialni diferencialni rovnici

u, = xul +f(x,t), (x,£)€(0,{)x (0,T), (17.1)
kde
k
x=—
pc

je tepelna difuzivita, k koeficient tepelné vodivosti, o mérnd hmotnost (délkova hustota), ¢ mérna
tepelna kapacita. Funkce f charakterizuje intenzitu vnitfnich zdroju (napt. ve vodivé ty¢i se vyviji teplo,
prochdzi-li ji elektricky proud) a 7' je doba trvani zkoumaného déje (Ize pripustit i 7 = oo).

Rovnice (17.1) m4 nekoneéné mnoho fedeni. Abychom mohli jednoznaéné uréit teplotu tyce v libo-
volné misté a libovolném Case, je tfeba k rovnici ptipojit jednu pocatecni podminku (popisujici teplotu
tyce na pocatku déje) a dvé okrajové podminky (charakterizujici situaci na obou koncich tyce v prubé¢hu
celého déje). V nejjednodussim pripade Ize tyto podminky popsat vztahy

u(x,0) = g(x), O<x<l, 17.2)
u(0,t)=h,(t), 0<t<T, (17.3)
u(l,t) = hy(2), O<t<T. (17.4)

Podminky (17.2)-(17.4) tedy popisuji situaci, kdy levy konec tyle je udrzovan na teploté h,(t), pravy
konec na teploté 5,(¢) (obé funkce se tedy mohou menit s ¢asem) a na pocatku d¢je je teplota tyce
predepsina zndmou funkci g. O funkcich g, resp. b,, b, budeme pritom predpoklidat, Ze jsou spojité
v (0,1), resp. (0, T) a spltwji tzv. podminky soublasnosti

g0)=50),  g()=hy0) (17.5)

(poznamenejme, Ze vztahy (17.5), vyjadiujici soulad pocateni a okrajové podminky, nebyvaji v aplikacich
vzdy splnény; matematicka diskuse tohoto prfipadu vsak presahuje rAmec tohoto skripta).

Resenim pothteéné-okrajové Glohy (17.1)-(17.4) pak rozumime ka¥dou funkei # = u(x, ), které je
feSenim rovnice (17.1), je spojitd na (0, /) x (0, T') (tedy vCetné hrani¢nich tsecek) a splriuje zde podminky
(17.2)~(17.4).

Je snadné ovérit, Ze napt. funkce

u(x,t)=e ‘sinx
je feSenim Glohy
u =ul (x,t)€(0,7) x (0, 1),

xx?
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u(x,0) =sinx, O<x<m,
#(0,¢) =0, o<t<l1,
u(m,t)=0, o<t<1.

Nyni jeSte u¢inime kratkou pozndmku k ptipadné modifikaci okrajovych podminek (17.3), (17.4). Tyto
podminky jsou Dirichletova typu (uzitd terminologie je zde v souladu s pojmy zavedenymi v pod-
sekei 14.2). Lze je vsak nahradit i jinym typem podminek, napi. Neumannovymi podminkami ve
tvaru

w0,1)=q,(t),  w(l,r)=gy(t). (17.6)

Neumannovy podminky lze v daném ptipadé interpretovat jako popis tepelného toku na obou koncich
tyce (tepelny tok je dan funkei x#”). Poznamenejme, Ze oba typy podminek je mozné také kombinovat
(najednom konci tyce lze zadat podminku Dirichletova typu, a na druhém konci podminku Neumannova

typuw).

Rovnice vedeni tepla ve vyssi dimenzi
Uvazujeme-li misto jednorozmérné tyce napft. néjaké téleso z homogenniho materialu vymezujici oblast
£2 C R?, pak vedeni tepla v tomto télese popisuje rovnice

u, =xANu+f, 17.7)

kde A je Laplacetiv operator definovany vztahem (16.13) a f = f(x,y,z,t) je funkce. Podobné jako
v pripad¢ ,jednorozmérného vedent tepla rovnici (17.7) doplnime jednou pocatecni podminkou, pre-
depisujici poateéni teplotu v £2, a jednou okrajovou podminkou, popisujici teplotu podél hranice I”
oblasti 2 v pribéhu celého déje. Tato podminka miZe byt Dirichletova typu

u(x,y,2,t) = h(t), (x,y,2)el, 0<t<T,
kdy na okraji predepisujeme teplotu, nebo Neumannova typu
ui(x,y,z,t)=q(t), (x,y,2)el, 0<t<T,

kdy na okraji predepisujeme (az na nasobek konstantou) tepelny tok (symbol #. zde znamena derivaci
v . ’ Vevy / v 7 Ve v, e
ve sméru jednotkového vektoru vnéj$i normaly, tedy ve sméru kolmém k povrchu). Pritom na ¢asti
povrchu lze uvazovat Dirichletovu podminku, a na zbytku pak Neumannovu podminku.
Poznamenejme jedté, Ze rovnice (17.7) se v chemickych problémech nazyva rovnice difsize (nebot’
popisyje diftizi latky v nehybném prostredi.

17.2  VInovd rovnice (rovnice kmitdni)

Vlnova rovnice je hyperbolického typu. Uvedeme opét nejprve tvar s jednou prostorovou proménnou.

Rovnice kmitdni struny

Uvazujme strunu (tj. dokonale pruzné vlakno) o délce /, kterd je uloZena na ose x a napinina silou
o konstantni velikosti F. Ozna¢me o délkovou hustotu (mérnou hmotnost) materidlu struny, #(x, r) jeji
vertikalni vychylku od rovnovazné polohy v misté x a Case ¢ a f(x, t) pripadné znAmé vn¢jsi zatizeni
(napt. gravitaci). Pak kmitdni této struny popisuje rovnice

ul =c*ul +f(x,t), (x,£)€(0,1)x(0,T), (17.8)
kde
F
c=+|—.
2

Veli¢ina ¢ predstavuje rychlost, jakou se vlna siti. Zdiraznéme opét, ze rovnice (17.8) popisuje skutecny
fyzikalni problém pouze ptiblizné (pti odvozeni rovnice (17.8) je nutné napt. pedpokladat, Ze vertikalni
vychylky struny jsou ,malé®).
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Nyni k rovnici (17.8) doplnime podminky. Na rozdil od rovnice vedeni tepla je treba nyni predepsat
dve pocatetni podminky

u(x,0) = g(x), M;(x,O):gz(x), o0<x<l, (17.9)

které popisuji pocatetni vychylku a pocateéni rychlost struny. Okrajové podminky lze opét zachytit
vztahy (17.3), (17.4) popisujicimi vjchylky struny na koncich, resp. vztahy (17.6) popisujicimi vertikalni
zatiZeni struny na koncich (oba typy okrajovych podminek lze opét kombinovat).

Pojem fedeni pocatecné-okrajové Glohy (17.8), (17.9), (17.3), (17.4) se nyni zavede analogicky jako
pro rovnici vedenti tepla v odstavei 17.1.

VInovd rovnice ve vyssi dimenzi
Je obvykle zapisovana ve tvaru

ul =c*Au+f (17.10)

s Laplaceovym operatorem (16.12), resp. (16.13) a funkei f = f(x,7,t), resp. f = f(x,¥,2,t). V rovin-
ném pripadé rovnice (17.10) popisuje $ireni vln v roviné (napt. kmitdni membrany nebo $ifeni vln na
vodn{ hladiné), v prostorovém ptipadé pak tato rovnice popisuje $ifeni vin (zvukovych, elektromagnetic-
kych) v prostoru.

Pro vlnovou rovnici (17.10) Ize formulovat pocatecné-okrajovou tilohu analogicky, jak jsme to uéinili
v ptipadé ,vicerozmérné* rovnice vedeni tepla. Nesmime vak opomenout, Ze v piipadé vlnové rovnice
je nutno predepsat potateéni podminky dvé.

17.3 Laplaceova a Poissonova rovnice

Ve fyzikalnich problémech, které popisovaly predchazejici rovnice, lze hledat ustileny (tj. na Case neza-
visly) stav. V ptipadé rovnice pro vedeni tepla tedy uvazujeme situaci, kdy se teplota v ¢ase jiZ neméni.
Podobné v pripadé vinové rovnice se kmitani struny nebo membriny méni na deformaci (prihyb).
Obecné lze fici, Ze v rovnicich pro ustilené jevy koeficienty ani prava strana nez4visi na ¢ a navic
. v v/’ v . ’ 4 v 7 ’ 4 ) 4 4
z rovnice vypadne clen s prislusnou derivaci podle ¢. Pocatecni podminky pak nemaji smysl, a zastavaji
pouze podminky okrajové (ty ovSem pochopitelné opét nezdvisi na ¢). Snadno vidime, Ze rovnice veden{
tepla 1 vlnova rovnice nabyvaji v uvedeném staciondrnim pripadé formalné stejného tvaru

—Au=F, (17.11)

kde A je Laplaceliv operitor a f je dana funkce proménnych x,,...,xy. Rovnice (17.11) se nazyva
Poissonova (Cteme ,Poasonova®). V rovinném piipadé N = 2 je tato rovnice tedy tvaru

—ul,—uy, = f(x,9). (17.12)

Speciélnim ptipadem Poissonovy rovnice (17.11) je Laplaceova rovnice
Au=0, (17.13)
kterd je Poissonovou rovnici pro f = 0. V rovinném ptipadé je tato rovnice tvaru
g, +uy, =0. (17.14)

Poissonova i Laplaceova rovnice je eliptického typu. Rovnice (17.11), resp. (17.13) maji - krome
vi$e uvedeného fyzikélniho vyznamu - fadu dalsich interpretaci. Poissonova rovnice napt. popisuje
potencialni proudéni tekutiny tenkou vrstvou proménné §irky (# je zde potencial vektoru rychlosti
a f vyjadruje proménnost tloust’ky vrstvy tekutiny). V piipadé konstantni $itky je funkce f identicky
nulové, a danou Glohu tedy modeluje Laplaceova rovnice. K rovnicim (17.11), (17.13) dosp¢jeme rovnéz
pti studiu elektrického potencidlu, problému sifeni primési diftz{ a v dalsich dlohach.

Nyni pristoupime k formulaci okrajovych podminek pro Poissonovu a Laplaceovu rovnici (jak
jiz vime, polateéni podminky zde nemaji smysl). Pro jednoduchost se omezime na rovinny ptipad, t;.
budeme tyto rovnice uvazovat ve tvaru (17.12), resp. (17.14). Hledejme feseni téchto rovnic v omezené
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oblasti £2 C R? a ozna¢me hranici této oblasti symbolem I'. Nejjednodus$im typem okrajové podminky
je Dirichletova okrajovd podminka
w=nh nal,

kter4 predepisuje hodnoty fefeni na hranici oblasti £2, v niZ danou rovnici uvazujeme. Dal§im typem je
pak Neumannova okrajovd podminka

/_
u,=q nal,

predepisujici na hranici I” hodnoty derivace hledaného feseni podle jednotkové vnéjsi normaly. Oba
typy okrajovych podminek lze opét kombinovat (na ¢4sti hranice lze predepsat Dirichletovu podminku,
a na zbytku pak Neumannovu podminku).

Rovnice (17.12), resp. (17.14) plus nékterd z uvedenych okrajovych podminek tedy tvoti okrajovou
Glohu (v zavislosti na typu okrajové podminky se n¢kdy hovoii o Dirichletové, Neumannové, resp.
smiSené tloze). Refenim této tlohy pak v souladu s podsekei 17.1 rozumime funkei #, kterd je spojité na
12 (tj. véetné hranice), v 12 je FeSenim dané rovnici, a na hranici je splnéna predepsan4 okrajova podminka.

17.4 Reseni PDR Fourierovou metodou

Jiz dtive jsme konstatovali, Ze reSeni PDR lze ziskat v uzavreném tvaru (tj. vyjadrit ho ve tvaru vhodné
elementarni funkce pomoci kone¢ného poctu operaci) velmi ztidka, a to jen pro zcela specidlni typy
LPDR. Proto se v této zdvéreéné podsekci budeme zabyvat otdzkou, zda lze nalézt a vyjadfit feSeni
alespon nekterych rovnic matematické fyziky z predchazejicich podsekci jinym zptisobem. Pro zodpo-
v ’ 7 7’ . . Ve v v . V7 v . / ’ / .
vézeni této otdzky si nejprve pripomerime, Ze i v ptipadé ODR jsme se podobnym problémem zabyvali,
ato u Airyho rovnice (9.10). Jeji reSeni nebylo mozné v exaktnim tvaru urdit, presto se ndim podafilo
v prikladu 9.25 toto feseni nalézt ve tvaru souétu vhodné mocninné fady - tedy pomoci nekoneéného
v ’ 4 . IV v A /v Vv 4 4 v 7V . v & v/
poctu operaci. V této sekei ukazeme, ze vyjadreni reseni ve tvaru vhodné funkcni rady je mozné i v pri-
padé nékterych rovnic matematické fyziky. Sezndmime se ptitom s tzv. Fourierovou metodon, nazyvanou
také metoda vlastnich funkci nebo metoda separace proménmnych. Pti aplikaci této metody vyjde reSent ve
tvaru Fourierovy fady (odtud plyne také nizev metody). My$lenku metody vysvétlime na ptikladech
nekterych rovnic matematické fyziky.

Reseni vinové rovnice Fourierovou metodou
UvaZujme vlnovou rovnici

ull =ctul’ ,  (x,t)€(0,1)x(0,T) (17.15)

s pocatecnimi podminkami
u(x,0) = g,(x), u(x,0) = g,(x), O<x<! (17.16)

a okrajovymi podminkami
#(0,0)=u(l,t)=0, 0<t<T, (17.17)

kde funkce g, g, jsou spojité v {0, /) a maji tam po Castech spojitou derivaci. Pocate¢né-okrajova tloha
(17.15)-(17.17) tedy popisuje kmitani struny upevnéné na koncich, jejiz pocateéni vychylku zachycuje
funkce g, a pocatecni rychlost funkce g,.
Nejprve uréime feseni nasledujici pomocné tlohy:
Hledime vsechna veseni w = u(x,t) rovnice (17.15), kterd nejson identicky rovna nule, vyhovuji okrajovym
podminkdm (17.17) a kterd Ize psat ve tvaru
u(x,t)=X(x)-T(t) (17.18)

(X je tedy funkci pouze x a T funkci pouze t).
Ptistoupime k vyfeSeni této pomocné tlohy. Dosad’me (17.18) do rovnice (17.15) a vznikly vztah
vydélme vyrazem ¢2X T, takZe dostaneme:
() _X'(x)
aAT()  X(x)’

(x,£)€(0,1)x (0, T), (17.19)
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kde ¢arkami zna¢ime derivace funkce X (x) podle proménné x a teckami derivace funkce 7'(z) podle

v ’ ’ . ’ / ’ v . v
promeénné ¢. Levé strana vztahu (17.19) je funkci pouze ¢, prava strana funkci pouze x. Ménime-li pfi
néjaké pevné zvolené hodnoté x proménnou ¢ (nebo naopak), vidime, Ze prav i leva strana rovnice
(17.19) zachovava pti zméné proménnych x, ¢ svou hodnotu, a tedy ob¢ strany této rovnice musi byt
rovny téze konstanté; oznatime ji -A (kvili dal$im vypoltim zde ddvime znaménko minus, aniz ¢inime
predpoklad o hodnoté této konstanty).

Odtud tedy
T(t) _X'"(x)
= = —A. 7-
2T(t)  X(x) A (17.20)
Ze vztahti (17.20) dostavime dvé LODR2:
X"(x)+ AX (x) =0, (17.21)
T(t)+ A>T (1) =0. (17.22)

Ptiberme nyni do svych vah okrajové podminky. Z (17.17) a (17.18) plyne
X(0)-T(t)=0, X(I)-T(¢r)=0.

Protoze hleddme fesent #(x,t) = X (x)- T(t), ktera nejsou identicky rovna nule, neni 7'(¢) identicky
rovno nule, takze

X@0)=X(l)=0. (17.23)

Okrajova tloha (17.21), (17.23) se nazyva s#lohon vlastnich hodnot. Hleddme parametr A takovy, aby
okrajové tiloha (17.21), (17.23) méla fedent, které neni na (0, ) identicky nulové. Lze dokézat, Ze existuje
nekoneéné mnoho realnych parametrti A, s touto vlastnosti, pficemz plati 0 < A, < A, < -+ — oo.
Nyni uréime ptislusna nenulova feSeni okrajové tlohy (17.21), (17.23). Protoze A, > 0 pro kazdé £, je
obecné feseni X, rovnice (17.21) odpovidajici parametru A = A, tvaru

X, (x)=C,cosy/ A, x + D, siny/ A, x. (17.24)
Z okrajové podminky X (0) =0 plyne C, =0, takZe (17.24) se redukuje na tvar
X, (x)=Dysiny/ 4, x. (17.25)
Funkei (17.25) podrobime druhé okrajové podmince X (/) = 0; dostaneme:
Dy siny/ A, [ =0. (17.26)

Protoze X nesmi byt identicky nulovd, plati D, # 0, takZe z (17.26) plyne

l\//Tkaﬂ, k=1,2,....

Hodnoty konstant A, jsou tedy dany predpisem

kr\’
Ak:<7>, E=1,2,... (17.27)
a pro nenulové reSeni X, Glohy (17.21), (17.23) plati (pti A = A,) vyjadrent
X, (x)=sin k?x, E=1,2,..., (17.28)

pricemz multiplikativni konstantu jsme pro jednoduchost polozili rovnu jedné. Pokud se Ctenari zdaji
pravé provedené tivahy povédomé, pak je jeho dojem spravny. Diskuse vedouci k nalezeni nenulového
feSeni dané okrajové tlohy byla zcela analogicky provedena v prikladu 14.5 pti hledani kritickych sil
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v tloze vzpeérné pruznosti. Vztahy (17.27), resp. (17.28) predstavuji tzv. vlastni hodnoty, resp. viastni
funkce okrajové Glohy (17.21), (17.23).

Nyni se budeme zabyvat feSenim rovnice (17.22). Dosad'me do ni za A, ze vztahu (17.27) a pi$me ji
ve tvaru

fk(t)+<—>2Tk(t):O, (17.29)

kde indexem & u T vyjadfujeme, Ze jsme do (17.22) dosadili k-tou vlastni hodnotu. Obecné feSent
rovnice (17.29) nyni miZzeme psat ve tvaru

ckr . ckmt

T,(t)=A, cos —— 7 —I—B,e sin — (17.30)
Dosadime-li vztahy (17.28) a (17.30) do (17.18), dostaneme vyjadieni
k . ck
uy(x,t) =sin 7; <Ak cos & 17” + B, sin ¢ ;U ) (17.31)

Mnozina funkef {#,(x,£)}°, tedy predstavuje iplné feSeni nasi pomocné alohy: kazda funkcee #, (x, ¢)
je reSenim rovnice (17.15) a vyhovuje okrajovym podminkdm (17.17), je tvaru (17.18) a neni pfitom
identicky rovna nule. Fyzikalni vyznam funkci #,(x, t) je pfitom nasledujici: jsou to stojaté vlny na
struné, pricemz #,(x, t) je prvni harmonicka, #,(x, ) druh4 harmonicka atd.

Pomoci funkei #,(x, t) nyni zkonstruujeme feseni dané pocateéné-okrajové tlohy (17.15)-(17.17).
Pfipomenme, ze tyto funkce jsou feSenimi rovnice (17.15) a vyhovuji podminkdm (17.17), a to pri libo-
volné volbé¢ konstant A, B, ve vyjadreni (17.31). Tuto vlastnost ma zfejmé podle principu superpozice
kazdy koneény soulet funkci ,(x, t).

Hledejme nyni fe$eni tlohy (17.15)-(17.17) ve tvaru nekoneéné rady

u(x,t)= iuk(x, t),
k=1

tedy

ckm . ckmt > (17.32)

Zsm <Ak cos —— t+Bk sin

Konstanty A,, B, (k = 1,2,...) uréime tak, aby byly splnény polate¢ni podminky (17.16). Za
predpokladu, Ze fadu (17.32) lze derivovat podle proménné ¢ ¢len po Elenu, plati

= c/e77: ) /ercx ckm ckmt
Zl ] < —A, sin —— ] +Bk cos —— > (17.33)
Z (17.16), (17.32) a (17.33) nyni plyne, ze hledime A,, B, tak, aby platilo
= . kmx , ckm . knx
gl(x):u(x,O):ZA,e sin——, &(x)=u,(x,0)= ZTBk sin —
k=1 k=1

Necht' A, resp. (ckn / 1)B,, jsou Fourierovy koeficienty funkci g, resp. g, pti rozvoji téchto funkei
na (0,/) do sinové rady. Z teorie trigonometrickych Fourierovych fad nyni plynou vzorce pro vypocet
téchto koeficientl:

=7 f g (x sm

Protoze funkce g, a g, jsou podle predpokladu spojité a maji po ¢astech spojitou prvni derivaci, rovnaji
se tyto funkce skute¢né svym trigonometrickym Fourierovym radim (viz vétu 4.13 a poznimku 4.14),
a proto # spliiuje také pocatecni podminky (17.16).

2 (! . knx
dx, B, = om &(x)sin dx. (17.34)
0
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Je vsak tieba zdliraznit, Ze reseni Glohy (17.15)—(17.17) jsme dostali pouze formélné, a to ve tvaru
nekonecéné fady (17.32), kde koeficienty A, B, jsou dany vztahy (17.34). Je tedy nutno se zabyvat otdzkou,
zda soudet fady (17.32) spliiuje jak diferencidlni rovnici (17.15), tak i pfislu$né okrajové podminky (17.17).
V obecném pripadé (tj. pro obecnou funkci g, a g,) tento pozadavek neni splnén (napt. soulet rady
(17.32) nemusi mit ani druhé derivace podle x a podle ¢, a tedy do dané rovnice nelze tento soudet vitbec
dosadit). V takovém pripadé uvazujeme pouze konecny soucet fady (17.32), tj.

A(x,t)= Zsin k?x (Ak cos ﬂk;rt + B, sin a/elﬂ:t > (17.35)
k=1

Z predchézejicich Gvah plyne, Ze funkce (17.35) spliiuje presné danou rovnici (17.15) a okrajové podmin-
ky (17.17), a nepfesné spliuje pociteéni podminky (17.16). Je vsak prirozené ocekavat, Ze seéteme-li
dostate¢né mnoho ¢lent u fady (17.32), pak lze tuto neptesnost tolerovat.

Reseni rovnice vedeni tepla Fourierovou metodou
Méjme tuto pocatecné-okrajovou tlohu pro rovnici vedent tepla v jedné dimenzi:

n, =xul, (x,2)€(0,1)x(0,T), (17.36)
u(x,0) = g(x), O<x<l, (17.37)
#(0,£)=0, u(l,t)=0, O0<t<T, (17.38)

kde g je spojita funkce majici po &stech spojitou derivaci na (0, ). Ulohu (17.36)(17.38) Ize interpretovat
napt. jako rovnici vedeni tepla v tenké na povrchu izolované ty¢i o pocitelni teploté g(x), jejiz konce
jsou ponoreny v niddobé obsahujici smés vody a ledu, tj. jsou udrzovany na nulové teploté.

Pfi reseni tlohy (17.36)-(17.38) zalneme opét s touto pomocnou tlohou:

Najit vechna 7esent rovnice (17.36), kterd nejson identicky rovna nule, vyhovuji okrajovym podminkdm
(17.38) a kterd Ize psat ve tvaru

u(x,t)=X(x)-T(¢t). (17.39)

Vyies$ime tedy nejprve tuto pomocnou tlohu. Dosazenim (17.39) do (17.36) a vydélenim ziskaného
vztahu soudinem xX T dostaneme (zdivodnent je zcela stejné jako v ptipadé tlohy s vlnovou rovnici):
() _X'"(x)

xT(t)  X(x)

=) (17.40)

kde A je konstanta, jejiz hodnotu je tieba urcit. Ze vztahu (17.40) potom dostivime tyto dvé LODR:
T(t)+ AxT(t)=0,
X"(x)+ AX(x)=0. (17.41)

Dosadime-li dale (17.39) do (17.38), potom pozadavek netrividlnosti feseni ve tvaru (17.39) d4 okrajové
podminky

X(©0)=0, X(I)=o. (17.42)

Dostali jsme tedy tlohu vlastnich hodnot ve tvaru (17.41), (17.42). Analogicky jako v pripadé vlnové
rovnice dospéjeme k zavéru, Ze vlastni hodnoty této tlohy jsou

2
Ak:<]€l—ﬂ> k=12,

ajim odpovidajici vlastni funkce jsou

Xk(x):sink7;x, k=1,2,....
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Zbyva nalézt ke kazdé vlastni hodnote A, funkci T},, abychom na$i pomocnou tlohu vyfesili. Budeme
tedy resit rovnici

Ty (t)+ A x T, (t)=0.

Separujme proménné
dT,

Tk = —Ak)(dt.

Odtud
Ty (t) =A e,

Podle (17.39) tedy dostivime nekonecné mnoho feeni #, nasi pomocné tlohy ve tvaru
. kn'x 7Xk272t/12
%k(x,t):Xk(x)Tk(t):AksmTe AN

Redent ptivodni tlohy (17.36)-(17.38) hledejme opét ve tvaru nekoneéné fady

kﬂ:x ef)(kznzt/lz

u(x,t):ZAk sin ] , (17.43)
k=1

kde koeficienty A, uréime dosazenim pocatetni podminky (17.37) do (17.43), tj.

e

u(x,0) = ZAk sin
k=1

krx

g(x).

Z teorie trigonometrickych Fourierovych fad plyne vyjidreni pro A,:

kmx

200
A, = EJ g(x)sin dx. (17.44)
0
Zbyvajici Gvahy, tykajici se souvislosti vztahl (17.43), (17.44) s feSenim Glohy (17.36)-(17.38), jsou nyn{
analogické jako v piipadé vlnové rovnice.

Pozndmka 17.1 - obecnéj§i pouziti Fourierovy metody. Fourierovu metodu fedeni pocate¢né-okra-

jovych tloh pro PDR lze uZit i v obecnéjsich souvislostech. Bez vétsich obtiZi ji lze zobecnit napt. na

pripad nehomogenni rovnice vedeni tepla s nehomogennimi okrajovymi podminkami nebo na pfipad,

kdy uvaZovana PDR je linedrni rovnici s nekonstantnimi koeficienty. PotiZe rovnéZ nelini ani piipadné
7’ 7 . / ’ / 7

zavedeni Neumannovych okrajovych podminek do uvedenych aloh.

Priklady k procviCeni

Cviceni 17.2. Napiste rovnici vedent tepla v ty¢i délky / v jedné prostorové dimenzi, vite-li, Ze mérnd
tepelnd kapacita materilu tyce je ¢ = 450, koeficient tepelné vodivosti je £ = 80 a hustota materiélu je
p =7870. V materialu nevznika zadné dodatecné teplo. Rovnici dale dopliite poatecni podminkou tak,
aby reprezentovala konstantn{ teplotu v ¢ase £ =0 (konstantu si zvolte), a okrajové podminky tak, aby
jeden konec byl izolovany a druhy byl udrzovan na konstantni teploté, hodnotu si opét zvolte.

Cviceni 17.3. Rozhodnéte, zda dané funkce vyhovuji Laplaceové rovnici v oblasti £2:

Y 2
V)= =R
a) u(x,y) e
b) u(x,y):arctg<z>, N=R"xR;
x
o) u(x,y)=x%7?, N=R%

Vysledky. a) Ano; b)ano; c)ne.
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Cviceni 17.4. Uvazujte rovnici vedent tepla u = x(u, +u),)+ f (x,y) pro (x,y,t) € 2 x I, kde 2 je
ohraniéena oblast v R?, I = (0, T') je ¢asovy interval, x > 0 je koeficient tepelné difuzivity a f(x,y) je
tepelna intenzita vnittnich zdrojt (kterd nezavisi na case t).

a) Napiste ustaleny (tj. v Case se nevyvijejici) tvar této rovnice.

b) Rovnici z bodu a) dopliite homogenni Dirichletovou okrajovou podminkou.

Cviceni 17.5. Formulujte rovnici kmitan{ struny a velidindm vystupujicim v rovnici ptirad’te fyzikalni

7 . v 7 . /7 ’ . v/’ v 7 . . / . ’ M . 4 v
vyznam. Rovnici doplite vhodnymi (konkrétnimi) pocate¢nimi a okrajovymi podminkami a fyzikalné
je interpretujte.
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